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Introduction
Régularisation Ridge pour GL2M–AR(1)
Construction de composantes supervisées

Conclusion & ouverture

Relecture de la "Mixed Ridge Regression" – Eliot et al.

L2M pour données répétées : y = Xβ + U1ξ
1 + ε

I y = (y11, . . . ,y1R,y21, . . . ,y2R, . . . . . . . . . ,yN1, . . . ,yNR)T

I β vecteur des effets fixes et X leur matrice de design

I ξ1 =
(
ξ11, ξ

1
2, . . . , ξ

1
N

)T vecteur de l’effet aléatoire "individu"
et U1 = IN ⊗ 1R matrice de design correspondante

I ε ∼ N
(
0, σ2

0 IdNR
)
⊥ ξ1 ∼ N (0, σ2

1 IdN )

Estimation classique par algorithme EM, θ =
(
β, σ2

0, σ
2
1

)
E : Q

(
θ | θ[t]

)
:= Eξ|y

[
L(θ; y, ξ) | θ[t]

]
M : θ[t+1] ←− arg max

θ
Q
(
θ | θ[t]

)

Jocelyn CHAUVET Régularisation pour GLMM–AR(1)



Introduction
Régularisation Ridge pour GL2M–AR(1)
Construction de composantes supervisées

Conclusion & ouverture

Relecture de la "Mixed Ridge Regression" – Eliot et al.

L2M pour données répétées : y = Xβ + U1ξ
1 + ε

I y = (y11, . . . ,y1R,y21, . . . ,y2R, . . . . . . . . . ,yN1, . . . ,yNR)T

I β vecteur des effets fixes et X leur matrice de design

I ξ1 =
(
ξ11, ξ

1
2, . . . , ξ

1
N

)T vecteur de l’effet aléatoire "individu"
et U1 = IN ⊗ 1R matrice de design correspondante

I ε ∼ N
(
0, σ2

0 IdNR
)
⊥ ξ1 ∼ N (0, σ2

1 IdN )

Estimation classique par algorithme EM, θ =
(
β, σ2

0, σ
2
1

)
E : Q

(
θ | θ[t]

)
:= Eξ|y

[
L(θ; y, ξ) | θ[t]

]
M : θ[t+1] ←− arg max

θ
Q
(
θ | θ[t]

)
Jocelyn CHAUVET Régularisation pour GLMM–AR(1)



Introduction
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Relecture de la "Mixed Ridge Regression" – Eliot et al.

Algorithme EM avec pénalité RIDGE
Eliot et al (2011)
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Relecture de la "Mixed Ridge Regression" – Eliot et al.

Estimation par algorithme EM pénalisé

I Comment calibrer le paramètre de régularisation λ ?
↪→ Validation Croisée Généralisée (GCV) à chaque étape de

l’EM

GCV : λ[t] ←− arg min
λ

GCV(λ) =
n−1

∥∥∥y −H [t]
λ y
∥∥∥2[

1− n−1tr
(
H

[t]
λ

)]2


E : Qpen

(
θ | θ[t]

)
:= Eξ|y

[
L(θ; y, ξ)− λ

[t]

2
βTβ | θ[t]

]
M : θ[t+1] ←− arg max

θ
Qpen

(
θ | θ[t]

)
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Pourquoi ajouter
un effet aléa-

toire temporel ?

Complexité
des

phénomènes
biologiques

Jeux de
données

économiques

Les variables explicatives à dis-
position ne sont en général pas
suffisantes pour caper cette
complexité.

Difficiles ou couteuses à
mesurer, il existe des variables
manquantes, dont les effets ont
tendance à perdurer dans le
temps.

Les agents partagent une même
politique et une même conjonc-
ture économiques.

Il existe des phénomènes la-
tents, avec une certaine inertie
temporelle, à considérer.

Jocelyn CHAUVET Régularisation pour GLMM–AR(1)



Introduction
Régularisation Ridge pour GL2M–AR(1)
Construction de composantes supervisées
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Effet aléatoire temporel AR(1)
Extension aux GL2M
Simulations

L2M pour données longitudinales :
y = Xβ + U1ξ

1 + U2ξ
2 + ε

y = (y11, y12, . . . , y1R,

y21, y22, . . . , y2R, . . . . . .

yN1, yN2, . . . , yNR)T

I β vecteur des effets fixes

I ξ1 =
(
ξ11, ξ

1
2, . . . , ξ

1
N

)T vecteur de l’effet aléatoire
"individu", U1 = IN ⊗ 1R matrice de design correspondante

I ξ2 =
(
ξ21, ξ

2
2, . . . , ξ

2
R

)T vecteur de l’effet aléatoire
"temporel", U2 = 1N ⊗ IR matrice de design correspondante
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Modélisation des effets aléatoires

I ε ∼ N
(
0, σ2

0 IdNR
)
⊥ ξ1 ∼ N (0, σ2

1 IdN )

I ξ2 ∼ N (0,Σ), avec Σij = σ2
2

ρ|i−j|

1− ρ2
, ξ2 ⊥ ξ1 et ξ2 ⊥ ε

EM Généralisé, avec
θ =

(
β, σ2

0, σ
2
1, σ

2
2, ρ

)
et ξ =

(
ξ1, ξ2

)
GCV : λ[t] ←− arg min

λ
GCV(λ)

E : Qpen

(
θ | θ[t]

)
:= Eξ|y

[
L(θ; y, ξ)− λ

[t]

2
βTβ | θ[t]

]
M : θ[t+1] tel que : Qpen

(
θ[t+1] | θ[t]

)
> Qpen

(
θ[t] | θ[t]

)
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Extension aux GL2M

Yi | ξ
iid∼ F de la famille exponentielle

g(E (Y | ξ)︸ ︷︷ ︸
µ

) = η = Xβ + U1ξ
1 + U2ξ

2

Méthodes d’estimation dans les GL2M
I Approximations d’intégrales : Laplace, Gauss-Hermite
I Méthodes de Monte Carlo : MCMC, MCEM, MCML
I Méthodes de linéarisation : Schall (1991), PQL (Breslow et

al. (1993))
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La méthode

Étape de LINÉARISATION
I Linéarisation à l’ordre 1 de yi au voisinage de µi :

yi ' zi = g(µi) + (yi − µi)g′(µi)
zi = ηi + ei

I Définition du modèle linéarisé :

M : z = Xβ + U1ξ
1 + U2ξ

2 + e, avec V(e) = Γ

Étape d’ESTIMATION
Algorithme EM pénalisé sur le modèleM
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Effet aléatoire temporel AR(1)
Extension aux GL2M
Simulations

Itération générique

Linéarisation

M : z[t] = Xβ + U1ξ
1 + U2ξ

2 + e, avec V(e) = Γ[t]

Estimation

GCV : λ[t] ←− arg min
λ

GCV(λ)

E : Qpen

(
θ | θ[t]

)
:= Eξ|z

[
L(θ; z[t], ξ)− λ

[t]

2
βTβ | θ[t]

]
M : θ[t+1] tel que : Qpen

(
θ[t+1] | θ[t]

)
> Qpen

(
θ[t] | θ[t]

)
Mise à jour

Définir ξ[t+1], z[t+1],Γ[t+1]
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Effet aléatoire temporel AR(1)
Extension aux GL2M
Simulations

Plan de simulation

Données Poissonniennes
I y ∼ P

(
exp(Xβ + U1ξ

1 + U2ξ
2)
)

I X = [ x1, x2, x3, x4, x5︸ ︷︷ ︸
corr. 2 à 2 = 0.5

| x6, x7, x8, x9, x10︸ ︷︷ ︸
indépendantes

]

3 questions :
I La méthode est-elle convergente ?
I Les paramètres sont-ils bien estimés ?
I La méthode est-elle sensible à la valeur de ρ ?
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La méthode est-elle convergente ?
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Modèle à composantes

Yi | ξ
iid∼ F de la famille exponentielle

g(E (Y | ξ)) = η = ((((((((((hhhhhhhhhhXβ + U1ξ
1 + U2ξ

2

η =


(Xu)γ + U1ξ

1 + U2ξ
2 pour 1 composante

K?∑
k=1

(Xuk)γk + U1ξ
1 + U2ξ

2 pourK? composantes
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Modèle et méthode d’estimation
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Log-Vraisemblance régularisée
On note θ =

(
u, γ, σ2

1, σ
2
2, ρ

)
et s ∈ [0, 1]

Lreg(θ; y) = (1− s) L(θ; y) + s φ(u)

Log-Vraisemblance : mesure (entre autre) la probabilité que
les observations y aient été générées à partir de la composante
f = Xu

Critère de pertinence structurelle : mesure la proximité de
la composante aux structures fortes de X
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À propos de φ(u)...

I Expression générale :

φ(u) =

 J∑
j=1

[
u′Nju

]l 1
l

I Cas particulier d’intérêt :

φ(u) =

 p∑
j=1

[
cor2(Xu, xj)

]l 1
l

Courbes d’iso-valeur de φ
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Itération générique pour le modèle à 1 composante

Linéarisation

M : z[t] = (Xu)γ + U1ξ
1 + U2ξ

2 + e, avec V(e) = Γ[t]

Estimation

E : Qreg(θ, θ[t]) := Eξ|z
[
(1− s)L(θ; z[t], ξ) + sφ(u) | θ[t]

]
M : I À γ[t], σ21

[t]
, σ22

[t]
, ρ[t] fixés,

u[t+1] ←− arg max
u:||u||=1

Qreg

(
θ | θ[t]

)
I Une fois u[t+1] construite,(
γ[t+1], σ21

[t+1]
, σ22

[t+1]
, ρ[t+1]

)
←− arg max

γ,σ2
1 ,σ

2
2 ,ρ

Qreg

(
θ | θ[t]

)
Mise à jour : Définir ξ[t+1], z[t+1],Γ[t+1]
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Plan de simulation
I y ∼ P

(
exp(Xβ + U1ξ

1 + U2ξ
2)
)

I X =
[ x1 . . . . . . x10︸ ︷︷ ︸
Gros faisceau

↪→ bruit

x11 . . . x14︸ ︷︷ ︸
Var. indép.
↪→ bruit

x15. x19︸ ︷︷ ︸
Petit faisceau
↪→ explique y

x20︸︷︷︸
Var. isolée

↪→ explique y

]

Paramètres à calibrer pour la méthode à composantes
I le paramètre de compromis s
I le paramètre de localité des faisceaux visés l
I le nombre de composantes K?
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Validation croisée... résumé en vidéo !

(Chargement...)
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Comparaison des résultats
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Aide à l’interprétation : cercles de corrélation
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PLAN (1,2)... en évitant les variables mal représentées
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