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Résumé :

Ce travail a pour objet de coupler la Méthode des Elements Discrets (MED) et la Méthode des Elements
Finis (MEF) en vue de la modélisation des interfaces de contact. Cette approche est basée sur la
méthode de décomposition de domaine avec une zone de recouvrement entre les milieux continu et
discret afin d’assurer la continuité du champs cinématique entre les deux domaines. La formulation
de couplage est mise en œuvre à travers quelques simulations numériques en 1D.

Abstract :

The aim of this work is to propose a coupled formulation between Discrete Elements Method (DEM)
and Finite Elements Method (FEM). This approach is based on domain decomposition method with an
overlapping zone between continuous and discrete media in order to ensure continuity of the kinematic
fields between the two areas. The coupled formulation is implemented through numerical simulations
in 1D .

Mots clefs : couplage ; éléments finis ; éléments discrets

1 Introduction

Face au besoin de l’amélioration de la sécurité et de la fiabilité des équipements, la mâıtrise du frot-
tement demeure un enjeu incontournable dans divers secteurs de l’industrie tels que les domaines du
génie-mécanique, du génie-civil ou encore du génie des procédés. L’objectif final de ce travail consiste
à étudier le comportement d’une interface de contact modélisée par un milieu continu déformable
et un milieu discret. Pour ce faire, on utilise une formulation qui consiste à coupler la MED à la
MEF. Le choix d’une telle approche se justifie par la coexistence de deux domaines, continu et dis-
cret, intéragissant mécaniquement entre eux. La MEF présente l’inétrêt de décrire les mécanismes
macroscopiques, cependant, la MED offre la possibilité de rendre compte des phénomènes locaux ap-
parâıssant au niveau de l’interface de contact. Il existe différentes approches de couplage entre les
milieux continu et discret en vue d’optimiser le passage du domaine discret au domaine continu et vice
versa [1, 2, 3]. La plupart de ces travaux ont traité le couplage MED-MEF par une approche discrète
de type Dynamique Moléculaire. Dans le cadre de notre étude, nous avons fait le choix d’utiliser une
approche discrète de type Dynamique des Contacts pour les solides parfaitement rigides [4, 5]. Ce
travail a nécessité d’abord l’implémentation d’une résolution éléments finis dans le code de calcul par
éléments discrets existant MULTICOR. Ce dernier utilise un algorithme de résolution basée sur la
formulation du bi-potentiel pour la gestion du contact [6].

Dans un premier temps, nous présentons brièvement les méthodes discrète et continue utilisées. Dans
un second temps, nous abordons la formulation de couplage basée sur la technique de décomposition de
domaine avec pondération de l’énergie du système [7]. Enfin, à travers quelques simulations numériques,
la formulation de couplage est mise en œuvre sur des exemples unidimensionnels.
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2 Approche Discrète

La modélisation discrète est assurée par la MED type Dynamique des Contacts. Les particules sont
modélisées par des sphères parfaitement rigides et non-pénétrables (figure 1). L’équation dynamique
à résoudre (1) pour le système discret s’écrit :{

mq̈ = F ext(q, q̇, t) +Rnc

R = P T r
(1)

où F ext représentent les efforts extérieurs, Rnc sont les efforts intérieurs généralisés, q est le paramètre
de configuration pour chaque particule, r est la réaction de contact locale, nc est le nombre de contacts
et P T est la matrice de passage transposée.

Figure 1 – Milieu Discret

A chaque paire de contact Ωi et Ωj , on lui associe un repère local dont les axes sont définis par la
normale n et la tangente t. La normale n est orientée de Ωi vers Ωj . Les variables mises en dualité sont
la vitesse relative v et la réaction de contact r ( Ωi par rapport à Ωj). Ces variables se décomposent
dans le repère local de la manière suivante (2) :

v = vt + vn.n , r = rt + (rn + rcohe).n (2)

où vt et vn représentent respectivement les vitesses de glissement tangentielle et normale, rt et rn sont
respectivement la force de frottement et la réaction normale de contact et rcohe est la force de cohésion.
Cette dernière dépend de la résistance à la traction des matériaux σcohe : rcohe = σcohe.amoy où amoy

est le rayon moyen des particules en contact [4, 5]. Les interactions entre particules sont obtenues
à partir de la formulation du bi-potentiel dans le cas d’un contact frottant de Coulomb. La condition
d’unilatéralité de Signorini entre 2 particules en présence de forces de cohésion est définie comme suit :

(rn + rcohe) ≥ 0 , un ≥ 0 , (rn + rcohe).un = 0 (3)

où un est l’interstice.
Enfin, l’algorithme de résolution est basé sur un schéma de prédiction-correction [6].

3 Approche Continue

Le milieu continu est supposé linéaire élastique vérifiant l’hypothèse des petites perturbations et est
modélisé par des éléments finis standards. L’équation dynamique classique à résoudre (4) pour un
système mécanique élastique est donnée par :

Mü+Ku = F (4)

où M est la matrice de masse du système, K est la matrice de rigidité, u et ü représentent res-
pectivement les vecteurs déplacements et accélérations nodaux et F est le chargement extérieur. La
détermination du champ de déplacements dans le milieu continu est obtenue à partir du schéma
d’intégration de Newmark. Ce dernier est déduit d’un développement de Taylor des déplacements (5)
et vitesses (6) nodaux respectivement u et u̇ :

2
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un+1 = un +∆tu̇n +
1

2
∆t2ün + o(∆t2) (5)

u̇n+1 = u̇n +∆tün + o(∆t) (6)

où ∆t est le pas de temps, n est le pas courant, un+1 et u̇n+1 sont respectivement les prédictions
des déplacements et vitesses nodaux. Le schéma d’intégration est suivi d’une étape de correction afin
d’actualiser les champs cinématiques.

4 Couplage MED-MEF
Le problème que l’on souhaite résoudre est discrétisé par des éléments finis standards dans le domaine
Ωc et par des éléments discrets dans le domaine Ωd. Le couplage est réalisé à travers une zone de
recouvrement Ωr = Ωc ∩ Ωd. La transition entre ces deux milieux est assurée par une pondération
spatiale de l’énergie dans la zone de recouvrement [7, 8]. Cette méthode conduit à la résolution d’un
problème de minimisation de l’énergie totale du système (7) en utilisant les multiplicateurs de Lagrange
λ, afin de vérifier la continuité des champs de déplacements continu et discret. Plus précisément, ce
problème de minimisation revient à déterminer le point-selle de la fonctionnelle suivante :

L(q, u, λ) = αHc(u) + (1− α)Hd(q) + λ(q − Cu) (7)

où L est le Lagrangien du système, Hc et Hd sont respectivement les énergies des domaines continue
et discret, C est la matrice de couplage qui relie les déplacements discrets q aux déplacements continus
u dans la zone de recouvrement et α est la pondération de l’énergie dans chaque domaine (Figure 2).

        1−α α

0

 1
Ω                     Ω                    Ωc                       r                     d

Figure 2 – Zone de recouvrement et paramètre de pondération α

L’expression de l’Hamiltonien dans le domaine discret est :

Hd(q) = ED
c − ED

p (8)

où ED
c et ED

p sont respectivement l’énergie cinétique et l’énergie potentielle du modèle discret dans le

domaine ΩD. Par ailleurs, son expression au domaine continu est :

Hc(u) = EC
c − EC

p (9)

où EC
c et EC

p désignent respectivement les expressions de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle

dans le domaine ΩC .
Le développement canonique de l’Hamiltonien L(q, u, λ) conduit au système (10) suivant :


∂L
∂q = (1− α)∂Hd

∂q + λ = 0
∂L
∂u = α∂Hc

∂u − λ.C = 0
∂L
∂λ = q − Cu = 0

(10)
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Le système à résoudre (11) dans la zone de couplage s’écrit comme suit :

{
(1− αj)mj q̈j = (1− αj)F

tot
j + λj

αiMiüi = αiF
tot
i − Σndr

l=1C
T
liλl

(11)

où mj et Mi désignent respectivement les masses des nœuds éléments discrets et éléments finis, F tot

sont les forces appliquées à chaque nœud et ndr est le nombre de particules dans la zone de couplage.
La méthode de résolution consiste à déterminer les multiplicateurs de Lagrange λ à partir des estima-
tions des déplacements et vitesses à chaque pas du temps de calcul en se ramenant à la résolution du
système linéaire (12) suivant :

{
g = Aλ

g = q − Cu
(12)

où g est le vecteur résidu calculé à partir des estimations des déplacements discrets et continu (q et u).
Quant aux multiplicateurs de Lagrange λ, ils jouent le rôle d’efforts d’interface permettant de garantir
la condition de continuité cinématique au niveau de la zone de transition entre les domaines discret
et continu. Une description détaillée de la mise en œuvre de la formulation de couplage est donnée
dans [8]. L’algorithme de la formulation de couplage (figure 3) implémenté dans le code de calcul par
éléments discrets MULTICOR dans lequel on a intégré une une routine de calcul par éléments finis.

t = 0
- Initialisation des degrés de liberté ED et EF
- Calcul de la matrice de couplage
- Pondération de l’énergie

t = t+∆t
- Calcul des déplacements et rotations ED
- Calcul des déplacements et rotations EF
- Calcul des résidus et multiplicateurs
de Lagrange (couplage MED-MEF)
- Correction des déplacements et rotations
du système

Figure 3 – Algorithme de couplage MED-MEF

5 Simulations numériques

La formulation de couplage est mise en œuvre dans le cas d’un exemple 1D avec un domaine continu
modélisé par des éléments de type poutre. Ce dernier est encastré à son extrémité gauche. La zone
de recouvrement est constituée de 7 particules ayant la même masse couplées aux nœuds éléments
finis. L’ensemble est soumis à une force verticale sur la particule de l’extrémité (Figure 4). On supose
négligeable le fottement entre les particules.

Zone Continue             Zone Couplage                                                  Zone Discrete

F

Figure 4 – Couplage MED-MEF en 1D
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Les Figures 7 (a) et 7 (b) représentent respectivement le déplacement et le champs de vitesses du
système ainsi que sa configuration à t = 5.10−03s. Le comportement du système est élastique dans la
zone continue alors qu’il est rigide dans la zone discrète, caractérisé par la phase linéaire de la courbe
(figure 7 (a)). Ceci s’explique par la nature du milieu discret qui décrit un mouvement du corps rigide.
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Figure 5 – Configuration du système à t = 5.10−03s

Afin d’étudier l’influence de la taille de la zone de recouvrement sur le comportement du système,
on a réalisé le même test de flexion tout en s’intéressant au déplacement d’une particule à la même
abscisse dans les cas 1 et 2. Dans le cas 1 la zone de couplage est fixée à 6 couches de recouvrement
alors que celle-ci est limitée à 3 couches dans le cas 2 (figure 6 (a)).
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Figure 6 – Étude de l’influence de la taille de la zone de recouvrement

Les courbes de la figure 6 (b), décrivant le déplacement dans les cas 1 et 2, montrent l’influence de
la taille de la zone de recouvrement sur le comportement du système à une abscisse donnée. En effet,
la réponse du système dans la zone de couplage dépend fortement de la pondération de l’énergie des
domaines continu et discret.

Le test de flexion est maintenant réalisé en augmentant le nombre de couches d’éléments discrets et en
conservant la même masse totale du milieu discret et même chargement que précédemment. La zone de
recouvrement est constituée de 7 particules couplées aux nœuds éléments finis. A travers cet exemple,
on veut étudier le comportement du système dans le cas d’un empilement. Les Figures 7 (a) et 7 (b)
représentent respectivement le déplacement et le champs de vitesses du système à t = 5.10−03s.
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Figure 7 – Essai de flexion avec trois couches éléments discrets

Le comportement est similaire à celui obtenu précédemment, cependant le système est plus rigide en
raison du nombre de couches d’éléments discrets.

6 Conclusion et Perspectives
Au cours de ce travail, nous avons utilisé une formulation de couplage entre deux modèles physiquement
et numériquement distincts. Les tests numériques en flexion ont permis d’étudier le comportement
d’un système couplé. Par ailleurs, l’influence de la taille de la zone de recouvrement et de l’épaisseur
du milieu discret ont été également étudiées. A court terme, notre travail portera sur le couplage
MEF-MED dans le cas bidimensionnel en vue de modéliser le comportement de l’interface de contact.
Cette modélisation permettra d’étudier l’influence des paramètres locaux (coefficient de frottement
local, force de cohésion, taille des particules,...) et de l’étendue de la zone de recouvrement sur le
comportement global de l’interface de contact. In fine, l’avancé scientifique majeure de ce travail sera
d’introduire des lois de comportement physiquement fondées de l’interface de contact dans les modèles
macroscopiques.
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6


