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RÉSUMÉ. Les schémas de Newmark [NEW 59] sont considérés comme une référence pour l’
intégration des équations du second ordre. Zienkiewicz [ZIE 77] a montré qu’il était possible
de retrouver certains des schémas de la famille de Newmark en adoptant un vision Eléments
Finis (EF) du problème en temps. La méthode des EF présente de nombreux avantages mais
le traitement des discontinuités reste un problème. Concernant les problèmes discontinus en
espace, les méthodes de Partition de l’unité (PU) [BAB 97] ont fourni un cadre théorique à de
nombreux développements comme les EF Étendus (X-FEM) [BEL 01]. On propose ici d’utiliser
une base de fonctions de forme en temps enrichie. On montre aussi que le schéma ainsi obtenu
est équivalent à certaines méthodes de Galerkin discontinues (TDGM) [HUL 92].

ABSTRACT. The Newmark method [NEW 59] has been considered as a reference time integrator
for second order equations. Zienkiewicz [ZIE 77] showed that it is possible to recover particu-
lar Newmark schemes using a Finite Element formulation of the time problem. The FE method
presents a lot of advantages but the integration of discontinuities is still a problem. Concerning
space discontinuous problems, the Partition of Unity method [BAB 97] provides a theoretical
framework for many developments like eXtended FEM [BEL 01]. We propose here the use of
an enriched basis of time shape functions. We also show that the obtained method is equivalent
to some time discontinuous Galerkin methods [HUL 92].

MOTS-CLÉS : dynamique, X-FEM, méthode de Galerkin discontinue
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1. Méthode des Eléments Finis Etendus en temps (TX-FEM)

Dans cette partie, on se propose d’utiliser la méthode de PU présentée dans [BAB 97]
afin d’enrichir l’interpolation de la vitesse. Comme l’ensemble des fonctions linéaires�����������
	��
� �

constitue une partition de l’unité dans l’intervalle � ������� , on peut enrichir
cette base de fonction de forme linéaire :��������� �� � �
	 �!� �������#"��$ �� ���%	 &�' �
	 ��� �(����) ' �(���*�,+�(- ' [1]

où � "� sont les degrés de liberté classiques, ) ' les fonctions de forme enrichies et� +��- ' les degrés de liberté additionnels correspondant à ces fonctions enrichies. Les) ' peuvent alors être choisis de manière à capturer précisément la discontinuité. On
considère ici l’utilisation de la fonction de Heaviside . comme fonction d’enrichis-
sement. On place ces fonctions à chaque piquet de temps (cf. figure 1). Considérons
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Figure 1. Fonctions de forme dans /�02143
maintenant l’intervalle de temps /502143 � � � 0�� � 021436� . Dans /708193 , la vitesse et le dé-
placement sont décomposés en une contribution continue et une contribution discon-
tinue : �������:� �#";�(��� $ �,+6�(���<=�����:� < " ����� $ < + ����� [2]

avec �,";�����>� �#"0 � 0 ����� $ �#"02193 � 08193 �(����,+6�����>� �#+02193 � 0 �(��� . �(�=?@� 0 � [3]

On propose ensuite d’imposer de façon forte la continuité du déplacement aux piquets
de temps ( <=��� 10 �A�B<=���DC0 � ) et la relation cinématique entre le déplacement et la vi-
tesse ( E<F�G� ). On peut alors écrire les parties continue et discontinue du déplacement
comme suit : < " �����H� < "0 $JILKK�M � " �(N!��OPN

< + �����H� < +0 $ I KK(QM � + ��N!��O8N [4]
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En utilisant la méthode des résidus pondérés dans /�02143 , la continuité de la vitesse
étant imposée de façon faible à l’instant � 0 , on a :I KSRM QUTK QM V �(��� � WXE������� $ZY <=����� � OP� $ V ��� 10 � W � +08193 � I KSRM Q#TK QM V �����\[=������O8� [5]

Comme des degrés de liberté ont été ajoutés, il est nécessaire de choisir deux fonctions
poids indépendantes

� V ������� 3 - ] pour résoudre le problème qui peut être écrit de la fa-
çon suivante : connaissant ^;0 � � < "0�_ < +0�_ � "0
_ � +0 � , trouver ^�02193 �a` < "021936_ < +021936_ � "021936_ � +02143Db
tels que :

< "02193 �c< "0 $ed K]gf � "02193 $ � "0!h< +02193 �i< +0 $ d K] � +02143` W $Lj 35k � ] Y b � "02193 $ `��(l 3 ?Jm;� W $ ��n 3 ? j 3 � k � ] Y b � +02193 �o? k � Y < "0 ? k � Y < +0$ ` W $ � j 3 ?pn 3 � k � ] Y b � "0 $ k � � ��mq?pn 3 �![ 0 $ n 3 [ 08193r�` W $Lj ] k � ] Y b � "02193 $ ` �(l ] ?Jm;� W $ ��n ] ? j ] � k � ] Y b � +02193 �o? k � Y < "0 ? k � Y < +0$ ` W $ � j ] ?pn ] � k � ] Y b � "0 $ k � � ��mq?pn ] �![ 0 $ n ] [ 08193r�
où

� j � _ n � _ l � � ��� 3 - ] sont des paramètres qui dépendent des fonctions de poids
� V � � ��� 3 - ] .

Pour résumer, cette formulation a les propriétés suivantes : le déplacement est continu,
la vitesse est linéaire dans l’intervalle de temps et peut présenter des discontinuités
aux piquets de temps (car la continuité de la vitesse est imposée de façon faible), la
contrainte cinématique est satisfaite. Il reste à choisir les fonctions poids V 3 _ V ]

pour
donner à ce schéma d’intégration en temps les meilleures propriétés.
REMARQUE. — L’accélération peut être définie comme une fonction constante par
morceaux dont la valeur dans /�02193 est obtenue par dérivation de l’équation (2) :s������t�us 02193 � mk � f �,"02193 ?@�,+02143 ?v�,"0�h [6]

2. Une approche alternative des méthodes de Galerkin discontinues

Comme il est possible de retrouver les formules de la méthode de Newmark en
utilisant une vision EF du problème en temps [ZIE 77], le concept TX-FEM (Time
eXtended Finite Element) permet d’approcher les TDGM sous un angle nouveau.
Considérons le changement de variables suivant :� 10 �c� "0 $ � +08193� C02143 �G�,"02143 [7]
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et choisissons les fonctions poids comme étant les fonctions de forme linéaires :

V 3 � � 0
V ] � � 02193 [8]

Le système à résoudre est alors le même que celui obtenu avec une approximation
P3-P1 TDGM [HUL 92, EKE 02, LI 03] ou avec une formulation en vitesse comme
dans [MIC 03] : < 02143 �G< 0 $ d K] f � C02143 $ � 10 hw W $ d K�x3 ] Y ? d K�x3 ] Yd K�xy Y W $ed K�xz Y|{Z} � 10� C02193i~ � w W �!C0 $ d K�xz ��[ 0 ?�[ 08193 �W �!C0 ? k � Y < 0 $ed K�x] ��[ 0 $ [ 02143 � {
3. Stabilité et précision

Dans les TDGM la notion de vecteur d’état n’a pas de sens et il n’est donc pas
possible d’en étudier la stabilité en utilisant les méthodes classiques. Par contre, l’ap-
proche TX-FEM (lié par une changement de variable (7) aux méthodes TDGM) per-
met de définir le vecteur d’état ^ 0 . Nous étudions donc la stabilité et la précision de la
méthode TX-FEM avec les fonctions poids V 3 � � 0 _ V ] � � 02193 . Les résultats sont
donc valables pour ce choix particulier de V �

et ils le sont par conséquent pour les
TDGM mentionnées plus haut. Le rayon spectral � de la matrice d’amplification du
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Figure 2. Rayon spectral

schéma est comparé à celui obtenu dans l’étude de la méthode de Newmark de l’accé-
lération moyenne ( n N

� 3] _ j N
� 3� ) et de la méthode HHT [HIL 77] avec � �g? ��� � .

La figure 2 montre l’évolution du rayon spectral pour ces trois méthodes en fonc-
tion du paramètre fréquentiel � k � ( � ��� Y!� W ). La première observation est que la
méthode est inconditionnellement stable pour ce choix de fonctions poids. Contraire-
ment au cas de la méthode de l’accélération moyenne de Newmark , le rayon n’est pas
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toujours égal à 1 et la méthode présentera de l’amortissement numérique comme la
méthode HHT. On distingue deux régions de � k ���g� et � k ���em � pour lesquelles
le comportement de la méthode diffère de celui de Newmark et HHT. En effet, dans
ces zones on montre que la réponse du schéma est apériodique. Une conséquence de
cette propriété est que la réponse du schéma sera exempte d’oscillations numériques
pour les valeurs correspondantes du paramètre fréquentiel.
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Figure 3. Erreurs en norme � ]
De plus, contrairement à la méthode de Newmark dont l’ordre de convergence est

inférieure ou égale à � , on obtient ici une schéma du troisième ordre comme le montre
la figure 3. Ce résultat concorde avec celui obtenu pour les TDGM.

4. Rupture d’un barreau élastique

On considère un barreau dont la longueur est m �2W et la section �!� �2W ]
. Il est consti-

tué d’un matériau homogène de densité � ��� �8�P� YU� W C y
dont le comportement est

considéré élastique linéaire, homogéne et isotrope. Le paramètre caractérisant ce com-
portement est le module d’Young � � � m �P��� s . On soumet cette structure à une
contrainte de traction � � �2�P�P�X� s à une de ces extrémités, l’autre étant fixée. On
impose la rupture du barreau en son milieu au temps � � � " � �,�
� ( � " valant la moitié
du temps de parcours des ondes de compression dans le barreau). La figure 4 com-
pare les résultats obtenus avec la méthode de Newmark et la méthode TX-FEM. Pour
cette dernière la taille du pas de temps a été choisie de façon à ce que les résultats
concernant le déplacement aient la même précision que ceux obtenus avec la méthode
de Newmark. La taille de ce pas de temps est trois fois celle utilisée avec la méthode
de Newmark. Les oscillations numérique du schéma de l’accélération moyenne sont
grandement atténuées avec la méthode proposée ici. Cela donne à la méthode des Elé-
ments Finis Etendus en temps une aptitude remarquable pour traiter les discontinuité
en temps et ce, d’autant plus que ces discontinuités sont dues à l’apparition soudaine
de discontinuité en espace.
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Figure 4. Vitesse et accélération normalisées à l’interface créé
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