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RÉSUMÉ. Cette communication concerne l’identification d’obstacles dans un domaine acous-
tique tridimensionnel borné. L’approche présentée repose sur deux ingrédients essentiels. Le
premier est l’utilisation d’une méthode d’équations intégrales rapide fondée sur la fast multi-
pole method, grâce à laquelle il est possible d’aborder ce type de problème d’inversion sur des
configurations tridimensionnelles bornées de longueurs caractéristiques relativement grandes
par rapport à la longueur d’onde acoustique. Le second est le gradient topologique de la fonc-
tion coût associée au problème inverse, permettant de déterminer les zones du domaine acous-
tique dans lesquelles l’introduction virtuelle d’un obstacle infinitésimal induit une diminution
de la fonction coût. Cela permet de guider le choix de conditions initiales pour la mise en œuvre
ultérieure d’un algorithme d’inversion reposant sur l’optimisation de la fonction coût. Ces deux
aspects sont présentés et illustrés sur un exemple numérique.

ABSTRACT. This communication addresses the identification of rigid scatterers in a three-dimen-
sional acoustic medium of finite size. The methodology is based on two main concepts. The first
is a boundary element formulation of the relevant acoustic boundary value problems which is
accelerated by means of the Fast Multipole Method, and thereby applicable to acoustic domains
of relatively large size compared to the acoustic wavelength. The second is the topological
gradient of the cost function associated with the inverse problem, whose computation allows to
outline regions in the acoustic medium where the virtual introduction of an infinitesimal rigid
scatterer induces a decrease of the cost function, thereby allowing a better-informed choice of
initial conditions for a subsequent optimization-based inversion algorithm. Both concepts are
presented and demonstrated on a numerical example.

MOTS-CLÉS : Problème de diffraction inverse, Equations intégrales de frontière, Gradient topo-
logique, Fast Multipole Method

KEYWORDS: Inverse scattering problem, Boundary integral equation, Fast Multipole Method,
Topological gradient
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1. Introduction

On considère un milieu acoustique occupant le domaine borné
� vrai, satisfaisant

aux équations de l’acoustique linéaire. Un obstacle rigide inconnu � vrai, de frontière� vrai (ou un ensemble de tels obstacles) est immergé dans
� vrai. On définit aussi le

domaine sain (i.e. sans obstacle)
�

tel que
� vrai � ��� � vrai. Le déplacement normal ���

est imposé sur une partie 	�
 de la frontière 	 de
�

. Le champ de pression acoustique� à l’intérieur de
� vrai vérifie alors les équations :
��� ��� ����������� � vrai ��� dans

� vrai� vrai� � � �"! � �#� sur 	�
� vrai� � �$� sur
� vrai� vrai �$� sur 	�% � 	 � 	 
 [1]

où
� ��!'&)( est le nombre d’onde et � la masse volumique. Selon l’usage, le facteur

temporel *,+.-0/,1 est omis dans l’écriture de toutes les grandeurs acoustiques.

Le problème inverse consiste à identifier l’emplacement et la forme de � vrai (ou
ceux de

� vrai). Pour cela on suppose que l’on dispose de données aux limites surabon-
dantes : les valeurs, notées � obs, prises par � vrai sur une partie 	 obs 2 	�
 de la frontière
externe sont supposées connues. Pour une configuration donnée �43 d’obstacle rigide
(simple ou multiple), c’est-à-dire une hypothèse sur cet obstacle, on note � 3 le champ
de pression solution du problème direct, défini par les équations [1] dans lesquelles� vrai,

� vrai et � vrai sont remplacés par
� 3 � �5� � 3 , � et � 3 . L’obstacle � vrai est alors

recherché à travers la minimisation d’une fonction coût 6 définie ici par :6 � � 387 � � � �:9;=<?>
obs @ � 3BA � obs @ �5C � [2]

2. Gradient topologique

Présentation. La résolution du problème inverse par minimisation de 6 fait ap-
pel à une procédure itérative, dont le résultat est susceptible de dépendre fortement
du choix des conditions initiales (nombre d’obstacles, emplacements et formes ini-
tiales). Ce choix va être facilité par le calcul du gradient topologique de la fonction6 , un concept initialement introduit dans le contexte de l’optimisation topologique de
structures [ESC 94].

Soit ��D � x E � � x E �GFIH un petit obstacle sphérique de taille
FKJ � , de frontière

� D et
contenant le point x EGL � (

H
désignant la boule unité). Pour le domaine

� D � �M� � D ,
on cherche à évaluer le comportement asymptotique de 6 � � D 7 �#� � pour une valeur
infinitésimale de

F
. Des travaux antérieurs [GAR 01, BON 04] ayant établi que6 � � D 7 � � � A 6 � � 7 � � � ��N �OF)P8�

le gradient topologique de 6 � � 7 � � � est la fonction Q � x E � telle que :6 � � D 7 � � � � 6 � � 7 � � ���RFIP @ H @ Q � x E �S�UTV�OFIP8� [3]
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Afin d’évaluer Q � x E � , il est donc nécessaire de calculer 6 � � D 7 � � � et donc de résoudre
le problème [1] dans lequel � vrai est remplacé par ��D � x E � , dont la solution est notée� D . Il est utile d’introduire la décomposition � D �XW� D � � en une partie diffractée W� D et
une partie incidente � solution du problème acoustique associé au domaine sain :
� � ����������� � ��� dans

�� � � �Y�"! � � � sur 	 
� � � sur 	�% [4]

Il est alors naturel de supposer que le champ W� D s’annule lorsque
F

tend vers zéro :Z0[]\D_^a` @ W� D � x � @ ��� [5]

ce qui permet de développer 6 � � D 7 � � � selon W� D :6 � � D 7 � � � � 9;=<�>
obs @ � D A � obs @ � C ��b9;=< >
obs c]@ � A � obs @ � �edgfh�_� � A � obs

� W� D �i��TV� @ W� D � x � @ �kj C �� 6 � � 7 � � ��� 9;l<V>
obs

dgf,�m� � A � obs
� W� D � C � ��TV�_n W� D n�� [6]

Une méthode élégante et efficace pour calculer le terme o > obs

dgf,�m� � A � obs
� W� D � C � re-

pose sur l’utilisation d’un champ adjoint.

Calcul par un champs adjoint. Soit p� le champ solution pour le domaine sain�
soumis à un déplacement imposé p��� sur une partie de sa frontière (voir équation

[4]). De la troisième formule de Green on peut tirer une identité de réciprocité pour
les champs p� et W� D sur le domaine

� D , qui prend en compte les égalités sur la frontière,W� D � p� �$� sur 	 % , � � - � A W� D � - sur
� D , W� D � � �$� et p� � � �$�h! � p�.� sur 	�
 :<rqhs � p�h� � - � W� D p� � - �ut - C � � A < >)v W� D �h! � p� - t - C � [7]

En particulier, si p� � est choisi selonp� � �xw yz /V{ � � A � obs
� 7}| �.~)	 obs� 7 | �.~)	�
 � 	 obs [8]

l’équation [6] prend la forme6 � � D 7 � � � � 6 � � 7 � � � A dgf�� < qhs W� D p� � - t - C � � < qhsGp�"� � - t - C ��� �UTV��n W� D n�� [9]

à partir de laquelle le gradient topologique Q � x E � peut être déduit du comportement
asymptotique de W� D sur

� D (voir [BON 04] pour les développements). On obtient, tous
calculs faits : Q � x E � � dgfa�O� p� � -���-�� � � � A � � � p� ��� x E 7 ! �k� [10]
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où le tenseur � dépend de la nature (rigide ou pénétrable) de l’obstacle ( �a-�� ���h� -�� & ;
pour un obstacle rigide). Calculer le gradient topologique nécéssite alors uniquement
de résoudre le problème direct et le problème adjoint sur le domaine sain. Ce que nous
proposons de faire par la méthode des équations intégrales de frontière accélérée.

3. Fast Multipole Method

Une formulation intégrale équivalente au problème direct repose sur l’identité( � x � � 3 � x �i� < >r� q � 3 � y �V� � - � x 7 y �ut - � y � C �i� A < > � 3 � - � y �ut - ��� x 7 y � C �i� ��� [11]

(où
���

x 7 y � � f��V�i� [ � @ y A x @ � & ���h� @ y A x @ � est la solution fondamentale pour un
milieu infini de l’équation de Helmholtz), qui donne une équation intégrale pour
x L 	�� � (avec ( � x � � 9 & ; ) et une représentation intégrale de � 3 � x � pour x L �
(avec ( � x � � 9 ). Après discrétisation, l’équation intégrale conduit à un système li-
néaire dont la matrice est pleine et complexe. La rapidité de résolution de ce système
par un solveur itératif dépend essentiellement du produit matrice-vecteur. Cette opéra-
tion est a priori de complexité N ���e�8� , rédhibitoire pour les situations à grand nombre�

d’inconnues nodales. La Fast Multipole Method (FMM), initialement proposée par
Greengard et Rohklin [GRE 97], permet d’accélérer cette phase cruciale du calcul et
a été mise en œuvre dans ce travail.

Principe. Le principe de la FMM en acoustique linéaire est brièvement décrit
pour une intégrale générique du type o > ��� x 7 y � � � y � C � � , celles contenant les dérivées
de
�

se déduisant de ce cas. La FMM repose sur deux identités. La première est une
forme particulière du théorème d’addition de Gegenbauer, en reconnaissant dans

�
la

fonction sphérique de Hankel de première espèce et d’ordre zéro :*8-��I� r � r � ��"� @ r � r E @ �}�
��"���  ¡£¢ ` � A 9 �

¡ � ;)¤ � 9 ��¥�¦§��� @ r @ �m¨�© ymª¦ ��� @ r E @ �u«i¦I��¬�­,®�� r 7 r E �_� [12]

où
¥ ¦

est une fonction sphérique de Bessel de première espèce,
¨ © yuª¦ est une fonc-

tion sphérique de Hankel de première espèce et
«¯¦

est un polynôme de Legendre. La
deuxième identité est le développement en ondes planes du produit

¥§¦°«�¦
:¥ ¦ ��� @ r @ �u« ¦ ��¬�­,®�� r 7 r E �_� � � A � �

¡
�"� <,± * -��§² s � r ³ « ¦ ��¬�­,®�� s 7 r E �_� C | [13]

Les deux identités [12] et [13] sont en pratiques utilisées sous une forme approchée :
la série [12] est tronquée à un ordre ´¶µ¸· et l’intégrale sur la sphère unité ¹ dans
[13] est remplacée par une formule de quadrature à points s º et poids »¼º . En posant
r � x A c y A c � A y et r E � c � A c y , on obtient< > ��� x 7 y � � � y � C � � �   º »¼ºI* -��§² s ½ � x + c ¾_³À¿�Á � r Â � s º � < > * +#-]�§² s ½ � y + c { ³ � � y � C � � [14]
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avec ¿�Á � r � � s � �Ã� ��h� Á  ¡£¢ ` � ;h¤ � 9 � �kÄ�"� ¨�© ymª¦ ��� @ r E @ �u«i¦I��¬�­,®�� s 7 r E �_�
L’efficacité de la FMM résulte alors d’une utilisation « astucieuse » de cette formule.

Algorithme FMM. La FMM procède alors selon les étapes suivantes :

(i) Discrétisation (usuelle) de 	 ,
�

et � 3 par éléments de frontière ;
(ii) Découpage de l’espace en cellules cubiques organisées en arborescence récur-

sive (oct-tree), avec plusieurs niveaux de découpage par dichotomie ;
(iii) Montée. Pour toutes les cellules feuilles, puis en remontant l’arborescence pour

toutes les cellules par changement de centre, calculer le terme, dit moment mul-
tipôle, o > *"+#-]�§² s ½ � y + c { ³ � � y � C � � , où c � désigne le centre de la cellule.

(iv) Descente. Partant de la racine, parcourir l’arbre pour calculer, dans chaque cel-
lule de centre c y , le terme ¿ Á � r Â � s º � o > *"+.-��§² s ½ � y + c { ³ � � y � C �i� pour les cellules
de centre c � de positions et de tailles telles que le rapport ~ & ~ E soit d’une part
toujours inférieur à une limite donnée (afin d’assurée la précision de la méthode)
et d’autre part le plus proche possible de cette limite pour la rapidité du calcul.

(v) Pour chaque cellule feuille, finir l’évaluation de [14] et calculer par une procé-
dure séparée les interactions proches non traitées à l’aide de [14].

4. Résultats numériques

On a choisi, comme exemple d’illustration de la méthode, la détection d’un obs-
tacle sphérique rigide, de rayon ~ �Å� 7 �,Æ et de centre (K� � ; Æ 7 �,Æ 7 �"Ær� , inclus dans
un cube centré en

� � 7 � 7 � � de coté 9�Ç Æ . Les deux surfaces sont maillées par des élé-
ments triangulaires à trois noeuds tels qu’il y ait 98È noeuds pour une longueur

�"Æ
,

soient
; 9�Ç � ; noeuds sur le cube et ÇhÇ sur la sphère. Sur chaque face du cube on pose

cinq sources, de longueur d’onde É �b� Æ pour un premier cas et É � È Æ pour un
deuxième, recouvrant 9 � éléments ; partout ailleurs la vitesse normale est imposée à
zéro. A l’intérieur du cube le gradient topologique Q � x E � est calculé sur une grille de�rÊlËÌ�VÊÍËÌ�VÊ

noeuds.

On observe (figure 1), sur deux plans perpendiculaires passant par le centre de la
sphère (figurée par un cercle blanc), les distributions de Q � x E � résultant de chaque
expérience simulée. Les zones foncées représentent les valeurs négatives du gradient
topologique. Le calcul a duré dans les deux cas 2 h 30 min sur un PC Linux.
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Figure 1. Q � x E � dans les plans a) Î � �"Æ et b) Ï � ; Æ : É �Ð� Æ (haut) ou É � È Æ
(bas).
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