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RESUME. On cherche & modéliser et a analyser le comportement dynamique d’un systeme formé
par une poutre couplée & une lame mince. La poutre a un comportement supposé linéaire et
on représente celui de la lame par une matrice de rigidité non-linéaire. Les équations de la
dynamique sont alors obtenues a I’aide d’une méthode de sous-structuration dynamique. Pour
une excitation harmonique, on utilise la méthode d’équilibrage harmonique pour transformer
les équations différentielles en équations algébriques dépendant de la fréquence d’excitation
qui sont résolues a I’aide d’une méthode de continuation. Cette procédure est appliquée au cas
d’un systeme poutre+lame réel. Les résultats obtenus sont comparés a ceux obtenus par analyse
ondelettes des signaux expérimentaux et permettent une validation de la procédure proposée.

ABSTRACT. The dynamical study of a beam coupled with a thin beam is performed. Assuming
that the beam’s behaviour is linear and that the thin beam can be replaced by nonlinear springs
located at the interface beam/thin beam, a dynamic substructuring method allows to model the
whole structure. With harmonic excitations, the harmonic balance method is used to change
the differential equations into non linear algebraic ones in the frequency domain that are then
solved by using a continuation method. This procedure is then applied to a real benchmark and
the comparison with experimental results allows to check the efficiency of the method.

MOTS-CLES : poutres minces, dynamique non linéaire, sous-structuration dynamique, méthode
d’équilibrage harmonique, méthode de continuation

KEYWORDS: thin structures, non linear dynamics, dynamics substructuring, harmonic balance
method, continuation method
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1. Introduction

Ce travail s’inscrit dans une recherche sur I’élaboration et I’analyse de modeéles dy-
namiques "simplifiés" pour des assemblages complexes de sous-structures linéaires
reliées entre elles par des liaisons non linéaires. Les sous-structures ayant un com-
portement linéaire, on peut utiliser des techniques de sous-structuration en dynamique
linéaire développées par Craig et Bampton [CRA 68] et ainsi réduire la taille du pro-
bléme en choisissant une base tronquée de modes propres de la sous-structure linéaire.
Les équations différentielles non linéaires ainsi obtenues sont alors résolues dans le
domaine fréquentiel par la combinaison de la méthode de I’équilibrage harmonique
et d’une méthode de continuation. On étudie ici I’assemblage d’une poutre avec une
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Figure 1. (a)- Poutre avec les sept capteurs numérotés de 1 a 7 (b)-Lame

lame mince instrumenté en vibrations au laboratoire LTAS de I’Université de Liege
(ULg). Les résultats numériques sont comparés a ceux obtenus a partir des essais.

2. Présentation du benchmark de I’'ULg

Le systeme d’essai illustré en Fig.1, est constitué par une poutre en acier (a gauche)
encastrée a une extrémité, couplée avec une lame mince en acier (a droite) encastrée
a I’autre extrémité ; il a été élaboré et instrumenté au Laboratoire LTAS. Le systeme
d’acquisition des mesures consiste en sept accélérométres régulierement disposés sur
la poutre. L’excitateur se trouve prés de I’encastrement. Pour réduire I’influence des
forces de pesanteur, la lame mince est montée verticalement et les forces appliquées
excite le systeme dans un plan horizontal. Dans la suite, les variables et les don-
nées de la poutre ou de la lame sont référencées par (p) ou par (I) respectivement.
Les caractéristiques mécaniques et géométriques sont : E, = E; = 2,110'!Paq,
pp = pr = 7800kg/m?, L, = 59,3cm, L; = 4cm, hy, = by = 14em, b, = 14em,
by = 0,5¢m (cf. [THO 03]). Dans [ARG 03], les auteurs proposent quatre indi-
cateurs instantanés fondés sur le calcul de la transformée en ondelettes continue des
réponses libres de la structure pour détecter et quantifier les éventuelles non-linéarités
dans le comportement de la structure. Les accélérations mesurées aux sept capteurs
sont analysées a I’aide de I’analyse en ondelettes de Cauchy. L’étude des fréquences
instantanées obtenues par ces indicateurs montrent leur importante variation tempo-
relle et que pour les deux premiéres fréquences f et fo, il existent des surharmoniques
d’ordre 3 et 5 comme le montre la figure 2(b) ou sont indiquées les deux premieres
fréquences et les sur-harmoniques correspondants.



Analyse dynamique d’une poutre 3

Fourier transform

800

— Signal 7

TS~ SURHARMONTOUE 2 DU HODE 2

@

700

~

600

o

SURMIRNONIOUE 10U WOOE 2
500 2 -

@

400

IS

Fréquence (Hz)

300

w

SURHARNONTOUE 2 DU MODE 1
ity

2

100 TS SURNARMONTOUE 1 DU HODE 1
HovE 1

N
I
8
5]

HODE 2

Module of the signal's Fourier transform

N

o

100 200 300 400 500 a- -
Frequency (Hz) a 05 Tenps (s} 1 15

Figure 2. Pour le capteur n°7 (a)- Transformée de Fourier (b)-Module de IaTO .

3. Principe de la modélisation proposée pour le systeme poutre+lame mince

On suppose que la poutre et de la lame peuvent étre modélisées par une poutre
d’Euler-Bernoulli. Les composantes du vecteur déplacement sont alors approchées
par . d(t,z,y) = (u(t,z) — yv(t,z),v(t z),0)" pour un point M(z,y,z) de la
poutre de Bernoulli & I’instant ¢. Le comportement de la poutre est supposé linéaire.
Pour la lame, on fait I’hypothése de petites déformations et de grands déplacements
(g = 0(€) , yv e = o(€) et = v, = o(e") ou e est une petit paramétre et
r > 0.5), en négligeant de plus, la contribution de la contrainte normale transverse.

Le comportement de la poutre étant linéaire, on propose alors d’utiliser une méthode
de sous-structuration dynamique de type Craig-Bampton qui dit que le champ de dé-
placement admissible pour la poutre avec interface de couplage X libre s’exprime
comme la somme d’un champ de déplacement admissible d..c;stqt (%, 2) obtenu par
un relévement statique du déplacement admissible dx (¢, z) imposé sur I’interface et
d’un champ de déplacement admissible d ;45 (%, ) solution d’un probléme dynamique
de poutre avec interface fixe. dejqs(t, ) peut étre décomposé a I’aide des modes
normaux longitudinaux ;(x) pour ¢ > 0 et transversaux ¢;(z) pour j > 0 de la
poutre bi-encastrée qui sont rappelés en annexe I. L opérateur de relévement statique
est construit en résolvant le probléme de la poutre linéaire soumise a des déplace-
ments imposés dx. & la frontiére. En imposant & I’interface un allongement uyx, un
déplacement tranverse vy, et une rotation fs;, on obtient :

(S _ i
Oretstat = ( Sy (x)vs + So(z)bs ) B < (?,ini;mﬁ) vy + (w32§2L) bx ) [1]

En utilisant I’approche de sous-structuration dynamique et en considérant n; modes
¥i(x) et n, modes ¢;(x), les champs réduits de déplacement longitudinal u(z,t) et
transverse v(z, t) s’écrivent :

u(z,t) = Y gi(@)pi(t) + Su(@)us(t) = ['L(w), S (@)] [ uz_;(g) ] [2]

i=1
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i a(t)
v, ) 2 Y 05(2)a;(8) + Su(@)vs(®) + Sa(@)0s(t) = ['2(@), Su(@),Sa()] ' | wx(t) | [
O=(t)

j=1
ou : pi(t), g;(t), vs(t), Ox(t), us(t), sont les coordonnées généralisées.

La poutre est ensuite soumise & une force harmonique F(t) en z = z¢ inclinée d’un
angle « par rapport a I’axe de la poutre. La formulation variationnelle associée au
probléme précédent permet d’obtenir le systeme d’équations différentielles suivant :

M (@) [ P(t) ] LK™ [ p(t) ] _ [ Y (20)F(t) cos a ] ]

WP () 0 ug’) (t) Ng’) + Su(zo)F(t) cos a
q(t) q(t) t®(z0) F(t) sin
MO B ) |+ K& | v@@) | = | TP + Sy(x0)F(t)sina [5]
62 (t) 6@ (t) M® 4 Sp(z0)F(t)sina

ol : Nz, T, Ms sont I’effort normal, I’effort tranchant et le moment fléchissant,
respectivement, au niveau de I’interface ¥ et M™), M®, K{), K" sont les matrices
de masse et de rigidité linéaire, symétriques, définies positives, définies par :

3, '®) (®,5,) (@,Sh)

“ \I/,t\p \Il,Su » (_7 = = =3
M”=Pp5p[<zyn?.) . s>>] ; M“=ppsp[ (S0.50) (SusS8)
v sym. {Se, So)
q)ll t¢ll) <¢Il SII) (QII S”)
w \Il’at\IJ’ \I]’ws; v <_ T = o e o ‘/9/
Ké>=Epsp[<;y,;_> s S,g];KEJEEpIPl (su,s) (Sy.sp)
v sym. (S, Sg)

ou:(f,g) = fOLP f(x)g(x)dx est le produit scalaire de deux fonctions f et g. Due
a I’orthogonalite des modes normaux : (¢:, ¢x) = (¢7, b1 = (i, ) = 0, (i # k).
En intégrant par parties et utilisant les conditions aux limites, on obtient : (®”,S)) =
(®@", 84y = 0. Pour effectuer I’assemblage de la poutre et de la lame, les conditions de
couplage des deux sous-structures sur I’interface X s’écrivent : (1)— Continuité des
déplacements sur ¥ : v = v® 4 = 4P et 6¢) = ) ; (2)— équilibre des efforts
sur: MY + MP =0, 7 + TP = 0 et N + N®) = 0. Pour exprimer les efforts
internes dans la lame au niveau de X, on part des équations de la statique pour une
poutre d’Euler-Bernoulli en petites déformations et grands déplacements :

u®” (z) + p® @ (z) = 0 [6]

mnn I 7 2 17
Lo (@) - 8 [u“) (a:)—f—%(v(l) (x)) ]v(l) @ = 0 [7]
avec les conditions aux limitesen z = O etz = L; : u®(0) = 0, u®(L;) = u{¥
et o) = v®'(0) = 0; vP(Ly) = v, @' (L;) = 6%, On note que : NP =
I 2 " 1
ES; ((u(” (L) + % <9g)) ), Mg) = EIIIU(I) (L) et Tz(:l) = —Elfw(l) (L1). On

résoud d’abord le probléme linéaire associé : w®" (z) = 0 et E;I, v (z) = 0 avec

|

|
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les conditions aux limites précédentes. La solution s’écrit : (lm)(:c) = % 248 et

o0 (z) = 3Lz, () 4 m3”2“9(” On fait ensuite I’approximation suivante :

(lzn) L3
1 ! 1 ! 1 1
uP(z) = uglgn)(x) +ul)) () et U(l)(x) ~ v, (@) + o) () avec uglgn)(z) + u§1>) (z) =
o(e) , (’)) = o(e) et v(ffn) = o(¢") Ol € est un petit paramétre et » > 0.5 qui en

reportant dans (6) et (7) entraine :

o) @)+ e @) = 0 8]

(1) tin Vlin
' 1 7y ]_ ! 2 o
T ()= S (ul(@l (2) +uf” (2) + 5 (vlﬁi (x)) )vlﬁ; @ = 0 [9]
avec des conditions aux limites homogenes.

La résolution des équations 8 et 9 conduit a I’expression de N, T et M :

0) ES o, 3ES w2  ES (z) M 4 EiS; ,a)2

N. =

2 I R R T A AL I T

o _ 12EL; oy 6Ed ,q , 6ES o) oy 11ES 0 (z)

Ty’ = 7 vy — i 0 512 U Uy’ — 10L, —— by +
18E151U(z)3 39E, S, w020 4 19E, 5 w02 _ 11E1519(z)3
25L7 ¥ 50L2 100L; 150 =
_6EL ¢ 4ElIl y ES o a 2EISI n

VA — () 9() ()() 9()()

= L2 + 10L; + +
BES: s , YES 2,00 EiS1 wy,w2 , 2E1S1Li j0)3
50L2 U= T igor, U= 0= T po il T o5 Ox

Les équations pour la dynamique du systeme global sont finalement obtenues a partir
des deux relations (4) et (5) en remplacant dans le second membre des deux égalités,
I’indice (p) par (1) et en utilisant les expressions précédentes de Ng), TS) et Mg).

4. Premiers résultats numériques et comparaisons avec les essais

Le systeme des équations différentielles non linéaires précédemment obtenu est
ensuite transformé sous forme algébrique par la méthode d’équilibrage harmonique et
résolu par la méthode de continuation qui permet d’analyser la stabilité des réponses
périodiques de la structure soumise a une excitation harmonique. Ces deux méthodes
ne sont pas présentées ici mais bien développées dans [PERIG 04]. Les réponses
libres sont obtenues soit en faisant tendre I’amplitude de la force d’excitation vers
zéro dans la méthode de continuation, soit en résolvant les équations par une méthode
de Runge-Kutta. Une comparaison des fréquences obtenues a partir des méthodes nu-
mériques avec tirées des essais est présentée dans le tableau 1. Des erreurs inférieures
a 9% des résultats restent acceptables. D’autres simulations et perfectionnements sont
a I’étude comme I’introduction d’effets dissipatifs dans les équations de la dynamique
ou comme la possibilité d’étendre la méthode de sous-structuration au cas de sous-
structures non linéaires a I’aide de la notion des modes normaux “non linéaires”.
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1st Instantaneous Frequency x10 Response curve
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Figure 3. (a) 1ére fréquence instantanée f;- (b) FRF analytique du point situé a I’in-
terface de couplage

Tableau 1. Comparaison des résultats numériques avec ceux tirés de I’essai

Fréquence (Hz) Numérique Expérimentale Erreur relative (%)
fi 35.5 + 38.5 35+ 38 1.3+1.5
fis = 3f1 106.5 = 115.5 105 + 114 1.3+1.4
fo 148.6 +~ 149.8 146 + 148 1.2+1.8
f3 410.7 =411 394.5 + 395 4+4.1
fos 482 + 485.5 440 + 450 94+79
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Annexe | Pour une poutre bi-encastrée, les expressions du i-eme mode propre ¥; () longitudinal et du j-eme mode
propre ¢; () de vibration transverse sont données par :

¥i(z) = B; sin (zer_z) [10]

di(z) = A; [sin(aiw) — sh(a;z) + % (ch(aia)) — cos(aiz))] [11]

ou : a; est i-eme solution de I’équation transcendante : 1 — cos(a; L)ch(a; L) = 0 et A; et B; sont des constantes.
Lesmodes {¢:};_; 4o etlesmodes {9i};_; ., forment une base orthogonale respectivement.



