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RÉSUMÉ. Le sujet principal de cet article est une approche numérique de la théorie de l’ho-
mogénéisation en mécanique non-linéaire. Une étude théorique menée par Stefan Müller pré-
cise que pour une densité d’énergie non-convexe, la densité d’énergie homogénéisée

�������
est

donnée par une famille de problèmes de minimisation sur tous les multiples de la cellule de
base du milieu considéré. Cette étude est tout d’abord réalisée sur un matériau modèle : un
composite périodiquement stratifié conformément à l’étude menée par celui-ci. Les premiers
résultats numériques sont intéressants et sont similaires à ceux obtenus par cette théorie. En
effet, les solutions diffèrent en fonction du nombre de cellules de bases pris en compte pour une
étude d’homogénéisation.

ABSTRACT. The main subject of this study is a numerial approach of the non-linear homogeniza-
tion theory. A theoric study carried out by Stefan Müller precise that for a non-convex energie
density, the homogenized energy density

� �����
is given by a family of homogenization prob-

lems carried out on the multiple of the basic cell of the considered media. This study is first
realised on a model material : a periodic laminated composite. The numerical are similar to
those obtained by the theory. Indeed, the homgenized energie density is different in function of
the basic cells number taken into account in the homogenization study.
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1. Introduction

Certaines applications telles que la densification massique ou superficielle, la mise
en forme de pièces de bois ou celle de produits dérivés, mettent en jeu la compression
transversale aux fibres. Les niveaux de déformations atteints sont spectaculaires du
fait des micro-flambements autorisés par la structure cellulaire du matériau. L’analyse
des essais étant complexe, une approche numérique des grandes déformations permet
de rendre compte de l’effondrement d’une structure de type cellulaire. On propose,
ici, une approche par homogénéisation non linéaire que l’on testera dans un premier
temps sur un matériau modèle : un composite périodiquement stratifié.

Figure 1. exemple d’un composite composé de 4 fibres (acier dur, acier mou)

2. Homogénéisation périodique

Cette théorie permet de déterminer une densité d’énergie dite “homogénéisée” dé-
crivant le comportement macroscopique de la structure. Pour une densité d’énergie
convexe, il est classique d’écrire la densité d’énergie homogénéisée �
	���
 comme
résultat d’un problème de minimisation sur la cellule de base Y décrivant la périodi-
cité du milieu [P.M 78] ou [P.S 82] :

� 	���
���������������� ��  "! � �$#&%���')(�*+�-,/.0%1* �32�4
é 5 ��67,/�98�:<;/= [1]

Par contre, dans le cas non convexe, la densité d’énergie homogénéisée �
	���

est donnée par une famille de problèmes de minimisation sur tous les multiples de la
cellule de base [S.M 87] :

>? @ �BA ���������������BCA
!BD
A
! � ��#E%F�G'H(�*I��,J.0%K*ML �32N4

é 5 �967,/�98�:<;/=
�O	���
 �P�����G���EQ&� �RA �����TSFLU� � %FVW%�XY%[Z\Z]Z]= [2]

On remarque une grande différence entre la formule utilisée pour W convexe (1)
et celle donnée par Müller dans le cas non convexe (2). En effet, pour W convexe,
il faut considérer les champs Y-périodiques, alors que pour W non convexe, il faut
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considérer des champs périodiques sur tous les multiples kY de la cellule de base Y.
Ceci montre l’importance du choix du volume élémentaire représentatif (VER). Afin
de rendre compte de grandes déformations, on va considérer une densité d’énergie
microscopique non convexe.

3. Approche numérique

La densité que nous avons décidé d’étudier est une loi d’ Ogden, dite de Ciarlet-
Geymonat, donnée sous la forme suivante :

� ��#E%F���^� _ C �$#0�T�P` C 2 VJ�E')_IaJ��#<�T�-b a 'c` C 2 X/�'ed<��#<�[�9b a 2 � � 2 VWf _ C �$#0�&')VJ_IaJ��#<�E'cd0�$#0��gih\jJklb
avec :

` C �Gm 5 donp���rqs��� _ C ��tWZvuxwIyz��#<�b{��,/;�mT����� _ a �|tWZ tJt/u+wIyI�$#<��O�G`}')(�: d0�$#0�^�|tWZ X/u~wIyz��#<�
où y est un paramètre représentatif de la rigidité du matériau.

Pour résoudre numériquement ce problème, on utilise l’algorithme de Newton dont
une itération s’écrit :>? @ m 5 6�:<��; 5 *z�p� C L �32N4

é 5 �967,J�98�:0;D
A
!c���F�G�]� �&�I�Y�7�� � � ��(�*I�p� C 2 (�*I�"�E(��l,J.U� 2 D A

!c�7�G�]� �&�I�W�7���� (��x,/.� � L �32N4
é 5 ��67,/�98�:<;

[3]

Après avoir réalisé le changement de variable suivant : � ���|�+Z #U'�*I� ,
l’algorithme de Newton peut se mettre sous la forme :>? @ m 5 6�:<��; 5�� �J� CD

A
!)�i���G� �+������ � � ��( � �p� C 2 ( � � �&(��x,/.�� 2 D A

!c�7��� �+�/������ (��x,/.� � L �32�4
é 5 �967,J�98�:0; [4]

La résolution du problème se fait donc sur la variable � . La densité d’énergie étudiée
étant non-convexe, la convergence de l’algorithme n’est pas assurée. Malgré cela, on
pourra, dans les différents résultats présentés, remarquer le bon comportement de l’al-
gorithme. Moyennant une initialisation judicieuse de celui-ci, on a pu mettre en evi-
dence différentes solutions au problème [4]. Un choix possible d’itéré initial pourra
être :( �&� �|`�'���'�(�* � où � est la déformation macroscopique imposée ( ����(�: ) et* la perturbation. Cette initialisation permet de converger vers différentes solutions.
Les tests effectués montrent une forte dépendance vis à vis du paramètre * . Beaucoup
d’études ont étés menées pour connaître l’influence de ce paramètre au niveau de la
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compression de plaques composites (voir [DRA 01]) mais le sujet principal de cette
étude étant le choix du VER, ce point, tout de même important, ne sera pas développé
par la suite.

Rq : Les conditions périodiques ont étés prises en compte par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange (voir [DEB 86] ou [DHA 84]).

4. Résultats

Les résultats obtenus, présentés ci dessous, montrent effectivement une forte dé-
pendance par rapport au nombre de cellules de bases. En effet, l’augmentation de Y
génère l’apparition de plusieurs modes de flambements.

4.1. Sur une cellule de base

Lorsque le domaine d’étude est limité à une seule cellule de base (1Y), l’algo-
rithme converge vers une seule et unique solution qui est la solution élastique, c’est à
dire la compression (voir figure 3).
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Figure 2. Densité d’énergie homogénéisée en fonction de la déformation macrosco-
pique pour une cellule de base (1Y)

4.2. Sur dix cellules de base

Par contre, lorsque le domaine d’étude est constitué de plusieurs cellules de bases
(10Y), l’algorithme converge vers différentes solutions notamment des solutions flam-
bées.
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Figure 3. Différentes solutions (compression,2ème, 6ème et 10ème modes de flambe-
ments)

De plus, les densités d’énergies homogénéisées obtenues donnent des résultats dif-
férents en fonction du mode de flambement (Figure 4), conformément aux résultats de
Müller (2).
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Figure 4. Densité d’énergie homogénéisée en fonction de la déformation macrosco-
pique pour dix cellules de base (10Y)

Les premiers résultats permettent de dire qu’à partir d’une certaine déformation
macroscopique, il sera difficile d’obtenir tous les modes de flambements. En effet,
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au niveau du deuxième mode de flambement, les aciers durs sont pratiquement en
"contact" à partir d’une déformation macroscopique de 27% (voir figure 5). Par contre,
le dixième mode de flambement permet d’atteindre des déformations macroscopiques
beaucoup plus importantes, la déformation macroscopique est de 40% sur la figure 5.

Figure 5. Zoom sur les zones proches du contact (à droite : 2ème mode de flambement
à 27% de déformation macroscopique. à gauche :10ème mode de flambement à 40%
de déformation macroscopique)

5. Conclusion

Les résultats obtenus permettent de dire que la densité d’énergie homogénéisée
dépend, effectivement, du nombre de cellules de base pris en compte pour réaliser une
étude d’homogénéisation. De plus, on a constaté que certains modes de flambements
ne permettent pas une déformation trop élevée contrairement à d’autres modes.
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