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RESUME. Nous étudions le décollement d’un film initiallement collé sur un socle rigide et soumis
a une déflexion cyclique. En adoptant un principe de moindre énergie, une énergie de surface
de Dugdale et une condition d’irreversibilité, nous construisons un modéle de propagation du
décollement dans le but de modéliser le phénomene de fatigue. En particulier, le nombre de
cycles jusqu’a décollement total dépend du rapport e entre la longueur interne apparaissant
dans I’énergie de Dugdale et la longueur du film. Lorsque e tend vers 0, nous montrons que la
loi de fatigue limite est une loi de Paris ; le taux de propagation du décollement est une fonction
du taux de restitution de I’énergie potentielle : £ = f(G).

ABSTRACT. We study the debonding of a thin film initially bonded at a rigid support and submitted
to a cyclic deflexion. By using a principle of least energy, a Dugdale surface energy and an
irreversible condition, we build a debonding growth model under cyclic loading in order to
model the phenomenon of fatigue. In particular the number of cycles until the total debonding
depends on the ratio e between the internal length introduced in the Dugdale energy and the
length of the film. When ¢ tends to 0, we show that the limit fatigue law is like a Paris law; the
debonding growth rate is a function of the potential energy release rate: ¢ = f(G).

MOTS-CLES : approche énergétique ; chargement cyclique ; lois de fatigue ; méthode variation-
nelle.

KEYWORDS: energetic approach ; cyclic loading ; fatigue laws ; variational method.
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Figure 1. Géométrie. Figure 2. Chargement cyclique.

1. Introduction

Francfort et Marigo [FRA 98] proposent une approche variationnelle de la rupture
fragile dans laquelle les fissures apparaissent et se propagent dans un corps élastique
fragile de telle facon que I’énergie totale de la structure soit minimale a chaque pas
de I’histoire du chargement. Dans leur papier les auteurs conservent I’hypothése de
Griffith en supposant que I’énergie de surface est proportionnelle & I’aire de la surface
de fissure indépendemment de la valeur de la discontinuité du saut de déplacement.
Mais, avec ce choix, il est impossible de rendre compte du phénoméne de fatigue.
Nous proposons ici d’étendre cette approche dans le but de modéliser la propagation
de fissures dans les corps soumis a des sollicitations cycliques. L’idée est de conserver
le principe de moindre énergie, mais de remplacer I’énergie de surface de Griffith par
une énergie dépendant du saut de déplacement a travers la fissure et d’introduire une
condition d’irreversibilité. Les ingrédients et la méthode sont développés dans le cas
du décollement d’un film mince.

2. Présentation du probléme
2.1. Lesingrédients

Nous considérons le probléme plan constitué d’un film mince de longueur L par-
faitement collé sur un socle rigide a I’instant initial. Une extremité du film est soumise
a une déflexion cyclique V' (t)ez alors que I’autre est fixée (Figure 1). On note v(s)ez
la déflexion d’un point du film d’abscisse curviligne s a I’instant ¢ et vérifiant les
conditions cinématiques v(0) = 0 et v(L) = V(t). La déflexion imposée V (¢) est
périodique en temps variant de 0 a sa valeur maximale V), (Figure 2) et engendre une
flexion du film. En posant E et I respectivement le module d’Young et le moment
d’inertie du film, I’énergie élastique s’écrit classiquement

L
P(v) = %/0 v'"(s)%ds @)

Pour tenir compte de I’irreversibilité du décollement, nous introduisons une va-
riable de mémoire 4, appelée “ouverture cumulée”, qui rend compte de I’accumulation
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avec le temps de I’ouverture entre le film et le socle. Ainsi, au temps ¢ et au point s,
d(s,t) s’écrit
¢ ov
4(s, 1) =/ <o0(s,7)>dr avec < f>=maz{0,f} et o= e 2)
0
Une fois le chemin de chargement discrétisé, I’indice 4 fait référence au pas de temps,
et la relation ( 2) devient

0i(8) = 6;—1(8)+ < v;i(s) —vi—1(s) > . (3)

La densité d’énergie de surface ¢ est une fonction de ¢ (énergie de surface de Dugdale)
et est donnée par

Geg  si 0<6<0.
¢(6) = &
G. si §>6.

Dans la relation ( 4), d. représente une longueur interne caractéristique et G la téna-
cité de I’interface. L’énergie de surface a I'interface s’écrit alors

L
5() = / 6(6(s))ds (5)

2.2. Le probleme incrémental

Ensuivant I’idée introduite par Francfort et Marigo [FRA 98] dans le contexte de la
théorie de Griffith, puis développée par Del Piero [DEL 99], Charlotte et al [CHA 00],
Truskinovski et Marigo [MAR 04] pour une énergie de surface de Barenblatt, I’évolu-
tion du décollement sera obtenue en minimisant I’énergie totale de la structure, somme
de son énergie élastique ( 1) et de son énergie de surface ( 5). Cependant, du fait du
caractere irréversible du probléme, nous devons tout d’abord discrétiser le chemin
de chargement afin d’accomplir la minimisation a chaque pas discret du chargement.
Ainsi, en notant V; I’ensemble des déflexions admissibles au pas i,

Vi ={ve H*(0,L):v(0) = v'(0) = 0,0 > 0,v(L) = V(t:)}, (6)
et &;(v) I’énergie totale du film a ce pas pour une déflexion v,
Eiw)=Pw)+S(0i1+ <v—v;1>), @)

le probléme incrémental s’écrit
Pouri € Netvg = 69 = 0, Trouver v; 41 et d;41 tels que

Eiv1(vig1) = Uén\jfil Eiy1(v)

Remarque 1 : Le décollement ne peut pas évoluer durant les phases de décharge. De
ce fait, le film retourne a sa configuration de déplacement initiale a la fin de chaque
décharge : vo; = 0 et do; = d2;_1.
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3. Evolution du décollement
3.1. Evolution des tétes de fissure

Comme on utilise une énergie de
surface de type Barenblatt, une zone
d’élaboration apparait devant la fis-
sure. Dans cette zone, le film n’est
pas complétement décollé mais sou-
mis a des forces cohésives données :
par la dérivée de I’énergie de sur- A
face par rapport a I’ouverture cumu-
lee, constantes et égalesa G /0. dans  Figure 3. Positions de la téte de zone décollée
le cas d’une énergie de surface de et de la téte de zone d’élaboration a la fin des

Dugdale. En adimensionnalisant le phases de Charge des Cyc|esi — 1etjs.
probléme, on montre que le proces-

sus de décollement ne dépend que
des deux parameétres suivants

— _ [EIVyg | EI 6,
Yu=yag, e Va1 ®

Pour des valeurs assez faibles de V7 ,;, aucun décollement ne se produit au cours des
N, premiers cycles (N, = isi Vs < €/i). Par contre une zone d’élaboration, ou

zone d’amorcage du décollement, de longueur constante égale & 1 — \/48€¢V y, ap-
parait des la mise en charge et I’ouverture cumulée dans cette zone est une fonction
croissante du nombre de cycles. Ainsi le décollement surviendra irrémédiablement dés
que § aura atteind sa valeur critique (voir ( 4)).

A la fin du (N, + i)™ cycle, la zone d’élaboration est localisée dans I’intervalle
(#;,£5) alors que la partie du film (0, ;) est encore parfaitement collée et que I’extré-
mité du film (€5, 1) est entierement décollée. Les positions de la téte de zone d’éla-
boration ¢; et de la téte de zone décollée ¢5 (Figure 3) sont données par le systeme
suivant

(oG [10 -+ 206 - ) - H)BA-6) + - )+
(6 = G201 - €) + (1= £)]] = 486V s

| ©
e T [~ -6y
[(A—£5)+(1—¢5)]

\

Le systéme ( 9) est résolu numériquement par induction. La Figure 4 représente ainsi
I’évolution de la téte de zone décollée au cours des cycles pour différentes valeurs du
paramétre V s

Remarque 2 : Il est prouvé que, pour des valeurs fixées de € et V s, £ — 0 lorsque
11— 0.
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Figure 4. Influence du paramétre V ; sur I’évolution du décollement.

3.2. La Loi Limite de Fatigue lorsque e — 0

La résolution du systeme (9) demande un temps de calcul considérable si on consi-
dére de faibles valeurs de € ou de V ;. En particulier, I’incrément de propagation de
la zone d’élaboration par cycle, £ — £5_,, est de I’ordre de /€. Pour une longueur de
film L grande par rapport a la longueur caractéristique de I’énergie de surface é., i.e.
lorsque e — 0, le nombre de cycles jusqu’a décollement complet du film tend vers
I’infini comme 1/+/e. Ainsi, si nous réalisons un changement d’échelle du nombre de
cycles en introduisant la variable de “temps” continue T

(10)

alors nous pouvons voir sur la Figure 5 que la courbe de(T) représentant I’évolution
de la téte de zone décollée converge vers une courbe, appelée £(T"), lorsque e — 0. En
fait, on constate numériquement que le rapport (éfe(T)_l - Ezi(T))/\/E tend vers une

limite é(T) solution de I’équation suivante obtenue a partir de (9)

+o0 T2
; [ < 2G(T)'/* - ji(T) > ]4 =16(1-G(T)) avecG(T) = % (12)

Dans I’équation ( 11), G(T') représente le taux de restitution de I’énergie potentielle
adimensionnalisé associé a un décollement de Griffith jusqu’a £(T") alors que £(T') =
—dl/dT représente son taux de propagation par rapport a la variable 7'. Nous obtenons
ainsi que la loi de fatigue limite est une loi de Paris (généralisée) £ = f(G). De plus,
pour les faibles valeurs de G, cette loi de fatigue est similaire & la loi usuelle de Paris
avec I’exposant 5/4

. 2
(= 3(;5/4 (12)
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alors que, pour des valeurs de G proches de la ténacité (i.e. proche de 1 pour les
guantités sans dimension), nous obtenons

{=2G"* —2(1—G)'/* (13)

1.0 T T
€=0.001 ——
0.9 —
€=0.005 —--—-
08 |- €= 0.01 e _
€=0.05 - -~
e=01 —— |

0.6 —

Position de la téte de zone décollée £¢
(=]
o

0.0 \ \ \ \ \ \ \ \ [
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

T = iy/e

Figure 5. Convergence vers une loi de fatigue limite.

4. Bibliographie

[CHA 00] CHARLOTTE M., FRANCFORT G., MARIGO J., TRUSKINOVSKY L., « Revisiting
brittle fracture as an energy minimization problem : comparison of Griffith and Barenblatt
surface energy models », dans : A.B. Cachan (Eds.), Proceedings of the Symposium on
"Continuous Damage and Fracture", 2000, dans : The Data Science Library, Elsevier, Paris,
2000, p. 7-12.

[DEL 99] DEL PIEROG., « One-Dimensional ductile-brittle transition, yielding and structured
deformations », dans : Argoul P., Frémond M. (Eds.), Proceedings of IUTAM Symposium
"Variations de domaines et frontiéres libres en mécanique", Paris, 1997, Kluwer Academic,
1999.

[FRA 98] FRANCFORT G., MARIGO J., « Revisiting brittle fracture as an energy minimization
problem », J. Mech. Phys. Solids, vol. 46, n°® 8, 1998, p. 1319-1342.

[MAR 04] MARIGO J., TRUSKINOVSKY L., « Initiation and propagation of fracture in the
models of Griffith and Barenblatt », Continuum Mech. Thermodyn., vol. 16, n® 4, 2004,
p. 391-409.



