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RÉSUMÉ. Les théories de l’adaptation élastoplastique et de l’analyse limite sont appliquées aux
poutres hétérogènes possédant une structure périodique suivant leur axe. Ceci conduit à ré-
soudre des problèmes mécaniques tridimensionnels posés sur une cellule de base pour déter-
miner les domaines d’analyse limite et d’adaptation en termes de contraintes macroscopiques
généralisées (tension, flexions et torsion). Utilisant une approche directe, basée sur les théo-
rèmes statiques, la méthode couple un logiciel de calculs par éléments finis et un logiciel
d’optimisation. On présente des resultats pour un tube circulaire à section constante et pour
un tube à section variable.

ABSTRACT. Shakedown and limit analyses theories are applied to heterogeneous beams which
exhibit a periodic microstructure in their axis direction. The objective is to obtain admissi-
ble strength domains in terms of macroscopic generalized stresses (tension force, bending and
twisting moments). It leads to solve three-dimensional mechanical problems on a periodicity
cell. Using a direct approach, based on static theorems, the proposed numerical method cou-
ples a finite element code and a nonlinear optimization sofware. Results are presented for a
circular tube with constant section and for a tube with varying section.

MOTS-CLÉS : Adaptation élastoplastique, analyse limite, plasticité, homogénéisation, poutres pé-
riodiques

KEYWORDS: Elastic plastic shakedown, limit analysis, plasticity, homogenization, periodic beams
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1. Introduction

Les théories de l’analyse limite et de l’adaptation sont utilisées pour étudier la te-
nue mécanique des structures vis-à-vis de la ruine par dissipation plastique illimitée.
Dans le cas de structures périodiques finement hétérogènes, les problèmes deviennent
très coûteux à traiter numériquement et il convient d’utiliser des techniques d’homo-
généisation [SUQ 83]. Ces techniques consistent à se ramener à un problème posé sur
une cellule de base, considérée comme une microstructure soumise à des contraintes
ou déformations moyennes ([MAI 00], [MAG 04]).

Dans ce travail, on s’intéresse au cas des poutres hétérogènes périodiques suivant
leur axe, et plus précisemment à la détermination des domaines d’analyse limite et
d’adaptation en termes de contraintes macroscopiques généralisées (tension, flexions,
torsion). En utilisant une approche directe statique, on aboutit à des problèmes d’op-
timisation, posés sur la cellule de base tridimensionnelle. Une formulation spécifique
est ensuite introduite pour discrétiser ces problèmes par éléments finis et les résoudre
à l’aide d’un logiciel d’optimisation.

2. Approche statique de l’adaptation

L’adaptation étant la généralisation de l’analyse limite au cas de trajets de charge-
ments variables et bornés, non monotones proportionnels, on ne s’attache dans la suite
qu’au problème d’adaptation, posé sur une structure

�
. On suppose que le chargement�������

, appliqué à cette structure, varie dans un polyèdre convexe � dont les 	 sommets
sont appelés cas de charge 
�� ��
������ 	 � . Le théorème d’adaptation statique de
Melan [MEL 36] peut alors se mettre sous la forme d’un problème d’optimisation non
linéaire sous contraintes :

���������������! "$# % � t.q. :

&('*) � �,+.- ��/10 
 � �32�45�6/7���8�:9<;�/>=?�@0A;B� � 
C0 	4
auto-équilibré

[1]

pour lequel les données sont :

– une fonction seuil
'D)

, définissant le domaine de plasticité du matériau (considéré
élastoplastique parfait) au point

/
de la structure

�
,

– +.- �6/10 
 � � , la valeur en
/

du champ de contraintes qui apparaîtrait dans la struc-
ture si, soumise au cas de charge 
 � , ses constituants étaient purement élastiques.

Le résultat � ������� représente le coefficient d’amplification maximal que l’on peut ap-
pliquer à l’enveloppe convexe � sous la condition d’adaptation de la cellule de base
pour tout chargement inclus dans cette enveloppe.
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3. Homogénéisation et problèmes cellulaires

Dans le cadre de l’homogénéisation de poutres périodiques, la structure
�

devient
la cellule de base et le chargement 
 � les contraintes ou les déformations macrosco-
piques généralisées. Le champ de contraintes +E- ��/10 
,� � est donc solution du problème
de localisation [2]. Ce dernier est établi à l’aide de la technique des développements
asymptotiques, appliquée au cas des poutres périodiques [CAR 97].

PSfrag replacements FHG
FJI

FLKM �ON �QP
M � � -SR

T
Figure 1. Description de la cellule de base 3D

On appelle (
/ G , / I , / K ) les coordonnées d’un point de la cellule de base

�
dans le

repère (O, FHG , F I , FJK ) tel que FJK soit colinéaire à l’axe de la poutre (figure 1). On désigne
par

M �UN �VP son contour, privé de la paire de surfaces
M � � -SR qui se correspondent par

périodicité. Le problème cellulaire consiste alors à trouver W � -SR périodique sur
M � � -SR

et + tels que : XYYYYZ YYYY[ div +?� 9 dans
�+1\ ] anti-périodique sur

M � � -SR+1\ ]^� 9 sur
M �ON �QP+_�a`�b!c dans
�cd��cHe ��f 2 gradS

� W � -SR � dans
� [2]

où ` est le tenseur d’élasticité et ] la normale extérieure au contour. La déformationc e ��f correspond au champ de déformations tridimensionnel induit par des déforma-
tions macroscopiques généralisées d’extension g , de flexions h G et h I et de torsiong*i : j c e ��f"Hk 0 c e �lfGmK 0 c e �lfI K 0 c e ��fKnKAo � j 9$0qp GI / I g*i 0 GI / G g*i 0 g 2r/ I h G ps/ G h I o (les
indices grecs prennant les valeurs 1 et 2) . Les contraintes macroscopiques associées
sont définies par [3], où

T
est la longueur de la période :jqt 0vu G 0vu I 0vu i o � 
 Txw$y j + KnK 0z/ I + K�K 0{p{/ G + KnK 0z/ G + I K p|/ I + G�K o d

�
[3]

4. Discrétisation

Afin d’utiliser la méthode des éléments finis, on établit une formulation spécifique
en introduisant dans le principe des puissances virtuelles une cinématique virtuelle



4 GIENS’05.

du même type que la cinématique réelle intervenant dans [2]. Les trois premières
équations de [2] et les relations [3], rendant un champ de contraintes + statiquement
admissible, sont alors équivalentes à :;>} g 0~} h G 0�} h I 0�} g i 0S;�} W � -SR périodique sur

M � � -SR 0
 T{w$y +|b ��} c e ��f 2 gradS

��} W � -SR ��� d
� �} g�t 2�} h G u G 2�} h I u I 2�} gDi u i [4]

L’implémentation de cette formulation dans le logiciel éléments finis SIC [AUN 90]
permet de calculer les contraintes élastiques +E- intervenant dans le problème d’opti-
misation [1]. Elle permet aussi de calculer le système d’équations linéaires traduisant
les conditions «

4
auto-équilibré » de [1], c’est-à-dire

4
statiquement admissible à 0.

Les conditions d’inégalités, exprimées en chaque point d’intégration � � pour chaque
cas de charge 
 � , associées aux conditions d’égalités sur

4
, permettent de poser le

problème d’optimisation discrétisé [5] :���������U�����! "7# ��%�� � tel que :

& '*) � �,+.- � � � 0 
 � �E2�41� � � ���x�:9�; � � 0,;B�� ��� j 4 o � j 9 o [5]

Dans [5], j 4 o représente le vecteur concaténation des vecteurs contraintes résiduelles45� � � � en chaque point d’intégration. On procède ensuite à l’optimisation avec LAN-
CELOT [CON 92] afin de déterminer les domaines de chargements macroscopiques
admissibles. Le cas de l’analyse limite (domaine de plasticité homogénéisé) se traite
en n’introduisant qu’un seul point de charge dans le problème [5]. Dans les applica-
tions, on détermine aussi numériquement le domaine d’élasticité en posant

45� � � � � 9
dans [5].

5. Applications

Sur les figures 2 et 3, on présente les domaines de résistance obtenus en termes
de contraintes macroscopiques généralisées pour plusieurs types de poutres. Les do-
maines de variation des chargements (pour l’élasticité et l’adaptation) sont des rec-
tangles dont les cotés sont parallèles aux axes et dont un des sommets est confondu
avec l’origine. Les courbes représentent les enveloppes de ces rectangles admissibles
(élasticité et adaptation) et le domaine de plasticité homogénéisé (analyse limite). Les
matériaux constitutifs obéissent au critère de Von-Mises et ont les caractéristiques sui-
vantes : Module d’Young � � 
q9�9C9C9�9 MPa, coefficient de Poisson � � 9 \ ��� et limite
d’élasticité +������ 9C9 MPa.

5.1. Tube circulaire à section constante

La figure 2 présente les résultats obtenus pour un tube circulaire à section constante
de rayons intérieur � � et extérieur � - tels que � � � 9 \ � � - pour des sollicitations de
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traction-flexion, traction-torsion et flexion-torsion. Les domaines sont adimensionnés
par rapport aux contraintes d’écoulement t ����� � � I- p � I� � +1� 0@u �" ���K � � K- p � K� � +1�
et
u �i � IK�� K � � � K- p � K� � +1� .
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Figure 2. Résultats pour un tube circulaire à section constante

Les résultats obtenus sont en accord avec les formules analytiques données pour
l’analyse limite par [COU 65] en traction-torsion et flexion-torsion pour un tube mince.

5.2. Tube circulaire à section variable

On s’intéresse à un tube circulaire à section variable comme décrit figure 1. La
description géométrique est précisée figure 3 avec �H� � 9 \ � � - , �q� � 9 \ � � - et

T �
 \�� � - , l’épaisseur F � du tube vérifiant F � � 9 \ 9 � � - . Les résultats présentés figure 3
concernent des chargements en traction-flexion. Sous ces chargements, en considérant
les symétries géométriques et matérielles, on peut ne travailler que sur un quart de
la période, dont le maillage est donné figure 3. Les domaines sont adimensionnés
par rapport aux contraintes d’écoulement t ���A ��¡ � I- +1� et

u �" �¢ ��£�¤ � K- +1� .
Les coefficients adimensionnels  .�¡ et  ��£�¤ sont déterminés numériquement :  .�¡¥��¦\ 9 �H� 
q9$§ I ,  ��£�¤�� 
 \��H��¨ 
L97§ I .
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Figure 3. Description géométrique, maillage et résultats pour le tube à section va-
riable

6. Conclusion

La méthode proposée permet de déterminer, en terme de contraintes généralisées
(tension, flexions et torsion), différents domaines de résistance d’une poutre pério-
dique : domaine d’élasticité initial, d’adaptation et de plasticité homogénéisé. Ces do-
maines prennent en compte le comportement tridimensionnel de la cellule de base. Cet
outil a pour objectif de faciliter le dimensionnement des structures à base de poutres à
sections variables périodiques.
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