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RÉSUMÉ. Cet article décrit une méthode de calcul de modes non linéaires basée sur le principe de
continuation de solutions périodiques de l’équation du mouvement. Les solutions périodiques
sont discrétisées en temps à l’aide d’un schéma conservatif, puis résolues de manière globale.
La formulation du système d’équations de ces orbites ainsi que sa résolution par une méthode
asymptotique numérique permettent la détermination des modes non lineaires bien au delà
des premières bifurcations. La méthode est applicable pour des structures mécaniques à non
linéarités géométriques discrétisées par élements-finis.

ABSTRACT. This article desribes a numerical method for the computation of non linear modes
of elastic structures. It is based on continuation of periodic solutions of the motion equation.
The periodics solutions are time-discretised with a conservative scheme then solved globaly.
The orbits formulation and the solving with asymptotical numerical method allow fundamen-
tal and bifurcated branches computation. The method is suited for mecanical structures with
geometrical non linearities discretised with finite elements.

MOTS-CLÉS : Modes non linéaires, Invariants de l’espace des phase, Eléments finis, Orbites pé-
riodiques, Schémas conservatifs, Continuation, MAN

KEYWORDS: Non linear normal modes, Invariant manifold, Finite elements, periodic orbit, en-
ergy conserving scheme, continuation, ANM
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1. Introduction

Au voisinage des positions d’équilibre stables, les systèmes mécaniques non li-
néaires admettent en général des familles de mouvements oscillants particuliers, pé-
riodiques et synchrones. Ces “modes non linéaires” ont été introduits par Lyapu-
nov (1907) puis développée et entendus par, entre autres, Rosenberg (1962), Nayfeh
(1973), Shaw et Pierre (1992), Vakakis (1996). Ils sont des extensions directes des fa-
meux “mode normaux linéaires”, mais avec une différence très marquée : la fréquence
et la déformée modale évoluent continuellement avec l’amplitude des oscillations. En
non linéaire, les résonnances principales ont lieu au voisinage de ces modes non li-
néaires ce qui est une motivation forte pour les calculer. De même, ces modes pré-
sentent des bifurcations qui permettent d’expliquer certains changements de régimes
et les transferts d’énergie dans les systèmes non linéaires. En revanche, contrairement
aux modes linéaires, ils ne peuvent être utilisés simplement dans une approche modale
par superposition. Aujourd’hui, la définition, le calcul, et l’exploitation de ces modes
non linéaires est un domaine de recherche encore largement ouvert.

Dans ce papier, nous proposons une méthode de calcul de ces modes non linéaires
basée sur le principe de continuation de solutions périodiques de l’équation du mou-
vement. Ces solutions périodiques, dénommées aussi “orbites”[SEY 94], sont discré-
tisées en temps à l’aide d’un schéma conservatif, puis résolues de manière globale
comme dans une méthode de collocation. Nous utilisons enfin une méthode de conti-
nuation MAN [COC 94] , pour générer le mode tout en “traquant” les bifurcations.
Les avantages et inconvénients de cette méthode par rapport aux autres méthodes de
la littérature (sous espace invariant, perturbation, équilibrage harmonique) seront dé-
gagés.

2. Domaine d’application

Nous nous plaçons dans le domaine des structures élastiques à non linéarité de type
géométrique. Nos structures continues sont discrétisées spatialement par la méthode
classique d’éléments finis. Enfin, nous recherchons des mouvements non amortis de
l’équation du mouvement conservative suivante

��������	��
����������� avec ����
���������������� � (1)

où � le vecteur déplacement aux noeuds,
�

est la matrice de masse, ����
� le vecteur
des forces intérieures, et � � l’énergie potentielle.
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3. Description de la méthode

3.1. Discrétisation

L’équation (1) est discrétisée en temps à l’aide d’un schéma à conservation de
l’énergie mécanique totale [SIM 92]. Contrairement aux schémas implicites classi-
quement utilisés en mécanique non linéaire (Newmark, HHT), ce schéma est incon-
ditionnellement stable dans le cas des systèmes conservatifs non linéaires [CRI 97],
[SIM 92].

3.2. Système global non linéaire définissant une orbite

Classiquement, les orbites périodiques sont calculées à l’aide de méthodes tirs
[SEY 94]. Cependant, nos expériences numériques nous ont poussé à utiliser une
“méthode globale” qui s’avère être plus robuste et mieux adaptée à notre méthode
de continuation. Cette méthode globale consiste à réunir dans un seul vecteur  "! �
l’ensemble des états du systèmes  $#&% #('�)+*,*,* - pour chaque pas de temps ./#&% #('�)+*,*,* - , et
à résoudre simultanément les équations associées à chacun de ces pas de temps. Le
système global peut s’écrire ainsi

0 �  ! �21435176�17� ) ���899999999999999: 99999999999999;

<>= �  ) 1  @? 143 ��� 6BA = �  ) 1  @? 143 � � �< = �  ? 1  �C 143 ��� 6BA = �  ? 1  �C 143 � � �
...

...
...<D= �  -FE ? 1  - 143 ��� 6BA = �  -GE ? 1  - 173 �H� �

 I)KJ� �- � �L  )NM � � �
� = �  I) 1  ? � � � )

(2)

avec  # �PO,Q 1/RDSUT le vecteur d’état au pas de temps V , Q le déplacement aux noeuds,R le vecteur vitesse des noeuds, 3 la période de l’oscillation, � ) l’énergie totale du
système.

Les W premières équations sont les équations d’équilibre discrétisées écrites pour
chacun des pas de temps. Les termes

< = �  �# 1  �#(X ? 143 � correspondent à l’équation
(1) discrétisée en temps. Les termes 6BA = �  �# 1  �#(X ? 143 � sont des termes dissipatifs
artificiels ajoutés uniquement pour rendre le système linéaire tangent non singulier
[MUN 03].

L’équation  �)>JY �- �Z� est l’équation de périodicité qui impose l’égalité entre
l’état final et l’état initial.
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L’équation
L  �) M � �[� est l’équation de phase, ajoutée afin d’obtenir l’unicité. En

effet, le système étant autonome et conservatif (il n’y a pas de terme de forçage), il
est nécessaire de fixer un des degrés de liberté ( \ ) du vecteur d’état initial  ) à zéro,
sans quoi les solutions seraient définies à la phase près (si  � . � solution alors  � . �^]_�
serait aussi solution), voir [SEY 94].

L’équation � = �  ) 1  $? �@� � ) fixe le niveau de l’énergie mécanique totale de l’os-
cillation. De ce fait, la valeur de � ) sélectionne une orbite parmi celles qui définissent
le mode non linéaire. � ) est utilisé comme paramètre de continuation.

Le système (2) ainsi écrit, défini une orbite unique pour une valeur de � ) donnée.
Ce système non linéaire peut être directement résolu par une méthode classique de
type Newton-Raphson. Pour obtenir efficacement le mode non linéaire et ses bifurca-
tions, nous utilisons la méthode de continuation MAN dont on trouvera une bibliogra-
phie étendue dans [POT 04].

4. Exemples

Un premier exemple présenté est une masse mobile reliée à deux ressorts de “Green-
Lagrange” (voir fig 1). Les équations du mouvement de ce système sont similaires à
celles des structures minces.

`/`/``/`/``/`/``/`/`a/a/aa/a/aa/a/aa/a/a

b/b/b/b/bb/b/b/b/bc/c/c/cc/c/c/c

d/dd/dd/dd/de/ee/ee/ee/e

f/f/f/ff/f/f/fg/g/g/gg/g/g/g

PSfrag replacements

h )

h ) h ?
h C

V ? V C
i ?

i C � ?
� C

W

Figure 1. Système non linéaire à deux degrès de liberté. Pour la suite
h�j �lk .

La figure 2 montre l’invariant à deux dimensions (le mode non linéaire) obtenus
par la méthode des orbites périodiques.

Le deuxième exemple présenté est une poutre encastrée-encastrée en non linéaire
géométrique, voir figure 3. La figure 4,(a) montre une oscillation de la poutre pour une
valeur de l’énergie � ) donnée. La figure 4,(b) montre une projection de l’invariant du
mode non linéaire avec quelques branches bifurquées.
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Figure 2. Double ressorts. A gauche : Une partie de l’invariant de l’espace des phases,
calculé par la méthode des orbites périodiques. A droite : projections de quelques
orbites pour quelques valeurs de l’energie totale � ) .

W/h

Figure 3. Poutre encastrée-encastrée.

5. Conclusion

Dans ce papier nous avons décris une méthode permettant la détermination de
modes non linéaires de structures élastiques possédant des géométries arbitraires, dis-
crétisées par élements finis. Cette méthode exibe de larges systèmes algébriques qua-
dratiques qui sont résolus par la MAN. La comparaison de résultats de continuations
avec deux autres méthodes de calcul de modes non linéaires telle que l’Équilibrage
Harmonique [PER 04] et la méthode amplitude-phase [BOU 05] ont permis de valider
l’approche. Nous poursuivons maintenant sur des structures plus complexes consti-
tuées de poutres, de plaques, et de coques.
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Figure 4. poutre encastrée-encastrée. (a) Mouvement sur le mode non linéaire pour
une valeur d’energie d’oscillation donnée. (b) Continuation du mode. En abscisse,
la frequence d’oscillation km 3 et en ordonnée, le déplacement maximal normalisé au
milieu de la poutre. Les bifurcations du mode sont détectées et les branches bifurquées
peuvent être calculées.
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