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RÉSUMÉ. On se propose dans ce travail de présenter une nouvelle technique de régularisation
des lois de comportement élasto-plastique dans le cadre de la méthode asymptotique numerique.

ABSTRACT. The present work deals with a new technique to regularize the elastoplastic constitu-
tive laws in the framework of the asymptotic numerical method.

MOTS-CLÉS : Méthode asymptotique numérique, plasticité, régularisation, technique de pertur-
bation.
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1. Introduction

Dans ce travail, on présente une nouvelle technique de régularisation pour les pro-
blèmes de plasticité. Ce qui nous permettra d’appliquer la méthode asymptotique nu-
mérique (MAN) à ce type de problèmes. L’idée est de remplacer un problème non
régulier par un autre problème régulier que l’on peut résoudre à l’aide d’une MAN
classique. Ceci a déjà fait l’objet de plusieurs travaux sur la MAN. Une bibliographie
importante peut être consultée dans les références [3] [4].
Le comportement plastique a la particularité de coupler deux relations unilaterales :
définition du domaine élastique et le passage de la plasticité au comportement élas-
tique (décharge élastique). Ces conditions font intervenir la fonction de charge

�
, sa

dérivée �� et le multiplicateur plastique �� :�� � ���	�
�� ������������ 
 ���� �
�� � � ��������� 
 ���� ��� �������� �� �� � [1]

La MAN a déjà été appliquée aux problèmes de plasticité dans le cadre de la théorie
de déformation [2] [5] mais jamais avec la prise en compte de la décharge élastique.
C’est l’objectif principal du présent travail.

2. Régularisation des relations de comportement élasto-plastique

Dans ce travail, on se limite à l’étude d’une loi de comportement élasto-plastique
unidimensionnel. Lorsque le comportement est élastique et parfaitement plastique, les
relations de comportement peuvent s’écrire sous la forme suivante :�� � �� ���� �!#" �!%$'&�! $ � �� 
(�*),+  �-& � �����  �-& �. 0//(1 &324"�5 [2]

Où � � ! et ! $ représentent respectivement la contrainte, la déformation totale et la
déformation plastique.

�
est le module de Young et �76 définit la contrainte limite

d’élasticité. Pour simplifier la discussion, nous considérons uniquement le cas de la
traction pour des contraintes ( �98:";�<6 ).
Lorsqu’on est sur la surface de charge (

� � �
), les relations de comportement (1 - 2)

conduisent à la condition de consistance suivante :��=�.> �!@? [3]

où
>�A ? donne la partie positive de la variable

A
. On peut maintenant étendre cette

condition au cas où
� � �

ou
����

en introduisant une nouvelle fonction discontinueB  3C & définie sur l’intervalle D "FE �G� D comme suit :H B  � & � � 
(� �9��B � & � 5 [4]



On peut reformuler maintenant l’équation (3) :��I�J> �!@? B & [5]

Trois fonctions non régulières apparaîssent dans les équations (2) et (5) : la fonction
signe 
(�*),+  %C & , la partie positive

>%C ? et la fonction B . Une technique de perturbation ne
peut être appliquée directement à ces fonctions. C’est pourquoi on se propose de les
remplacer par des fonctions régulières notées K  %C & , L  %C & et M  3C & . Ces fonctions sont
choisies comme suit : �N� N� K  �-& � �PO�Q � 2SRFT 2U � 26L  �!V& �W �! R�X �! 2SRZY[T 22 �! 2 \ &GO^]M  � & � T^_ O  � 2 RFT^_ & [6]

Chacune de ces fonctions définies dans (6) utilise un paramètre de régularisation

0

t

0 σ

sign(σ)

S(σ)
1

0

ε

H

.

1

0
−1

G

f

(a) (b) (c)

Figure 1. Représentation des trois fonctions régulières (a) K �-& , (b) L  �!V& et (c) M &
T U � T 2 ou T^_ . Ces paramètres doivent être pris suffisamment petits pour représenter
au mieux les fonctions non régulières d’origine et obtenir par conséquent une bonne
approche du model de comportement de départ. Nous rappelons que le choix de ces
fonctions n’est pas unique. Pour maîtriser les régularisations de ces fonctions, nous
avons défini des paramètres de régularisation adimensionnels. Ainsi, une vitesse de
déformation typique �! \ a été introduite dans le nouveau model de comportement. (2b)
et (5) sont donc reformulées sous la forme suivante :

�! $ � �� K  �-& � ���� L  �!V& M & [7]

En combinant (2a) et (7), la loi modifiée s’écrit ainsi :��� � �!`" K  �-& M  � & L  �!V& [8]

3. Technique de résolution

Dans cette présentation, on se limite à la résolution de l’équation différentielle (8)
par la méthode de perturbation. On impose une vitesse de déformation suffisamment



régulière �!  ba & en fonction du temps et on cherche la solution �  ba & . Pour simplifier la
discussion, on ne considère que la traction et on prend donc K  �-& � 5 .
Nous allons décrire maintenant l’algorithme MAN qui permet d’obtenir la solution�  ba & pas à pas. Chaque pas étant déterminé par la technique de perturbation :

�I"c�ed �gfhi^j U  �a " a d�& i � i � a d � a � a3k4lVm [9]

Où �ed et
a d représentent le point de départ du pas asymptotique et n l’ordre de tron-

cature de la série. Les coefficients � i apparaissant dans (9) sont obtenus en fonction
des coefficients donnés !po de la série de !  ba & ,  5 �rq=� + & .

Une fois ces coefficients calculés, un point important est la détermination de la
longueur du pas asymptotique (

aGk4lVm " a d ). Cette longueur est définie a posteriori,
c’est une caractéristique importante de la MAN qui nous permet d’obtenir des pas
adaptatifs en fonction de la non linéarité locale rencontrée. Cette longueur est calculée
en exigeant que le dernier terme de la serie est suffisamment petit devant le terme à
l’ordre un. Pour les problèmes de plasticité, toutes la variables ne varient pas de la
même façon qu’on soit dans la zone élastique ou dans la zone plastique. C’est pourquoi
on se propose de définir la longueur du pas pour chaque variable du problème et de
prendre le minimum :s a / �. ut /wv/yx & vx{z v a%|}�W �t | v| x & vx{z v a3~��W �t ~ v~ x & vx{z v a3�Z�. ut � v� x & vx{z va3k4lVm " a d �	� ��+  ba / � a |@� a ~�� a � &

[10]
Dans (10), le paramètre

t
est assez petit et permet de contrôler la précision de la

solution et la longueur du pas. �<� � !@� � L � � M � sont respectivement les coefficients des
séries de � � ! � L et M développées sur le model de l’équation (9). Généralement, dans
le cadre de la MAN, la longueur du pas est calculée à partir d’une seule variable
comme le déplacement ou la vitesse [4]. Dans le présent travail, cette nouvelle mesure
de la longueur du pas (10) permet d’avoir plus de précision sur toutes les équations (2,
6 et 7) le long des pas.

4. Tests numériques

Nous procédons maintenant à quelques tests numériques pour évaluer la capacité
de notre algorithme à représenter un comportement typique en plasticité décrit par une
phase élastique, une phase plastique puis une décharge élastique comme le montre la
figure (2a). Nous avons choisi une forme bilinéaire entre

a
et !  �a & régularisée sous la

forme suivante afin de la développer sous forme de série (figure 2b) :!`"�! kra O���&  !#"c! k� ]�" a O���&G& � T�� ! 2k [11]

Le temps � correspond à la déformation maximale ! k imposée. Les données du pro-
blème traité dans ce travail sont :

��� ] C 5 �,������� , � 6 � ] Y �=����� , ! 6 � � 6 O � ,
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Figure 2. (a) La courbe ( � , ! ) typique, (b) La forme régularisée du chargement, T�� �C 5
� � ] 
 , ! k���� ! 6 , �! \ � ! 6 O�� , T^� � � C � 5 . En ce qui concerne la régularisation de la
loi de comportement, deux cas sont considérés : un cas avec une régularisation faible
( T 2 � T^_ � � C 5 ) et un deuxième cas avec une régularisation forte ( T 2 � 5 , T'_ � � C � ).
Le calcul est effectué jusqu’à obtenir une contrainte nulle après décharge élastique.

Plusieurs calculs sont effectués pour différentes valeurs du paramètre de précisiont
plus petites que 5 ��� 2 , pour différents ordres de troncature ainsi que pour différentes

valeurs des paramètres de régularisation T 2 � T _ et T � . Quelques résultats sont reportés
sur les figures (3a) et (3b) ainsi que sur les tableaux (1a) et (1b).

Les courbes de réponse sont obtenues de façon automatique et la loi régularisée
donne des résultats assez proches de ceux de la loi de départ. Le paramètre T�_ régu-
larise la passage de l’élasticité vers le plateau de la contrainte limite de plasticité et le
paramètre T 2 , quant à lui, régularise le passage de la plasticité vers l’élasticité (retour
élastique). Une étude de convergence a été menée, elle montre les mêmes tendances
que celles déjà obtenues dans les travaux antérieurs [1] [4]. Le nombre de pas diminue
si l’ordre de troncature ou le paramètre de précision

t
ou les paramètres de régulari-

sation augmentent (voir tableaux 1a et 1b). Avec n � 5y� , la courbe de réponse peut
être obtenue avec seulement 5 Y pas. Les figures (3a) et (3b) montrent que les pas les
plus courts sont localisés aux deux coins de la courbe de réponse.t 5 ���<� 5 ��� � 5 ��� 2

N=7 193 90 42
N=15 50 35 25
N=30 29 24 21

t 5 ���7� 5 ��� � 5 ��� 2
N=7 103 48 22

N=15 28 20 14
N=30 17 14 12

(a) (b)

Tableau 1. Nombre de pas en fonction de n et
t

pour (a) T 2 � T _ � � C 5 et (b)T 2 � 5 C , T _ � C �
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Figure 3. Courbe ( � , ! ) pour (a) n � 5�� , t�� 5 �e�7� , T 2 � T^_ � � C 5 (50 pas) et (b)n � 5y� , t�� 5 ��� 2 , T 2 � 5 C , T'_ � � C � (14 pas). Les points indiquent les fins de pas et
la ligne continue indique la solution analytique.

5. Conclusion

Nous avons présenté, dans le cadre de la MAN, une nouvelle technique pour dé-
crire un comportement élasto-plastique avec la prise en compte de la décharge élas-
tique. Cette méthode peut être facilement appliquée aux éléments finis et permettre
d’obtenir un algorithme efficace pour les problèmes d’instabilité en plasticité. Une
nouvelle stratégie de calcul des longueurs de pas a été proposée. Elle se base sur
toutes les équations du problème et retient le minimum des rayons de validité de leurs
séries.
Nous avons appliqué notre méthode à la plasticité parfaite mais elle est tout à fait
applicable aux matériaux écrouissables en redéfinissant les fonctions

�
et M .
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