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Résumé

Ce papier présente une amélioration de la méthode des champs virtuels pour déter-
miner des rigidités de flexion de plaques minces anisotropes. Deux apports nouveaux
sont développés dans l’article. Le premier concerne la définition des champs par sous-
domaines, ce qui confère davantage de souplesse dans la résolution du problème. Le se-
cond apport concerne la minimisation de l’effet du bruit de mesure. Les améliorations
obtenues en termes de précision et de robustesse en présence de données bruitées sont
présentées.

1 Introduction

La connaissance des propriétés mécaniques de matériaux est essentielle dans la concep-
tion de pièces mécaniques. Le cas des matériaux anisotropes et hétérogènes est assez dé-
licat à étudier dans la mesure où les essais mécaniques standards qui induisent des états
de contraintes et de déformations homogènes sont en général mieux adaptés aux matériaux
homogènes et isotropes. Une solution envisageable est d’exploiter le caractère hétérogène de
certains essais mécaniques qui ont pour conséquence d’activer plus de paramètres constitutifs
de la loi de comportement que des essais homogènes. L’utilisation de plus en plus répandue
des méthodes de mesures de champs cinématiques en surface d’échantillons va de paire avec
cette solution. Parmi les procèdures inverses développées, la méthode des champs virtuels
(MCV) présente l’avantage d’extraire les paramètres inconnus sans calculs itératifs dans le
cas de l’élasticité anisotrope, contrairement au recalage par éléments finis [3]. Par ailleurs,
le problème souvent délicat de la modélisation de l’application des efforts aux limites de
l’échantillon peut être résolu en choisissant de façon juducieuse les champs virtuels. Dans le
présent travail, la méthode des champs virtuels est appliquée à la flexion de plaques minces



anisotropes. Ce problème a déjà été examiné par le passé avec cette méthode, mais avec des
procédures de construction des champs virtuels qui n’étaient pas optimisées [7]. L’utilisation
de champs virtuels décrits par sous-domaines et la minimisation de l’effet du bruit de mesure
sont présentés comme des points originaux aboutissant à des résultats prometteurs quant à la
sensibilité des rigidités identifiées vis à vis du bruit de mesure.

2 Méthode des champs virtuels avec champs virtuels spé-
ciaux

Le principe de la méthode des champs virtuels est décrit dans le cadre de la flexion des
plaques minces orthotropes. Il repose sur le principe des travaux virtuels. Il est écrit ici en
considérant une loi de comportement de type élastique orthotrope, en supposant que la plaque
est soumise à des chargements ��� aux noeuds �	��

����� � . Dans ce cas, en se plaçant dans les
axes d’orthotropie, on obtient :
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Les courbures réelles
� � et virtuelles

� �� sont directement dérivées des flèches réelles E ou
virtuelles E � . Les inconnues du problème sont les rigidités de flexion

� �KJ .
Le principe de base consiste à écrire l’équation 1 avec autant de champs virtuels que d’in-

connues. Depuis sa mise en place [6], la méthode a fait l’objet de nombreux développements
tant d’un point de vue numérique qu’expérimental [8, 9]. Par ailleurs, l’utilisation de champs
virtuels spéciaux notés E �#L , MN�POQ�R�7� � ([4, 5] par exemple), permet d’obtenir directement
chaque paramètre inconnu à partir de la connaissance du champ de courbures en surface
d’échantillon. Ces champs ont la particularité d’annuler chaque intégrale de l’équation 1 sauf
une intégrale égale à l’unité. On obtient alors le système 2.STTTTTTTTTU TTTTTTTTTV
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(2)

En plus des Equations (2), chaque champ virtuel gE �4L vérifie les conditions d’admissibilité
cinématique, ce qui se traduit par des déplacements virtuels nuls aux points d’appuis de la



plaque. L’intérêt d’un tel calcul réside dans l’obtention directe du paramètre recherché à partir
de la connaissance du champ de courbures sans avoir recours à des calculs itératifs, comme
c’est le cas le recalage par éléments finis.

3 Champs définis par sous-domaines

Même avec les champs spéciaux, le choix de ces derniers reste infini. Jusqu’à présent,le
choix s’était porté sur des champs définis continuement à partir de polynômes. Dans la pré-
sente approche, les champs virtuels spéciaux E � sont définis à partir de fonctions continues
par sous-domaines comme celles utilisées dans la méthode des éléments finis. De tels champs
ont des fonctions de forme de degré inférieur aux polynômes utilisés jusqu’à présent, ce qui
crée davantage de stabilité et de robustesse de la méthode. Par ailleurs, ces champs doivent
simplement être continus hji d’un domaine à un autre. La continuité du gradient n’est pas
nécessaire pour le calcul des déplacements nodaux, ce qui laisse davantage de flexibilité dans
leur construction. Enfin, l’étude de multimatériaux ou de structures irrégulières est simplifiée
par de tels champs. La construction de ces champs est brièvement rappelée dans la suite [10].
En regroupant les degrés de liberté sous la forme d’un vecteur colonne k lnm , et en introdui-
sant les fonctions de forme sous forme d’un vecteur ligne oNp 9GF HDI < k , on obtient l’expression
de la flèche virtuelle suivante : E � 9cF H>I < �qorp 9cF HDI < k�k lsm (3)

Les courbures virtuelles sur chaque sous-domaine se déduisent de l’équation 3 par déri-
vation de orp 9GF H>I < k par rapport à

F
et/ou I soit :� �� 9cF HDI < �qo:tvu�wDx3yu � w k lzm{Y � �* 9cF HDI < �qo:tvu�wDx3yu * w k lsm{Y � �0 9cF HDI < �qo:t}|Qu7w(x3yu � u * k lsm (4)

Ces courbures virtuelles ainsi exprimées servent à calculer les intégrales des Equations
(2) sur les sous-domaines constituant la surface étudiée. Les inconnues sont ici les degrés de
libertés des noeuds du maillage virtuel. Une stratégie simple de résolution consiste à choisir
le nombre de sous-domaines de telle sorte que le nombre de degrés de libertés inconnus
soit égal au nombre d’équations disponibles, en l’occurence les quatre équations issues des
champs virtuels spéciaux et les équations issues des conditions aux limites. Ce choix conduit
à une solution unique de champs virtuel par rigidité inconnue. Cependant, cette solution est
relativement sensible au bruit de mesure ([10] par exemple). L’utilisation d’une approche
optimisée prenant en compte l’influence du bruit de mesure comme contrainte supplémentaire
dans l’identification des paramètres permet d’améliorer sensiblement les résultats.

4 Minimisation de l’effet du bruit de mesure

Les grandes lignes de cette technique sont présentées dans ce paragraphe. L’idée de base
consiste à tenir compte du bruit de mesure dans les données réelles. En pratique, les données
d’entrée sont soit issues de mesures [1], soient simulées par élements finis. On peut mon-
trer [2] que la variance des rigidités inconnues est proportionnelle à la variance du bruit de



mesures de déformations. Le coefficient de proportionnalité, noté ~ L , fait apparaître les cour-
bures virtuelles et donc les degrés de liberté aux noeuds du maillage virtuel, et les rigidités
inconnues. ~ L peut être défini comme la sensibilité de la MCV au bruit de mesure. Plus ~ L
est petit, meilleure sera l’identification. L’idée consiste à minimiser l’influence de l’effet du
bruit de mesure. En pratique, la minimisation s’effectue sous contraintes car il faut également
tenir compte des conditions de champs spéciaux et des conditions aux limites. On exprime
alors le Lagrangien associé au problème posé � L sous la forme suivante :� L �X
��-|�oNl L k���kRl L m !4" $�R� ) oN� L k7�Xk�l L m ) oN� L k3k�� L m !4" $d=� ?��c� � � ?��G� 0 (5)

la matrice � est une matrice semi-définie positive qui s’exprime en fonction des rigidités
inconnues et des dérivées des fonctions de formes associées aux éléments virtuels. Le vecteuro:� L k est composé des multiplicateurs de Lagrange, � étant la matrice obtenue à partir des
contraintes liées aux champs spéciaux et aux conditions aux limites. Enfin, les composantes
du vecteur k � L m sont toutes nulles sauf un terme unité qui correspond à la condition de
champ spécial qui apparaît dans l’Equation (2). L’exposant M varie de 
 à � pour les � rigidités
inconnues. On montre que trouver la valeur stationnaire de � L revient à résoudre le système
suivant [2] : � � �}�� Z��

� k l L mk � L m�� ��k � L m (6)

5 Application à l’identification des rigidités de flexion d’une
plaque anisotrope

5.1 Introduction

Des données simulées à partir du code d’éléments finis ANSYS 8.0 servent de données
d’entrée. La plaque anisotrope de dimensions L=H=0,1m et d’épaisseur 1 mm est présentée
Figure 1. Les appuis sont placés de telle façon à solliciter à la fois la plaque en flexion dans
les deux directions x et y et en torsion. La plaque comprend 48x48=2304 éléments de type
shell 99. La méthode d’identification est programmée avec MATLAB 6.5. L’exemple d’une
plaque anisotrope de séquences d’empilement � Z3�R� 0 est traité ici. Elle est en verre epoxyde
orientée selon ses axes d’orthotropie.

Dans le cas étudié, chaque sous-domaine virtuel est rectangulaire et présente 4 degrés de
liberté par noeud (4 noeuds) soit : E , u7�u � , u��u * , u w �u � u * pour assurer la continuité des pentes
entre deux éléments adjacents (donc des déplacements en surface).

5.2 Résultats sans bruit

La méthode présentée ici peut s’appliquer quelque soit le nombre de sous domaines vir-
tuels. Dans ce paragraphe, les données d’entrée simulées ne sont pas bruitées. La coïncidence
ou non du découpage en sous-domaines virtuels par rapport aux éléments réels modifie les
valeurs de rigidités identifiées, comme le souligne le tableau 1.
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Figure 1 – Configuration retenue pour la simulation par éléments finis�+�7�
(N.m)

�1*#*
(N.m)

��0/0
(N.m)

�+��*
(N.m)

Référence : 3,410 0,852 0,333 0,256
(maillages coïncidents)
�� sous-domaines 3,416 0,853 0,333 0,257
(erreur relative) 0,18% 0,17% 0,11% 0,21%
(maillages non coïncidents)
�Z�Z sous-domaines 2,879 0,810 0,342 0,187
(erreur relative) 15,59% 5,00% 2,81% 27,12%

Tableau 1 – Influence du nombre de sous domaines sur les rigidités de flexion de plaque

Des écarts importants apparaissent lorsque les frontières des domaines virtuels et réels
ne coïncident pas. Ils sont liés à l’approximation des diverses intégrales par la méthode des
rectangles. Une contrainte supplémentaire apparaît donc et doit être respectée lors de la prise
en compte de données bruitées : celle de la coïncidence des maillages réels et virtuels.

5.3 Résultats avec bruit

Il s’agit à présent de trouver le découpage virtuel qui mène à la meilleure identification
des rigidités en prenant en compte des données bruitées. Dans un souci de normalisation, le
critère d’identifiabilité des rigidités retenu est le rapport des coefficients ~ L sur les rigidités
inconnues. Quelques résultats sont présentés dans le Tableau 2. Ils montrent l’importance du
nombre de sous-domaines dans la minimisation de l’effet du bruit de mesure.~ � � �1F\F ~ � � �+* ~ d � �10/0 ~ e � �+��*

1 domaine 4,49 7,63 0,71 11,08�f�s���f
7� sous-domaines 0,045 0,064 0,011 0,159
�|���
�|[�P
R�
� sous-domaines 0,002 0,002 0,0003 0,007

Tableau 2 – Sensibilité au bruit pour divers découpages



6 Conclusion

La méthode des champs virtuels a été appliquée dans le cas de la flexion faible des plaques
anisotropes. Deux aspects nouveaux ont été développés. Ils concernent d’une part le choix des
champs virtuels, point très important pour le calcul des paramètres inconnus. Dans la présente
approche, le découpage de la surface étudiée en sous-domaines donne plus de stabilité et
de robustesse à la méthode. Le second aspect repose sur l’effet du bruit de mesure comme
paramètre à minimiser. Les résultats concernant les rigidités identifiées sont prometteurs,
notamment par rapport à leur stabilité vis-à-vis de données bruitées. Parmi les perspectives
de ce travail, l’optimisation de l’essai lui-même est maintenant à prendre en considération,
notamment en ce qui concerne la localisation des points d’appuis, des efforts, et la forme de
la plaque.
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