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RESUME. Ce papier présente I’implémentation d’une décomposition numérique de Karhunen-
Loeve d’une fonction de covariance dans un code de calcul par éléments finis. Cette
procédure permet la discrétisation future d’un champ aléatoire sous la forme d’une série
tronquée comportant des variables aléatoires et des fonctions déterministes.

ABSTRACT. This paper presents the implementation of a numerical Karhunen-Loéve
covariance expansion method in a finite elements code. The procedure allows the future
discretization of a stochastic field in the form of a truncated series expansion including
deterministic functions and random variables.

MOTs-CLES : Eléments Finis Stochastiques, Champ Aléatoire, Processus Aléatoire,
Décomposition Spectrale, Décomposition en série de Karhunen-Loéve, Covariance.
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1. Introduction

L’une des difficultés principales associée aux calculs stochastiques est la
manipulation de champs aléatoires, utilisés par exemple pour représenter la
variabilité spatiale de données (densité, module d’Young,...). Il est nécessaire de les
discrétiser, les approximer sous une forme comprenant un nombre fini de variables
aléatoires. Pour un champ aléatoire cela peut par exemple consister en I’association
d’une variable aléatoire a chaque nceud d’un modele éléments finis et en I’utilisation
des fonctions de forme pour interpoler le champ aléatoire sur tout le domaine. Cette
méthode peut conduire a un grand nombre de variables aléatoires, avec lequel il sera
colteux de travailler (pour réaliser des simulations de Monte Carlo ou des calculs
stochastiques).

Une démarche moins codteuse consiste en la décomposition du champ sous la
forme d’une série analogue a une série de Fourier [GHA 91]. Considérons un champ
aléatoire o({x},®) dont sont connues la moyenne @({x}) et la fonction de covariance
C, ({X} {y} La décomposition en série de Karhunen-Loéve du processus
aléatoire est de la forme :

af{x) ) = a({x}) + Zl Vo 6 (©) 0, (X)) [1]

ou A, et ¢, ({X}) sont les valeurs propres et vecteurs propres de la fonction de
covariance, c’est a dire les solution de I’équation de Fredholm suivante (D étant le
domaine d’intégration et d{x;} devant étre compris comme le produit des dx;) :

o C. (xS 1% Don (x dlfx, § = 2, 0, ({x, ) [2]

Les variables aléatoires gn(m) Normales si le champ aléatoire a({x}®) est
Gaussien. La convergence de la série [1] dépend de la fonction de covariance [HUA
01]. Une telle décomposition peut constituer la premiére étape d’un calcul par une
méthode d’éléments finis stochastiques dans le cadre de processus aléatoire
Gaussien ([GHA 99], [MAT 99]).

Des solutions analytiques a I’équation [2] sont connues pour quelques fonctions
de covariances classiques et des domaines unidimensionnels. Cependant dans [GHA
91] une méthode de résolution numérique est présentée permettant la résolution de
[2] pour tout domaine et fonction de covariance admissible. Cette méthode présente
I’avantage d’étre particulierement adaptée a une implémentation dans un code de
calcul par éléments finis, méme si elle peut étre utilisée hors de ce cadre [CAS 02].
Dans ce papier nous présentons une implémentation de cette méthode dans le code
de calcul par éléments finis CAST3M [VER 84] et la testons sur un cas possédant
une solution analytique.
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2. Théorie

Une procédure de type Galerkin permet d’obtenir une solution a I’équation [2]
[GHA 91]. Soit {h({x})} une base de fonctions dans I’espace de Hilbert des
fonctions continues. Chaque fonction propre ¢, ({x}) se décompose en :

o

oc(ixf) = 2 a0 h () [3]

i=1

La différence €, entre les deux membres de I’équation de Fredholm [2] suite a
la troncature de cette série au N terme pour la k'™ fonction propre est :

e ({x,)) = idf”{LCa({Xl}, Db (x Deix, § = 2.0 ({x,) [4]

Pour un k donné requérir que I’erreur soit orthogonale aux fonctions de la base
conduita:

S [ . oed b et s -, L )| <0 e

Cette équation permet de calculer la k®™ fonction et valeur propre. Cette
expression peut étre écrite sous une forme matricielle en définissant les matrices [C]
et [B] suivantes :

C, = JD[L,Ca({xl},{xz})hi({xz})d{xz}]hj({xl})d{xl} [6]
B, = [,h(ix))h, (x}dix} [7]

Ce qui conduit & I’équation suivante pour le k®™ mode :

[B]{d(k)}—i[cl{dw}=o (9]

Cette équation est similaire a celle définissant un probléme dynamique dans le
cadre d’une methode de calcul par éléments finis. En effet, pour un systeme
possédant une matrice de rigidité [] et de masse [m], les k™™ pulsation et vecteur
propre sont obtenu en résolvant I’équation :

[KH{a®}- o [M{g®}=0 [9]

Par conséquent il suffit d’ajouter au code le calcul des matrices [C] et [B] pour
disposer d’un outil de résolution de I’équation [2]. Notre procédure de calcul
conduit aux correspondances suivantes dans le modéle :
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Données :

- la matrice [K] est remplacée par la matrice [B] ;

- la matrice [M] est remplacée par la matrice [C] ;

- Aucune condition aux limites n’est imposée au systéme
Résultats:

- la k"™ pulsation a, retournée nous donne la valeur propre A, selon la relation :

1

A o= ——
Koo [10]

@y
- le vecteur propre {q" } retourné suite au calcul nous donne les valeurs nodales
de la fonction propre ?ki{x}) qui peut ensuite étre interpolée en utilisant les n

fonctions de forme N, (1X;) (n étant le nombre de nceuds du modele) :
o, (Ix}) = 2N (x)a” [11]

3.Calcul des matrices [C] et [B] en utilisant un modeéle éléments finis

L’utilisation des fonctions de forme N,({x}) comme base de fonction dans
I’expression [6] conduit a :

C, = |l DNt [ i, 12
Considérons d’abord le premier niveau d’intégration de I’équation [6] :

fi(bx) = [, Ot D NG, ) dix | [13]

Les fonctions de forme possédant un support compact, le domaine d’intégration
peut étre limité aux €léments entourant directement le nceud i. En notant Di ce
domaine et Dey le domaine de I’élément k nous permet d’écrire :

(i) - z( c({xl},{x2}>Ni<{xz}>d{xz}j 1

k,eDi

Puis, en utilisant une intégration par point de Gauss :

()= %S clix b DN (ixt Dw, detl([3, ) [15]

kpeDi ig=1

De méme, pour la variable {x;}:

Cij = IDj fi ({Xl})Ni({Xl})d{Xl} [16]
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NGauss

C, = 3 3 1l (i Hw, det(fs, ] [17]

KeDj jg=1

Finalement, en substituant f par son expression [15], nous obtenons :

C. =TT 2E el bes e P, el D] o P, s, )

Ou Di est le jeu d’éléments entourant le nceud i, N; est la fonction de forme
associée au nceud i, Ngauss €St le nombre de points de Gauss dans chaque
élément, {x:‘gl} est le vecteur des coordonnées du ig" point de Gauss de I’élément

ki, Wi est le poids associé au ig" point de Gauss [Ji] est la matrice Jacobienne de
I’élément k;.

Pour la matrice [B] le calcul est plus simple : I’expression [7] correspond a la
matrice de masse du systeme pour une densité unitaire.

6. Cas-test

Nous avons utilisé comme cas-test une poutre maillée avec des éléments
tétraédriques et une covariance exponentielle, pour lesquels une solution analytique
est connue. Les résultats numériques montrent une bonne convergence vers les
résultats analytiques avec I’augmentation de la densité du maillage (Figure 1). Pour
la densité la plus élevée testée, les valeurs propres et fonctions propres (Figure 2)
numériques pour les 4 premiers modes sont similaires a 1% prés a la théorie.
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Figure 1. Cas-test : erreur relative entre les valeurs propres calculées et les valeurs
propres théoriques en fonction du nombre d’éléments
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Figure 2. Cas-test : modes propres calculés (a gauche) et théoriques (a droite)

8. Conclusions

La méthode présentée précédemment permet la décomposition en série de
Karhunen-Loéve d’une fonction de covariance par le biais d’un code de calcul par
éléments finis. Cette décomposition permet la discrétisation de champs aléatoires
sous la forme d’un jeux de fonctions déterministes (représentées par leurs valeurs
nodales) associées a des variables aléatoires. Cette méthode est utilisable pour toute
fonction de covariance admissible et tout domaine.
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