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RÉSUMÉ. Dans le cadre de la maximisation de la rigidité globale d’une structure élastique
linéaire au moindre coût, nous proposons une méthodologie générale de définition optimale des
sous-domaines (en terme de taille et de forme) d’une telle structure. Elle s’applique de manière
pertinente pour l’optimisation de structures constituées de blocs assemblés dont la forme n’est
à priori pas imposée. Un exemple d’optimisation de voiles de bateaux est présenté.

ABSTRACT. In the framwork of maximization of the global stiffness of an elastic structure, we
developped a general method to define optimal subdomains (in terms of shape and number) of
such a structure. This optimization algorithm is relevant for the design of an elastic structure
manufactured as an assembly of different sub-structures with non-imposed shape. A numerical
optimization of a boat sail is given as an example.

MOTS-CLÉS : Optimisation de forme, sous domaine, élasticité linéaire

KEYWORDS: Shape optimization, sub-domain, linear elasticity

1. Le problème de conception optimale d’une voile de bateau

Le problème de la conception optimale d’une voile de bateau est complexe car
de nombreux phénomènes physiques (mécanique des fluides, mécanique du solide,
interaction fluide-structures), de nombreux objectifs (coût, poids, tenue du profil, ré-
sistance au UV, résistance au pliage ...) et de nombreuses contraintes de fabrication
sont à prendre en compte. Deux types de fabrication de voiles sont couramment utili-
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sées : 1. les voiles fabriquées en un unique morceau avec des fibres longues curvilignes
à espacement variable, 2. les voiles fabriquées par assemblage de panneaux à fibres
longues rectilignes à espacement fixe.

L’objectif du travail présenté est la définition du nombre et de la forme des sous-
domaines d’une structure élastique dans le cadre de la maximisation de la rigidité
globale de la structure au moindre coût (poids, prix ...). Appliquée aux voiles, cette
méthodologie générale permet de définir la forme des panneaux et leurs caractéris-
tiques mécaniques optimales dans le cadre de la conception de voiles fabriquées par
panneaux assemblés.

2. Optimisation à paramètres distribués

2.1. Définition du problème élastique de référence

On se place sous l’hypothèse de petits déplacements et de petites déformations.
Soit un milieu tridimensionnel

�
élastique linéaire. Sa frontière � � est divisée en deux

parties ��� et ��� . Des déplacements nuls sont imposés sur ��� , une densité surfacique
de force � est imposée sur ��� et une densité volumique d’effort 	 est imposée dans�

. Le problème d’élasticité linéaire tridimensionnelle 
��� est défini par les équations
suivantes :
��� ��������� ��� 	 �����

dans
� ����� �!�"� � � sur � �# �����

sur � � $ ��� 
 #  �&%'����(*)+��(*)
dans

�
Introduisons l’ensemble ,.-0/ des champs de contraintes statiquement admissibles :,1-0/ �32�45���76 
98 6;:<�>=?6�@A6�B 1C 45���D��4*�E�F6 � 4 ����!G � � 	 ���&�

dans
� 6H45���I�!�'� � � sur � �KJ

2.2. Paramètres et critère d’optimisation

Les L paramètres de conception (orientation de fibres, proportions de matériau ...)
seront appelés M � , 
98 �>=?65NONPNO6 LQ . Ils sont supposés bornés. Dans le but de maximiser la
rigidité globale d’une structure élastique au moindre coût pour un chargement donné,
nous considérons le problème de la minimisation de la somme pondérée du travail des
efforts extérieurs (compliance) et d’un terme de coût (par exemple : poids, quantité de
renfort introduit, coût de mise en oeuvre, ...). Le critère s’écrit alors :RTS 8+U �WVYX 	 N #DZY[ �\VA]K^ � N #DZY_ �`VYX7a5b # U0
�M �  ZY[
Compte tenu de l’égalité entre le travail des efforts extérieurs et du double de l’énergie
complémentaire, le problème d’optimisation s’écrit :cedOfg?hIiPjilk g i k gKh�moni c<dOfprqts mouTv V X %D����(w)x45��� 4 (w) ZK[ �\V X a5b # U0
�M �  ZY[7y
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2.3. Algorithme d’optimisation à paramètres distribués

Cet algorithme à paramètres distribués a été initialement introduit dans le cadre de
l’optimisation topologique [ALL 93] :

Initialisation : A partir d’un champ de paramètres d’optimisation initial, on déter-
mine le champ de contraintes associé par résolution du problème 
��� ,

Minimisations locales :La somme de l’énergie de déformation locale et du coût
local est minimisée par rapport aux paramètres d’optimisation à contraintes fixées,

Minimisation globale :A partir des paramètres d’optimisation déterminés à l’étape
précédente, on calcule le champ de contraintes associé. La minimisation globale est
réalisée automatiquement grâce au théorème de l’énergie complémentaire.

On itère alors ces deux minimisations. On démontre que cet algorithme est convergent.

3. Algorithme de définition des formes optimales des sous domaines

La définition du nombre et des formes des SD et les valeurs des paramètres d’op-
timisation associés se déroule en trois étapes :

Etape 1 - Optimisation à paramètres distribués : L’algorithme d’optimisation à
paramètres distribués décrit dans la section 2.3 est appliqué pour obtenir un champ de
paramètres d’optimisation optimal.

Etape 2 - Définition des sous domaines optimaux : On définit des SD connexes
à partir des résultats de l’optimisation à paramètres distribués. Pour cela, on scinde
les intervalles de définition des paramètres d’optimisation en sous intervalles. Les SD
connexes sont alors définis et triés de manière automatique. Les paramètres à dispo-
sition de l’utilisateur lors de cette étape sont le nombre de segments par intervalle à
définir sur chaque paramètre d’optimisation et la taille minimale d’un SD connexe.
En fixant ces paramètres, l’utilisateur peut définir un diamètre moyen de SD plus ou
moins grand en supprimant les SD trop petits.

Etape 3 - Optimisation à paramètres constants par sous-domaine : Le principe de
l’algorithme d’optimisation est identique à celui présenté à la section 2.3. Les minimi-
sations locales de l’algorithme d’optimisation à paramètres distribués sont remplacées
par des minimisations par SD sur lesquels les paramètres d’optimisation sont mainte-
nant supposés constants.

On obtient donc après ces trois étapes (les étapes 1 et 3 étant itératives) le nombre
et la forme des SD optimaux ainsi que les valeurs optimales des paramètres d’optimi-
sation constants par SD.
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4. Application à une voile de bateau

4.1. Optimisation d’une structure de type voile

Les voiles de bateaux sont constituées de fibres entrecroisées (tissées ou non) et
noyées entre deux films fins de résine polyester. L’ordre de grandeur de l’écartement
entre deux fibres peut aller jusqu’à 2cm. Le matériau présente donc un caractère non
homogène très marqué. Dans le but d’optimiser la répartition des fibres dans ce type
de voile, une modélisation et une identification du comportement d’un tel matériau
ont été développées sous la forme d’un modèle de type bicouche orthogonal. Il est
possible de définir une épaisseur totale, une épaisseur relative et une proportion de
fibres (supposée égale dans les deux plis) à partir des caractéristiques du matériau de
voile.

Une performance importante d’une voile de bateau est la tenue du profil lors de la
navigation. Cette performance peut être quantifiée par la rigidité globale de la voile,
qui doit être maximisée. Nous présentons dans ce travail les résultats de l’optimisation
de la rigidité membranaire de la voile sans prendre en compte la déformée hors-plan.
Bien qu’à priori simpliste, nous montrons que l’optimisation à paramètres distribués
permet de retrouver les conceptions de voiles modernes (de type 3DL). Forts de cette
observation, nous appliquons l’algorithme de définition de SD pour définir la forme
optimale des panneaux d’une voile.

4.2. Paramètres et critère d’optimisation

Nous nous plaçons dans le cadre d’un matériau composite de type bicouche ortho-
gonal à fibres longues curvilignes et à épaisseur relative variable, en supposant que la
proportion de fibres est identique dans les deux couches et donc que les deux couches
ont le même comportement élastique linéaire orthotrope. Deux paramètres d’optimi-
sation sont définis : l’orientation du bicouche orthogonal ( z|{~}P��� � 6 � �A� ) et l’épaisseur
relative des deux couches ( ��{�} ��N ��65= � ). La loi de comportement homogénéisée est
obtenue par intégration dans l’épaisseur. Avec ce choix de paramètres d’optimisation,
le poids local est constant. Il n’est alors pas nécessaire d’introduire un terme de coût :
le critère d’optimisation se réduit alors à la compliance.

4.3. Minimisations locales et par sous-domaines

Dans la première étape, les minimisations locales de l’énergie de déformation sont
explicites [CHE 97][HAM 99]. Dans la troisième étape, les minimisations par SD (à
paramètres constants par sous-domaines) ne sont plus explicites et ont été développées
(la minimisation par rapport à l’orientation et la minimisation par rapport à l’épaisseur
relative se résument à la résolution de polynômes de degrés inférieurs à 4). On doit
donc effectuer une boucle sur ces itérations.
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Figure 1. Conditions aux limites appliquées au génois

4.4. Optimisation d’un génois

Un génois est modélisé (voir figure 1) comme une structure plane encastrée au
point d’amure et chargée aux point d’écoute et au point de drisse. Des conditions
de type glissière sont appliquées sur le guindant. La mise en œuvre numérique a été
effectuée en élasticité linéaire 2D sous l’hypothèse de contraintes planes. Nous uti-
lisons le code éléments finis OpenFem sous Scilab. Les résultats de l’optimisation à
paramètres distribués (orientation et épaisseur relative) sont présentés dans la figure 2
(dans cette figure le guindant est présenté vertical) A partir de cette répartition, les
sous-domaines optimums sont définis à partir de 10 intervalles sur l’orientation et 4
intervalles sur l’épaisseur relative. 12 sous domaines sont ainsi définis. Puis l’opti-
misation par sous-domaines aboutit aux résultats présentés sur la figure 3. Le critère
après l’étape de minimisation par SD augmente de

@r�Y�
par rapport au critère obtenu

après l’étape de minimisation à paramètres distribués.

5. Perspectives

Dans le cadre de la conception optimale de voiles, deux perspectives sont à l’étude :
1. intégration du coût de fabrication dans le critère, 2. modélisation de la voile par une
coque-membrane et développement de l’algorithme d’optimisation associé.
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Figure 2. Résultats de la minimisation à paramètres distribués. Figure de gauche :
orientations optimales. Figure de droite : épaisseurs relatives optimales.
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Figure 3. Résultats de la minimisation par sous-domaines optimaux. Figure de
gauche : orientations optimales. Figure de droite : épaisseurs relatives optimales.
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