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RÉSUMÉ. La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) a été utilisée avec succès dans le cadre
de la mécanique élastique linéaire de la rupture. Nous proposons de l’étendre à la propagation
de fissure en fatigue dans le cadre de la plasticité confinée. Une nouvelle base d’enrichissement
élasto-plastique est extraite des champs HRR et couplée avec un algorithme élasto-plastique
incrémental. Les résultats en mode I et mode mixte sont en bon accord avec ceux obtenus dans
un code élément fini classique.

ABSTRACT. The eXtended Finite Element Method (X-FEM) was used with success in the past few
years for Linear Elastic Fracture Mechanics. In this paper we propose to extend this method
to fatigue crack growth analysis in the case of confined plasticity. A new plastic enrichement
basis is therefore extracted from HRR fields and introduced in X-FEM coupled with a Newton
like iteration scheme and a radial return method for plastic flow. Comparisons are made for
mode I and mixed mode loading with a finite element code and show good agreements.

MOTS-CLÉS : mécanique non linéaire de la rupture, méthode des éléments finis étendus, champs
HRR.

KEYWORDS: non-linear fracture mechanics, extended finite element method, HRR fields.
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1. Introduction

Cet article présente, dans le cadre de la méthode des éléments finis étendus, une
analyse élasto-plastique bidimensionnelle de la propagation de fissure en fatigue en
mode mixte. Cette méthode est basée sur les champs asymptotiques en pointe de fis-
sure en élasto-plasticité appelés champs HRR (cf. [HUT 68] et [RIC 68]) d’où est
extraite une base d’enrichissement élasto-plastique similaire à celle proposée dans
[RAO 04].

2. Etude des champs asymptotiques élasto-plastiques

2.1. Singulartiés

Considérons un matériau élasto-plastique suivant une loi de comportement en puis-
sance de type Ramberg-Osgood dont l’expression unidimensionnelle est la suivante :������ �� � ��� 	 �� ��
� [1]

où � � est la contrainte de référence, � � � � ����� la déformation de référence, � le
module de Young,

�
une constante matériau et � l’exposant de la loi puissance.

Pour un état multiaxial de contrainte, la loi de Ramberg-Osgood peut être géné-
ralisée en utilisant la partition du taux de déformation en sa part élastique et sa part
plastique. La prédominance en pointe de fissure de la part plastique de la déformation
permet d’obtenir les champs asymptotiques des contraintes, déformations et dépla-
cements proposés par Hutchinson [HUT 68], Rice et Rosengren [RIC 68] et appelés
champs HRR : ����� � � � 	 �� � � � ��� ��� 
��

��� � ������"!$#&% �(' [2]

� ��� � � � � ! �� � �)��� � � '
���� � �� �*�"!+#&% �(' [3]

, � � � � � � !
�� � ����� � � '

���� � �, �-!$#&% �(' [4]

où � et # sont les coordonnées polaires d’un repère centré sur la pointe de fissure,� � une fonction sans dimension de � , ������ , �� �*� et �, � des fonctions angulaires sans
dimension de � et # , et

�
l’intégrale de Rice.

Dans [HUT 68] et [RIC 68], les fonctions angulaires sont calculées en mode I pur ;
comme présenté dans [PAN 90] celles-ci peuvent également être calculées en mode II
pur en considérant les conditions d’antisymétrie. Les équations [2] à [4] représentent
donc les champs asymptotiques élasto-plastiques en mode I et II.
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2.2. Analyse de Fourier

La nécessité de résoudre une équation différentielle non linéaire d’ordre quatre
pour obtenir les fonctions �, � !$#&% �(' impose d’approximer celles-ci sur l’exemple de
l’élasticité linéaire. Dans le cas élastique linéaire, les champs asymptotiques des dé-
placements en mode I et II sont donnés par :

,/. ! � %-# ' �1024365 �2�7 !98;:(<>="?
# 2 !9@BAC<D=E?�# ' � 8;:F:/?HGJI # 2 !K@ � <>="?L# � 2 '-' [5]

,NM ! � %-# ' � 0243 5 �2�7 !98;:(?HGOI
# 2 !9@PAC<D=E?�# ' AC8;:F:(<>="? # 2 !9@ � <D="?&# � 2 '-' [6]

où @ est la constante de Kolosov, @ � !9QRATS ' � ! 0 � S ' en contraintes planes et @ �QUAWVES en déformations planes. Ces fonctions peuvent être exactement représentées en
les développant sur la base suivante :XZY

� ?HGJI
# 2 % Y � <>="?

# 2 % Y � ?-GOI
# 2 ?HGOI[#&% Y � <D=E?

# 2 ?HGJI[#/\ [7]

Dans le cas élasto-plastique, une décomposition en série de Fourier des fonctions�, � !+#&% �(' est réalisée pour les modes I et II. Ces fonctions, qui sont connues sur l’inter-
valle ] A 7Z^-7N_ , sont périodisées sur ] ` ^ V 7N_ en conservant les propriétés de symétrie et
antisymétrie des champs élastiques, et la variable passe de # à # � 2 . Il apparaît que les
seules harmoniques non nulles sont celles associées aux fonctions <>="?>!K@baM ' et ?HGOI(!9@UaM '
( @ étant un entier positif) selon les propriétés de symétrie.

Cette analyse de Fourier montre que l’on peut approximer correctement les champs
HRR en utilisant une décomposition tronquée comprenant les quatre premières har-
moniques non nulles. On peut observer sur la Figure 1 la comparaison des dévelop-
pements de Fourier avec les champs HRR en déformation plane en mode I et II pour
différentes valeurs de � ( � � Q&c*d , � � 0 ` , � �fe ` ).

Il est donc possible de représenter correctement les champs de déplacements en
mode I et II en développant les champs HRR sur la base suivante :

� ���� �
XB	 <>="? @g#2 %h?-GOI @g#2 
 ^ @ji ] 0 %kQ&% e %Fd _ \ [8]

3. Base d’enrichissement X-FEM élasto-plastique

3.1. Cas élastique

La méthode des éléments finis étendus (cf. [MOE 99]) introduit des degrés de
liberté supplémentaires associés à des fonctions de forme enrichies en utilisant le
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Figure 1. Approximations des champs HRR en mode I (a) et mode II (b)

concept de partition de l’unité [BAB 97]. Le champ de déplacement enrichi s’écrit
alors :

l �nm�+o�pTq � !+r ' l � � m�$o�pts+uwv"q � !$r '-x !+r 'zy � � m�$o�pt{-|~} � v m)� q � !+r 'z� � !+r 'H� �$� � [9]

avec � l’ensemble des noeuds éléments finis standards, �����)� l’ensemble des noeuds
appartenant aux éléments entièrement tranchés par la fissure, et ���)�k� � � l’ensemble des
noeuds appartenants à l’élément contenant la pointe de fissure. q � sont les fonctions
de forme éléments finis classiques, x est une fonction saut valant � 0 et ] � � _ est
donnée par l’équation [7] dans le cas élastique linéaire (cf. [FLE 97]).
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3.2. Cas plastique

La base de Fourier obtenue précédemment a été modifiée par manipulations trigo-
nométriques sur l’exemple de l’élasticité afin qu’elle ne comporte qu’une seule fonc-
tion discontinue en # � � 7 . La présence d’harmoniques plus élevées qu’en élasticité
nous a amené à modifier la technique d’intégration numérique par sous-triangles utili-
sée jusqu’alors dans X-FEM (cf. [MOE 99]). Une technique de sous-découpage régu-
lier en 16 sous-quadrangles (cf Figure 2) contenant chacun 16 points de Gauss nous
a permis d’obtenir des résultats satisfaisants. Ces sous-éléments qui ne comportent
pas de noeuds sont utilisés uniquement pour le calcul de la matrice de raideur et de
l’écoulement plastique.

Eléments

Fissure

Noeud nodal
Support

(a)
Sous−quadrangles

(b)

Figure 2. (a) Support nodal tranché par la fissure. (b)Sous-quadrangles associés aux
éléments tranchés.

Une analyse des valeurs propres de différentes bases tirées de l’équation [8] et de
la base élastique nous a permis de choisir la base suivante :

] � � _ ��� � ���� �4��� �
	 # 2 
 % � ��)� �4�D�4�

	 # 2 
 % � ��)� �4�>� �
	 # 2 
 ��� � !+# ' %

� ���� ���>�4�
	 # 2 
 �>� � !$# ' % � ���� �4��� �

	 # 2 
 �>� � !9Q4# ' % � ���� ���D�4�
	 # 2 
 �>� � !9Q4# '~� [10]

4. Exemples

Des comparaisons ont été faites en mode I pur et en mode mixte avec une code
éléments finis classique dans lequel un maillage fin rayonnant en pointe de fissure a
été utilisé. On peut observer sur la Figure 3 que les résultats pour l’ouverture de fissure
et l’intégrale

�
en mode mixte sont en bon accord.

5. Conclusion

Une méthode d’enrichissement de l’approximation éléments finis dans le cadre de
la mécanique élasto-plastique de la rupture a été présentée. L’hypothèse principale de
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Figure 3. Comparaison X-FEM / FEM pour l’ouverture de fissure et l’intégrale J.

cette étude est que l’on se place dans le cas de la plasticité confinée en pointe de fis-
sure et par conséquent seul l’élément fini contenant la pointe de fissure est enrichi. Une
nouvelle base d’enrichissement capable de capturer les singularités HRR est présentée
dans un cadre X-FEM. Les résultats présentés sont en bon accord pour l’évaluation de
paramètres classiques en mécanique de la rupture tels que l’intégrale

�
. Comme pré-

cisé précédemment ces travaux seront utilisés par la suite pour prédire la propagation
de fissure élasto-plasticité en fatigue sans remaillage avec prise en compte du contact
et du frottement.
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