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RESUME. Des facteurs économiques et réglementaires poussent les ingénieurs a prendre en
compte les incertitudes existant dans les domaines en interaction, via des impédances de fron-
tiére, avec les structures qu’ils modélisent. Un modéle probabiliste de ces impédances est
construit par une méthode non paramétrique, autour d’un modéle moyen & variables d’état
cachées identifié a partir de calculs déterministes. L’approche est appliquée au dimensionne-
ment d’une cuve de stockage de gaz construite sur pieux.

ABSTRACT. Economic and legal pressures on the structural engineers force them to consider un-
certainty in the domains interacting, through boundary impedances, with their design structure.
A probabilistic model of this impedance is constructed around a mean hidden state variables
model using a non-parametric method. This mean model is constructed using only determin-
istic tools. The methodology is applied to the design of a gas container constructed on a pile
foundation.

MOTS-CLES : modele non paramétrique, impédance, mécanique probabiliste, incertitudes

KEYWORDS: non-parametric model, impedance, probabilistic mechanics, uncertainty quantifica-
tion
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1. Introduction

En aéronautique, hydrodynamique et géodynamique, les ingénieurs sont confron-
tés a des domaines de trés grande taille - atmosphére, mers ou sols - en interaction,
via une matrice d’impédance, avec les structures qu’ils cherchent a dimensionner
[WOL 85]. Celle-ci, notée [Z(w)], relie - pour le probléme harmonique local défini
sur le domaine extérieur €2 (figure 1) - les vecteurs de déplacement u et de contraintes
t définis sur une certaine base de fonctions d’interface sur la frontiere T.

[Z(w)]u=t.

Dans un souci d’efficacité économique et de respect de la sécurité, ils doivent pouvoir
calculer cette impédance le plus exactement possible, et savoir quantifier I’incertitude
sur leur estimation, donc calculer la fonction densité de probabilité de [Z(w)]. Le sol
notamment pose de nombreux problemes [MAG 00, FAV 98], liés a la difficulté de
mesure de ses caractéristiques, a une grande variabilité spatiale de celles-ci, et a des
problémes de modélisation.

Les nombreuses méthodes stochastiques
paramétriques développées [SCH 97], no-
tamment la méthode des éléments finis
stochastiques [GHA 91, AUV 00] ou des
méthodes couplées Eléments Finis Sto-
chastiques / Eléments Finis de Frontiére
[SAV 02], sont mal adaptées pour des do-
maines comme le sol car elles nécessitent
I’identification des paramétres incertains et
surtout la connaissance des fonctions den-
sité de probabilité sur ces derniers. De plus,
pour un domaine non-borné, le nombre de
degrés de liberté a considérer en complique
I"application.

Figure 1. Probléme du couplage d’un
domaine non-borné  incertain a une
structure via I’interface T’

Récemment, une méthode non paramétrique a été introduite par Soize [SOI 00] qui
s’affranchit de ces inconvénients et permet de prendre en compte les incertitudes sur
les modéles. Elle est utilisée dans cette communication pour construire directement,
c’est a dire sans passer par la construction d’un modele probabiliste de la matrice de
rigidité du systéme puis sa condensation sur T', un modele probabiliste de [Z (w)]. Pour
une telle construction, avantageuse en termes de degrés de liberté, les méthodes para-
métriques sont difficilement utilisables car la dépendance de la valeur des coefficients
de [Z(w)] par rapport aux paramétres mécaniques n’est en général pas accessible.

L utilisation de la méthode non paramétrique pour la prise en compte d’incerti-
tudes sur des domaines bornés est briévement rappelée (section 2) puis I’extension
aux domaines non-bornés est envisagée avec la construction d’un modele probabi-
liste de I'impédance de frontiere (section 3). Ce modeéle est basé sur I’utilisation de
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variables d’état cachées, et un modéle moyen est identifié a partir d’un modéle déter-
ministe (section 4). L’approche est appliquée a un cas industriel de dimensionnement
d’une cuve de stockage de gaz posée sur des pieux (section 5).

2. La méthode non paramétrique

La méthode non paramétrique propose de remplacer les matrices réduites, défi-
nies positives ou positives et indépendantes de la fréquence, issues de I’approximation
Eléments Finis d’un probléme mécanique déterministe par des matrices aléatoires.
La densité de probabilité pp4) de chacune de ces matrices aléatoires [A] est calculée
analytiqguement par maximisation de I’entropie [JAY 57] sous les contraintes :

E {[A]} = [4] W
E {In(det[A])} = vj4 < 400,

ou [A] et vy 4 sont des parametres. Les matrices moyennes [A] sont déterminges a par-
tir du probleme déterministe et les v 4 sont déduits de parametres de dispersion dj 4
estimés par le modélisateur ou déterminés expérimentalement [ARN 05]. Le principe
constructif de la fonction densité de probabilité d’une matrice aléatoire définie posi-
tive [A] peut étre appliqué aussi bien & un modele de matrice de rigidité d’un domaine
borné de la forme

[R(w)] = [K] - iw[C] - w? [M].

qu’atout autre modeéle, par exemple d’impédance, composé de matrices définies posi-
tives indépendantes de la fréquence.

3. Modéele probabiliste de la matrice d’impédance

Le modéle construit doit, pour étre physiquement valable, étre causal. Plusieurs
méthodes permettent a priori d’assurer cette causalité : utilisation des relations de
Kramers-Kronig [KRO 26, KRA 27] ; décomposition sur une base de fonctions de
Hardy [PIE 01] ; ou utilisation de variables cachées [CHA 87]. En mécanique numé-
rique, la premiére méthode n’est pas constructive car les parties réelles et imaginaires
ne sont pas accessibles indépendamment I’une de I’autre comme c’est le cas en mé-
canique expérimentale. Le développement sur une base de fonctions de Hardy pose
des problémes de convergence et, les matrices en facteur n’étant a priori pas définies
positives, la méthode non paramétrique nécessite I’utilisation d’autres ensembles de
matrices aléatoires plus délicats a construire.

L’approche proposée consiste a rechercher I'impédance [ Z (w)] sous la forme d’une
condensation sur I" d’un systéme mécanique régi par une équation du second de-
gré a coefficients constants. Les variables considérées sont alors des variables d’état
cachées, liées seulement indirectement aux degrés de liberté physiques du systéme.
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L’ impédance du systéme, décomposée en blocs selon les ny degrés de liberté sur T" et
ny, variables cachées, est

[Rw)] = [K]-iw[C]-w”[M]

[Zrr (w)1[ [Zrh(w)]
[(Zra(w)]"  [Zhn(w)]

ou [K], [C] et [M] sont des matrices définies positives (la présence de modes de corps
rigide peut également étre traitée). [Zo5(w)] = [Kap] — iw [Cap] — w? [Mag], pour
(a, B) dans {T', h}?2, [Mrr], [Crr] et [Krr] sont des matrices nr x nr réelles définies
positives, [Mry], [Crr] et [KTp] des matrices nr x ny, réelles et [Mpy], [Cri] €t [Kpa]
des matrices nj, x ny, réelles définies positives. L'impédance de frontiére condensée
sur T peut alors étre mise sous la forme d’une fraction matricielle rationnelle

[Zw)] = [Zrr(W)] = [Zoa(@)] [Zra(@)] ™" [Zoa(w)]” )

[V (w)]
d(w) ’
ol w +— [N(w)] and w — d(w) sont deux polyndmes de w a coefficients constants

(matriciels pour NV et scalaires pour d). Les degrés de d et N vérifient degd = 2n, et
deg N = degd + 2.

4. ldentification du modéle moyen

La forme de I'impédance [Z(w)] assure sa causalité. La méthode non paramé-
trique permet alors de déterminer (équation 1) les fonctions densité de probabilité des
matrices définies positives [K], [C] et [M] moyennant I’identification des matrices
moyennes [K], [C] et [M] et I’estimation des coefficients de dispersion [ARN 05]
pour chaque matrice. Un modele moyen a variables d’état cachées doit donc étre pro-
posé a partir de résultats expérimentaux ou numériques en minimisant

ny
=2
ou [Z] est la matrice des impédances mesurées (expérimentalement ou numériquement
avec un modéle déterministe), connue aux fréquences wy, pour k dans {1,...,n¢},
[Z(wy,)] est la condensation sur I' (équation 2) de [K] — iwy, [C] — wi [M] et ||.||7
représente la norme de Frobenius. De nombreux outils peuvent étre utilisés pour la

résolution de ce probleme, en général non-linéaire, d’identification (voir par exemple
[LEB 96] ou [BUL 95]).

12w )1 - 12 @]

5. Exemple : dimensionnement d’une cuve de stockage

La méthode est appliquée au dimensionnement du radier circulaire d’une cuve de
stockage de gaz. De grande taille - 80 métres de diamétre - ce radier est posé sur
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pieux. L’ impédance déterministe est calculée a I’aide d’une méthode mixte Eléments
Finis - EIéments Finis de Frontiére : une zone cylindrique sous la fondation, englobant
les pieux, est modélisée par Eléments Finis (figure 2(a)) et I’influence du reste du
sol est prise en compte par la méthode des Eléments Finis de Frontiére. Le modéle
moyen a variables cachées de I’ impédance est ensuite construit par identification, et la
méthode non paramétrique est appliquée. Les résultats sont présentés a la figure 2(b)
pour la partie réelle de I'impédance de tamis. La méthode non paramétrique a été
utilisée avec 1000 tirages de Monte-Carlo (la convergence de I’espérance et de la
covariance est observée pour moins de 500 tirages) et des coefficients de dispersion

11
1 x10

R{[Z(@)],, } [N/m]

0 5 10 15
Fréquence [Hz]

(a) Modele Eléments Finis du sol et (b) Partie réelle de I'impédance de ta-
des pieux sous le radier (demi-modeéle) mis

Figure 2. Application de la méthode non paramétrique au calcul de I’'impédance de
tamis du sol et des pieux d’une cuve de stockage de gaz : résultat déterministe (+),
modéle moyen (—) et enveloppe des tirages de Monte-Carlo (en gris).

6. Conclusions et perspectives

La méthode présentée permet de construire un modele probabiliste de I'impédance
de domaines non-bornés complexes, prenant en compte les incertitudes de modélisa-
tion, et ne nécessitant pas I’identification des paramétres incertains et la quantification
de leur incertitude. La réduction de I’analyse a des matrices d’impédance de bord per-
met des gains de temps de calcul importants par rapport a des méthodes paramétriques
ou le domaine non-borné serait discrétisé. L’intérét de la méthode a été montré sur un
premier exemple numérique de dimensionnement. Les principaux axes de recherche
concernent I’identification des coefficients de dispersion § [ARN 05] et les méthodes
d’identification du modele moyen pour des cas plus compliqués que celui présenté.
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