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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous proposons une formulation co-rotationnelle de poutres sand-
wich adaptatives munies d’un traitement hybride actif/passif pour l’atténuation des vibrations
en dynamique non-linéaire. Il s’agit de poutres composées d’un cœur viscoélastique contraint
par des peaux élastiques munies de pastilles piézoélectriques. Le couplage électromécanique
est pris en compte à travers l’introduction d’un opérateur de rigidité ajoutée (cas capteur) et
l’imposition d’un chargement mécanique fonction du voltage imposé (cas actionneur). Le com-
portement viscoélastique du cœur est décrit par une loi de comportement à base de dérivées
fractionnaires. La résolution du problème est réalisée à l’aide d’un algorithme combiné de
Grünwald-Newmark-Newton. Un exemple d’application de type bielle-manivelle est étudié afin
de montrer la performance du traitement hybride.

ABSTRACT. A co-rotational formulation of adaptive sandwich beams for hybrid active/passive
damping treatement in non-linear dynamics is proposed. The structure is composed by a vis-
coelastic core constrained by elastic/piezoelectric layers. The electromechanical coupling is
taken into account by modifying the stiffness matrix (sensor) and by applying a mechanical
load written in terms of the applied tension (actuator). A fractional derivative model is used
for modeling the viscoelastic behavior of the core. The problem is solved by using a Grünwald-
Newmark-Newton scheme. A slider-crank mechanism is analysed in order to emphasize the
performance of the hybrid active/passive damping treatment.

MOTS-CLÉS : traitement hybride actif/passif, poutre sandwich, formulation co-rotationnelle, dy-
namique non-linéaire.

KEYWORDS: hybrid active/passive damping treatment, sandwich beam, co-rotational formula-
tion, non-linear dynamics.
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1. Introduction

Nous proposons dans ce travail une formulation co-rotationnelle de poutre sand-
wich adaptative. La structure est composée d’un cœur viscoélastique contraint par des
peaux élastiques, munies de pastilles piézoélectriques. Les particularités de la formu-
lation éléments finis résident i) dans l’absence de degrés de liberté électriques pour
prendre en compte le couplage électromécanique ; ii) dans l’utilisation d’un modèle
à dérivées fractionnaires pour modéliser l’amortissement viscoélastique ; et iii) dans
l’utilisation d’une approche co-rotationnelle appliquée aux poutres sandwich. L’hypo-
thèse des petites déformations est considérée, néanmoins, on se place dans le cadre des
grands déplacements et grandes rotations. La résolution du problème non-linéaire est
réalisée à l’aide d’une méthode implicite d’intégration directe de Newmark combinée
à un algorithme de Newton-Raphson et à une procédure d’approximation des dérivées
fractionnaires (formalisme de Grünwald). L’exemple d’un système bielle-manivelle
est présenté et analysé. Il s’agit d’une structure largement utilisé dans la littérature,
mais sans traitement actif-passif [ELK 95, SIM 86].

2. Lois de comportement

2.1. Comportement piézoélectrique

Les sous-couches piézoélectriques des peaux stratifiées sont considérées polari-
sées dans la direction de l’épaisseur avec un champ électrique appliqué parallèlement
à cette polarisation. Ceci caractérise une action piézoélectrique par extension dont le
couplage électromécanique se fait entre la composante axiale de la déformation ��� et
la composante transverse du champ électrique

���
. La loi de comportement tridimen-

sionnelle pour les matériaux piézoélectriques orthotropes se réduit alors à :� ���
	� ���������	� � � � � ����� ��	� � ������� 	����� � �
[1]

où � � est la contrainte axiale et
���

le déplacement électrique transverse. Les constantes
élastique, piézoélectrique et diélectrique sont respectivement définies par :	����� � � ��� � �"! � �� ��� � 	� � � � � � � � � � � � ���� ��� � 	� ��� � � ��� � �#!���� ���
Ces constantes modifiées résultent des hypothèses de contrainte transverse nulle et
champ électrique uniaxial. De plus, on suppose dans ce travail que le potentiel élec-
trique est linéaire par sous-couche piézoélectrique (indice $�% ), ce qui implique un
champ électrique constant.

2.2. Matériaux viscoélastiques

Nous utilisons dans ce travail le modèle fractionnaire de Zener pour décrire le com-
portement du cœur viscoélastique. De plus, nous supposons que le module d’Young
est proportionnel au module de cisaillement, c’est-à-dire que le coefficient de Pois-
son est indépendant de la fréquence. La loi de comportement unidimensionnelle du
matériau viscoélastique s’écrit sous la forme suivante [BAG 83] :� �'&)(�*+( � � �-, ���.&)( �0/ *+(�� [2]
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où
�-,

et
�0/

sont les modules élastiques relaxé et non relaxé, 1 l’ordre de la dérivée
fractionnaire ( 243516387 ) et & le temps de relaxation. L’opérateur fractionnaire * ( ,
qui apparaît dans la loi de comportement [2], peut être approché par différentes mé-
thodes. Une des plus simples à mettre en œuvre est basée sur la définition de Grünwald
qui consiste à approcher l’opérateur fractionnaire par différences finies9 � (;:=<?>A@ 7BDC ( EGFH%�I=J K %�L �M: >ON % [3]

où
BDC

, supposé fixe, est l’incrément de temps du schéma numérique ( : > � : 9 C > < etC > �6P BDC
), QSR la troncature de la série et

K %�L � les coefficients de Grünwald calculés
avec la formule de récurrence

K %�L �0� % N ( N �% K % .
3. Formulation co-rotationnelle

Considérons un élément fini de poutre sandwich comme celui présenté sur la
Fig. 1. Cette configuration correspond à une poutre sandwich à trois couches (cœur
viscoélastique/peaux élastiques) [GAL 04]. Les déplacements généralisés sont discré-
tisés avec des fonctions de forme linéaires pour les déplacements moyen 	T et relatif UT
et cubiques pour les déflections V . Les vecteurs des ddls en coordonnées globale et lo-
cale sont donnés par W ��XY	TZ� V � V-[� UTZ�]\ 	T ! V ! V-[! UT !�^ T et _W �
X _	TZ� _V0[� _UT=�]\ _	T ! _V0[! _ UT !^ T.

1

2

configuration initiale configuration actuelle

Figure 1. Configuration co-rotationnelle de poutre sandwich

Les mesures de déformation locales sont supposées petites, ainsi l’énergie interne
pour chaque couche de la poutre sandwich est écrite sous la forme suivante (cœur ` ,
peaux acb�dfe)g )
h]i bkjl mGnop�qGr s

t nvuxwzy r i u{ r iM|~}+��i u"� ��i��
d � e h]� b�jl s

t;�A� y r � { r ��� y;� � { � ��� d � [4]

avec { r?� b�� � ���Y�-|~� �v���;� et { � � b�� � . Le comportement du cœur viscoélastique est
pris en compte à partir de l’histoire des déformations “anélastiques” ( ��b j e)� )

y=��� r� � b
�` ����x��)� j � ` � �0¡ | �0¢�0¡ £ { ��� r� � � ` � �-¡�0¢ mG¤op�qGrf¥ p � r �{ ���
r�¦)p� � §¨

[5]
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qui sont mises à jour à chaque pas de temps par (avec � ( ��& (ª© 9 & ( � BDC ( < ) :

	� > L � � � / � � ,�0/ � > L � � & (BDC ( E FH%�I=J K %�L ��	� > L � N % [6]

En ce qui concerne le couplage électromécanique dans les peaux, l’équation [1] est
utilisée avec les conditions aux limites électriques de type circuit ouvert (CO) et circuit
fermé (CF). En CF, on impose une différence de potentiel électrique telle que

����« ��0¬ «� ©�® «� . La contribution électromécanique de l’énergie interne est alors donnée par

¯ ME« �±° EG²H%�I � 	�
«�� � ¬ « ´³¶µ?·J¹¸»º « � 9Y¼ «  � ¼ « <�½ « ¾ d ¿ [7]

Dans le cas CO,
� ��« � 2 , ce qui implique

�0��« �À�S	� «�� � © 	� «���� � � « . La contribution
électromécanique de l’énergie interne est alors donnée par¯ ME« � 7Á ° ³ µÂ·J�Ã _K « º ! « � Á _Ä « º « ½ « � _� « ½ ! «�Å d ¿ [8]

avec Æ _K « � _Ä « � _� « Ç � EG²H%�I �
9 	� « � � <?!	� «���� Æ ® «�È� ® «� 9Y¼ «� � ¼ « < � ® � «� © 7 Á � ® «� 9É¼ «� � ¼ « < ! Ç .

Les termes
¼ «

et
¼ «�

désignent la position de la ligne moyenne locale associée à la $ -
ième couche et à la $ % -ième sous-couche. Après discrétisation, les équations [7] et [8]
fournissent un vecteur chargement fonction du voltage imposé (cas CF) et un terme
de rigidité ajoutée (cas CO). Dans ce dernier cas, le voltage induit dans la pastille
piézoélectrique est obtenu par post-traitement des résultats [GAL 05]. Il est important
de signaler que cette approche ne nécessite pas l’introduction de degrés de liberté
électriques dans la formulation.

Afin de résoudre le problème temporel, la méthode implicite d’intégration directe
de Newmark est combinée à un algorithme de Newton-Raphson. Le vecteur des efforts
internes ainsi que la matrice de rigidité tangente sont calculés analytiquement à chaque
itération. L’équation de mouvement du système s’écrit alors sous la formeÊÌËW > L � �ÎÍ 9 W > L � < �±Ï > L � � UÏ > L � � 	Ï > L � [9]

où Í est le vecteur des efforts internes calculé à partir de la variation des équations [4]
et où Ê est la matrice de masse calculée de façon classique. En ce qui concerne les
efforts extérieurs, le second membre de l’équation [9] est composé d’un effort mé-
canique Ï , d’un effort issu du couplage électromécanique dans le cas actionneur UÏ
et d’un vecteur de forces dissipatives issu du comportement viscoélastique du cœur,
défini par 	Ï > L � �
� � ( � /�-, E FH%�I � K %�L � 	Í > L � N % [10]

Ce terme est mis à jour à chaque pas de temps en fonction de l’histoire du vecteur des
efforts internes associé au comportement viscoélastique. Il est important de signaler
que le vecteur des efforts internes et la matrice de rigidité tangente font intervenir le
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comportement viscoélastique du cœur ainsi que le couplage électromécanique dans
le cas capteur. Ce dernier se fait par l’introduction d’un opérateur de rigidité ajoutée
(terme UÐÒÑ � UÐÒÓ

de l’équation [12]). Dans le cas actionneur, le couplage électromé-
canique est pris en compte à partir d’un chargement mécanique écrit en fonction du
voltage imposé :

UÏ > L �Ô «� �Ì�0° ³ÎÕ)ÖJ 	� «�� � ¬ > L �«� ÆØ× TÙ « � 9É¼ «  � ¼ « < × TÚ « Ç d ¿ [11]

La matrice de rigidité tangente
ÐÒÛ

, quant à elle, est obtenue à partir de la différen-
tiation du vecteur des efforts internes par rapport au vecteur des ddls. La matrice de
rigidité tangente est alors écrite pour toutes les couches de la poutre sandwichÐ4Û � ÐÒÑ � ÐÒÓ � UÐÒÑ � UÐÒÓ � � ( 9 � / � � , <�0, 9 Ð~ÜÑ � Ð~ÜÓ < [12]

où les indices M et G désignent les composantes matérielle et géométrique de la ma-
trice de rigidité tangente. Le dernier terme de cette équation est associé au comporte-
ment viscoélastique du cœur.

4. Exemple d’application

Considérons un système bielle-manivelle comme celui présenté sur la Fig. 2 (a). Le
mécanisme est composé d’une manivelle rigide OA et d’une tige sandwich AB. Cette
dernière est composée d’un cœur viscoélastique1 ( ® Ü � 2 � Á mm) contraint par des
peaux élastiques2 ( ®fÝ Þ � ® Ú Þ � 7 mm) munies des pastilles piézoélectriques3 ( ®fÝß �® Ú ß � 2 ��à mm). La tige est discrétisée par un maillage régulier de 10 éléments. Le
mouvement du mécanisme débute lorsque les points O, A et B sont alignés, avec le
point A situé entre O et B. Le temps total d’étude est de á �kâ 2 ms, avec un pas
de temps de

BDC � 2 � 2 à ms. La manivelle tourne autour du point O avec une vitesse
constante de rotation d’amplitude ãä � 2 � 7 à rad/ms. La pastille piézoélectrique collée
sur la surface supérieure de la tige AB fonctionne en tant qu’actionneur alors que celle
collée symmetriquement sur la surface inférieure fonctionne en tant que capteur. La
loi de commande qui relie les deux pastilles est de type contrôle par rétroaction de la
vitesse au milieu de la poutre.

On présente sur la Fig. 2 (b) la déflexion relative du point situé au centre de la
tige AB en fonction de l’angle de la manivelle. Il s’agit de la composante normale à
la droite qui relie les points A et B dans la configuration actuelle. Les résultats ont
été obtenus avec une vitesse initiale associée au mouvement de corps rigide. Le gain
de contrôle utilisé dans les calculs est de -100 ms. On observe que la déflexion du
point au milieu de la tige AB s’amortit après le premier tour. Le diagramme de phase
correspondant à ce point illustre la stabilité de la solution lorsque une vitesse constante
est imposée à la manivelle.å

. ISD112 à 27 æ C : ç¶è å�é ê�ê
kg/m ë ; ì'è ê�í�î

; ïñðòè å�í�î
MPa ; ïôóõè é�ö�í�ö î

MPa ;÷ è ê�í�ø ö�å"î
; ùxè å�íÂú#ê î ûýüòå�ê�þ�ÿ

msû
. Aluminium : çýè û é ö ê

kg/m ë ; ì è ê�í���ú#î
; ï è ø�ê�í��

GPa�
. PZT5H : çxè ø î ê ê

kg/m ë ; ������è�� ëÂë è å"û é
GPa ; ��� ë è�	 ú�íå GPa ; 
 ë ��è�� é�í?î C/m

ÿ
;


 ëÂë è û���í��
C/m

ÿ
;  ëÂë è å í�� ücå�ê þ��

F/m
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(a) (b)

Figure 2. Géométrie du système bielle-manivelle (a) et évolution temporelle du point
situé au milieu de la tige AB (b)

5. Conclusion

Nous avons proposé, dans ce travail, un traitement hybride actif/passif pour at-
ténuer les réponses transitoires d’une poutre sandwich en non-linéaire géométrique.
Pour cela, une formulation co-rotationnelle de poutre sandwich est proposée dans le
cadre des petites déformations et des grands déplacements et grandes rotations. La
poutre sandwich est composée d’un cœur viscoélastique et de peaux stratifiées piézo-
électriques. Le modèle fractionnaire de Zener est utilisé pour modéliser le compor-
tement viscoélastique du cœur, c’est-à-dire caractériser sa dépendance en fréquence.
De plus, la prise en compte du couplage électromécanique dans les peaux ne fait pas
intervenir de degrés de liberté électriques. Les réponses dynamiques du système non-
linéaire sont obtenues avec un algorithme combiné Grünwald-Newton-Newmark. En-
fin, un exemple de système bielle-manivelle est proposé et analysé.
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