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RÉSUMÉ Dans ce papier est présenté une modélisation d’un actionneur hydraulique 
continûment déformable composé de trois soufflets métalliques en parallèle, ayant pour but 
de courber un cathéter (chirurgie mini-invasive). Pour réduire le coût numérique de la 
simulation, nous proposons une modélisation adaptée dans laquelle chaque soufflet est 
modélisé à partir de coordonnées relatives à la manière d’un système multi-corps . Le 
principe de base est un algorithme de « collage » reformulant les équations de contraintes 
algébriques à partir de la  matrice de flexibilité tangente K-1 du système et conduisant ainsi à 
la résolution d’un nombre réduit d’équations. De plus K-1 étant construite à partir d’une 
formulation « récurrence arrière », le coût numérique globale n’évolue que linéairement en 
fonction du nombre de DDL. 
ABSTRACT. In this paper is presented a modelling of continuum elastic hydraulic actuator to 
bend a catheter (mini-invasive surgery). It is composed of three parallel  metallic bellows. To 
reduce the numerical task of simulation, we propose an adapted modelling in which each 
bellow is modelled with relative coordinates as a multibody system. The basic principle is a 
gluing algorithm from which the algebraic constraint equations are reformulated by using 
tangent flexibility matrix K-1 of the system, the number of equations to be solved is thus 
reduced. Moreover the numerical task is only a linear function of the number of DOF 
because K-1 is built by a backward  formulation. 
MOTS-CLÉS : actionneur compliant, actionneur hydraulique, prototypage interactif, 
formulation récursive,  technique de condensation, chirurgie mini-invasive. 
KEYWORDS: Elastic actuator, Hydraulic actuator, Interactive design, gluing algorithm, mini-
invasive surgery 
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1. Introduction 

Nous proposons ici, l’étude d’un actionneur hydraulique déformable, composé de 
trois soufflets métalliques disposés parallèlement et dont les extrémités forment un 
triangle équilatéral. Les trois soufflets sont encastrés entre deux supports 
cylindriques (diamètre 5,3 mm). Un moment de flexion  est crée lorsque les valeurs 
des pressions sont différentes à l’intérieur de chaque soufflet permettant ainsi de 
courber un cathéter ou un endoscope [JOL 02], [THO 03]. Du fait de l’absence de 
partie rigide, cette actionneur  appartient à la catégorie des actionneurs continûment 
déformable. Il est assez difficile de simuler en grand déplacement ce type de 
structure car la réponse du système est fortement non linéaire même si les 
déformations demeurent purement élastiques. La complexité numérique du modèle  

est augmentée par le fait qu’il faut un nombre de 
degrés de liberté important pour simuler 
correctement les déplacements. 
Dans ce papier est présenté une modélisation, de cet 
actionneur, adaptée à un prototypage virtuel 
interactif. L’objectif est de mettre au point une 
application logicielle spécifique permettant de 
réinitialiser facilement les paramètres de calcul du 
modèle et d’avoir  des phases de calculs instantanées 
afin de concevoir rapidement un premier  prototype 
virtuel. Pour réduire le coût numérique, chaque 
soufflet est modélisé séparément comme un système 

multi-corps composé d’articulations élastiques dont les coordonnées relatives sont 
calculées par une formulation « récurrence  arrière » [FEA 99]. Le modèle de 
chaque soufflet étant non linéaire, on calcule à chaque itération par récurrence 
arrière leur matrice de flexibilité tangente associée. On reformule les équations des 
contraintes géométriques en fonction des forces de réaction entre les trois soufflets 
et le support cylindrique en mouvement. Cette formulation algorithmique est une 
extension à un problème non linéaire de la formulation d’un algorithme de 
« collage » présenté dans [TSE 03] . 

2. Modélisation d’un soufflet 

Un soufflet  est modélisé par un ensemble n sections circulaires dont les 
mouvements relatifs sont décrits ci-dessous (Fig. 1). Les deux rotations 
correspondent aux déformations induites par le moment de flexion. La translation 
correspond aux déformations induites par la force de traction/compression. Les 
distorsions angulaires dues à l’effort tranchant sont négligées devant les 
déformations précédentes. q ( )T

i i iα β δ=  représentent les coordonnées 
articulaires associées à chaque section circulaire i. On fait correspondre une raideur 
de traction  à tK iδ et une raideur de flexion 

fK  à ,i iα β . Ces raideurs peuvent être 
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déterminées à partir de kt et kf  respectivement les raideurs de traction et de flexion 
d’une ondulation, données fournies par le fabricant.  

 

 

 

 

 

 Figure 1..  Soufflet de longueur L modélisé par n sections circulaires 
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• 1 rotation βi autour de  yi 
• 1 rotation αi autour de  xi-1 
• 1 translation δi suivant  zi-1 

Les équations d’équilibre du système {section i … section n} donnent :  
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On pose { } { } { }( (
TT

i ext ext ii i
T R M O= ) )

T qui représentera par le suite l’action 

mécanique du support cylindrique mobile sur le soufflet. Du fait de la non linéarité 
géométrique, les efforts { }iT  sont calculés itérativement à partir d’une formulation 

incrémentale : { }   et   { } { }1k k
i iT T d+ = + iT 1 ;

i i

k k
iq q dq+ = +

Ce qui donne, après calculs, une relation algébrique du type : 

{ } [ ] [ ] { } [ ]{ }( )1 ( / 1) T
i idq D J i i dT C dT−= − + i i .  [2] 

Pour plus de détails se référer à [JOL 04]. 
En utilisant alors la propriété de transport des moments, on obtient une relation 
algébrique du type :  { } [ ] { }1

1 ;i
i T i

dT L dT−
− = i  

Et par récurrence arrière { } [ ] { }1
1

i
i T n

dT L dT−
− = n avec [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1
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...i i  i n
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Finalement, on obtient la relation:{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }( )1 ( / 1) )Ti i
i T in n

dq D J i i L C L dT−= − + T n
 [3] 

Le champ des petits déplacements entre deux sections circulaires est défini par : 

1 1

1( / 1)
i i i i i i i i i i
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⇔ { } [ ]{ }/ 1 ( / 1)T
i i idU J i i dq− = −   avec { }  [4] / 1 (T T T

i i i idU du d− = Θ );
En utilisant le modèle statique défini précédemment, on obtient: 

{ } [ ] { }1
/ 1i i i idU K dT−

− =  ; [ ] 1 * *
/ 1i i iK J C−

− i⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦   [5] 

[ ][ ] [ ]1*
/ 1 ( / 1) ( / 1) t

i iJ J i i D J i i−
−⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦  ; [ ]* ( / 1)i iC J i i C⎡ ⎤ ⎡= − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 [ ]iK représente la matrice de raideur  tangente élémentaire.  
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Finalement, on obtient la relation: { } [ ] {1
/ 0n SdU K dT−= }n  [6] 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 1
1 11 1

( ... )n T n n T
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−−
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 [ ] 1
SK −  est  la matrice de flexibilité tangente du soufflet, elle peut être construite 

de manière récursive. 

3.  Modélisation de l’actionneur  

Soit ( )0 0 0 0 0: , , ,R O x y z le repère situé au centre du support cylindrique fixe 

et ( ): , , , ( , ,ni ni i i i )R O x y z i a b c=  les repères sur les extrémités mobiles des soufflets Sa, 

Sb, Sc. Les équations d’équilibre statique du support cylindrique mobile S sont 
définies par : 

{ } { } { } { } { }( ) ( ) ( ) ( )a b cT fluide S T S S T S S T S S→ − → − → − → = 0  [7] 

En projetant dans le repère attaché à un soufflet (par ex. ) et en utilisant comme 
point de référence l’origine de ce repère (par ex. 0 ), on obtient la forme algébrique 
suivante des équations  d’équilibre :

naR

na

{ } [ ] { } [ ] { } { }. .na nb nc fT b T c T T= − − +   

La  pression hydraulique à l’intérieur des trois soufflets Sa, Sb, Sc crée une action 
mécanique définie par:  
{ } { } [ ] { } [ ] { }. .f fa fb fcT T b T c T= + +  [8] 

{ } { } { }( 0 ); ;S z=
TTT

fi fi fi i iT R R p= ip représente la  pression hydraulique à 

l’intérieur du soufflet  Si  de section S. 
 
Les repères niR  doivent rester parallèles entre eux ce qui induit six contraintes 
algébriques sur les incréments de rotation: 
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 [9] 

Les repères  Rna, Rnb, Rnc se déplacent suivant un mouvement de corps rigide ce 
qui entraîne six contraintes algébriques supplémentaires : 
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4. Principe de l’algorithme : « gluing algorithm » 
 
Les efforts de réaction des soufflets sur le support cylindrique mobile doivent 
vérifier les équations d’équilibre : 
{ } { } [ ]{ } [ ] { }.a f bT T b T c T= − − c
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ainsi que les contraintes algébriques :  { }  { } { } { }0; ( );T T
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⇒{ } [ ] { } [ ] [ ] [ ]1 1; (d A dT A J K G− 1)− −⎡ ⎤Φ = = ⎣ ⎦  [11] 

La solution du problème correspond au zéro de la fonction { }Φ  obtenue par la 

méthode de Newton-Raphston:{ } [ ] { }k kdT A= − Φ . Le résidu { }Φ  est évalué  

en rotation à l’aide des angles de tangage/roulis/lacet ( ) ( ) ( )( )a bc a bc a bcφ θ ψ  calculés 
pour chaque soufflet et en translation par le calcul des distances entre les extrémités 
des soufflets. 

5. Résultats numériques et conclusion 

Cette algorithme a été implantée dans l’environnement logiciel LabVIEW ™. 
Plusieurs tests numériques ont été réalisés. Dans le tableau ci-dessous ne sont 
présentés que trois tests significatifs correspondant à une modélisation de chaque 
soufflet par 100 sections circulaires. Dans chaque test, un seul soufflet est 
pressurisé. On impose une tolérance numérique de 10-11 sur { }Φ . Les résultats 
obtenus sont cohérents, on obtient une même côte z dans les trois tests pour le 
soufflets pressurisé et les orientations des trois soufflets sont identiques.  
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Nombre 
itérations 

(pa ; pb ; pc ) 
(N/mm2) 

(za ; zb ; zc )    (mm) (φa(b,c) ; θ a(b,c ; ψ a(b,c ) (rad) 

4 (0,2 ; 0 ; 0)  (26.60; 24.75; 24.75 ) (5 E-10 ; -3 E-10; 0.25) 
5 (0 ; 0.2 ; 0) (24.76; 26.60; 24.75 ) (-0.01; 0.21; -0.12 ) 
5 (0 ; 0 ; 0.2) (24.76; 24.75; 26.60 ) (0.01, - 0.21; -0.12 ) 

 
Tab. 2: Numerical results with  L=25 mm, N=100, kt =21,145 N.mm-1

kf=4,8055 N.mm.rad-1 , H=5mm, S=2,1 mm2 

 
L’algorithme converge très rapidement en 5 itérations maximum. Dans le cas où les 
différences de pression sont importantes, il est nécessaire de construire un boucle 
externe de calcul afin de faire varier progressivement le chargement.  
Dans cette exemple le nombre de DDL est égal 3x3x100=900, couplés par 12 
équations de contrainte algébrique. Dans une approche centralisée, à chaque 
itération on doit  résoudre un système comportant une matrice de taille (900x900). 
Dans notre approche, nous résolvons un système dont la matrice est de taille 
(12x12) quelque soit le nombre de DDL envisagés. Le coût numérique est concentré 
sur le calcul de la matrice de flexibilité tangente de chaque soufflet et sur la 
réactualisation géométrique des soufflets à chaque itération. L’avantage de notre 
approche est que ce coût numérique n’est qu’une fonction linéaire du nombre de 
DDL. 
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