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RÉSUMÉ. Le calcul par éléments finis en mécanique de la rupture bénéficie du progrès considé-
rable apporté par la méthode XFEM, ces cinq dernières années. Sur le problème non-régulier
de la propagation de fissures, la précision de cette nouvelle méthode est sensiblement meilleure
qu’avec une méthode d’éléments finis classique de même degré. On peut toutefois observer que
la vitesse de convergence (quand le pas de maillage diminue) reste inchangée. Nous proposons
diverses améliorations de XFEM : enrichissement d’une zone élargie autour du fond de fissure
(fixée indépendamment du pas), condition de liaison entre les degrés de liberté sur cette zone
enrichie, traitement de l’interface entre la zone d’enrichissement et le reste du domaine. Notre
approche est validée sur un cas test où la précision optimale attendue est atteinte.

ABSTRACT. The XFEM method is a significant advance in computational fracture mechanics. For
the nonsmooth problem of the fracture propagation in an elastic body, the accuracy of this new
method is better than with a classical finite element method of the same degree. But it may be
observed that the rate of convergence (when the mesh parameter decreases) remains unchanged.
We present some improvements of the original XFEM method: enrichment on a enlarged zone
around the crack tip (fixed independently of the mesh parameter), bonding condition between
the singular enrichment degrees of freedom, treatment of the transition layer at the boundary of
the enriched zone. Numerical simulations show that the expected optimal rate of convergence
is achieved.

MOTS-CLÉS : Fissure, éléments finis, XFEM, vitesse de convergence optimale, raccord ponctuel

KEYWORDS: Fracture, finite elements, XFEM, optimal rate of convergence, pointwise matching.



1. Introduction

Dans beaucoup d’applications industrielles en calcul de structures (aéronautique,
matériaux composites, assemblages collés, structures en béton..), les ingénieurs doivent
de nos jours simuler de plus en plus finement la propagation de fissures. On connaît
bien les difficultés de la prise en compte de problèmes de mécanique de la rupture dans
une modélisation éléments finis : nécessité d’adapter le maillage à la ligne de frac-
ture, raffinement drastique indispensable du maillage en fond de fissure, remaillage
pour suivre la progression incrémentale de la fissure. En permettant le découplage du
maillage éléments finis et de la géométrie de la fissure, la méthode XFEM (eXten-
ded Finite Element Method) permet de remédier à ces inconvénients. Cette méthode
introduite par [MOE 99] a montré son efficacité et a suscité un certain nombre de
développements en 2D ou en 3D, ces cinq dernières années.

Une première étude a montré que la vitesse de convergence de la méthode XFEM
(quand le paramètre de maillage

�
diminue) n’était pas optimale [STA 03]. L’objet

de la présente communication est de proposer des alternatives pour surmonter cette
difficulté.

Dans la suite, nous commençons par rappeler le principe d’enrichissement de la
base éléments finis qu’introduit la méthode XFEM classique (section 2). Puis nous
présentons une première variante, dans l’objectif d’augmenter la vitesse de conver-
gence de l’approximation. La zone d’enrichissement autour de la pointe de fissure est
élargie, en fait on la fixe indépendamment du paramètre de maillage

�
qui diminue

(section 3).

On introduit ensuite une condition de liaison entre les degrés de liberté relatifs à cet
enrichissement afin notamment d’améliorer le conditionnement (section 4). La zone
de transition, c’est-à-dire la couche d’éléments entre la zone d’enrichissement fixée et
le reste du domaine, contribue à dégrader la qualité de l’approximation. On propose
alors une dernière variante dans le cadre d’une méthode non conforme : supprimer
la transition dans l’approximation et la remplacer par une condition de continuité du
déplacement aux noeuds à l’interface (section 5). De plus amples détails sur ce travail
peuvent être trouvés dans [LAB 04].

2. Position du problème

On considère dans le plan un milieu fissuré � , la ligne de fracture étant notée ���
et la pointe de la fissure ��� . Soit � le champ de déplacement solution du problème
d’élasticité linéarisée isotrope correspondant. L’expression asymptotique des compo-
santes de � au voisinage du fond de fissure est une combinaison linéaire de fonctions
singulières 	�
����������	�� . Celles-ci sont définies dans un voisinage de � � en coordonnées
polaires ��������� par :

	 
���� �� "!�# � $ �%	�& ��� ��')(� � $ ��	�* �+� �� �!�# � $ ')(� ,�,�%	 �-�+� ��'�(� � $ '�(� .�,�



On effectue une triangulation du domaine non fissuré /� paramétrée par
�1032

. On
note 45
����������4�6 la base vectorielle des fonctions polynômiales par morceaux de degré7

définies sur le maillage. Soit par ailleurs 8 une fonction de type Heaviside définie
dans un voisinage de la fissure par la valeur 9;: d’un côté de � � et <=: de l’autre.

L’espace d’approximation fourni par la méthode XFEM classique s’écrit alors :

>@? � AB C=D ? � 6E F�G 
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Dans cette définition, Q 
 �"Q�&M������� désigne la base éléments finis vectorielle des fonc-
tions polynômiales par morceaux de degré : . Les fonctions Q 
 �"Q�&M������� constituent lo-
calement une partition de l’unité. Les ensembles d’indices ^`_ et ^)a numérotent les
degrés de liberté enrichis par la fonction saut 8 ou les fonctions singulières 	 T res-
pectivement. On met dans la base d’approximation la fonction 8RQ F si le support deQ F est entièrement coupé par � � et l’on rajoute 	 T Q F seulement pour une fonction de
forme Q F associée à un sommet du triangle contenant � � [MOE 99].

La Figure 1 fournit une comparaison entre la méthode XFEM et la méthode des
éléments finis classique pour une approximation polynomiale de degré

7 � :�� $ �cb .
Compte-tenu de la singularité de la solution, on sait que la méthode des éléments finis
admet une vitesse de convergence en � � , et cela quel que soit le degré

7
. Les simu-

lations ont été réalisées sur un problème test : fissure rectiligne sur un carré en mode
I d’ouverture. Même si la comparaison est à l’avantage de XFEM (niveau d’erreur
plus faible à maillage fixé), on peut noter que la vitesse de convergence reste toujours
en � � (lorsque le paramètre de discrétisation

�
tend vers 0). Cette observation, qui

avait déjà été faite par [STA 03], montre que l’on ne retrouve pas l’optimalité d’une
méthode d’éléments finis classique, et cela bien que la singularité soit prise en compte
dans l’approximation.

3. Elargissement de la zone d’enrichissement

Une première cause de non-optimalité provient de ce que l’enrichissement par les
fonctions singulières ne concerne que le triangle contenant le fond de fissure. Dans
l’étude de vitesse de convergence, la taille de cet élément tend vers zéro comme

�
et

l’influence de l’enrichissement va diminuant. Il semble donc naturel d’élargir la zone
de l’enrichissement à une région autour du fond de fissure indépendante de la taille
du maillage. Ainsi, on choisit d’enrichir avec les 	 T tous les noeuds contenus dans
un disque de�����f��g=� centré au fond de fissure et de rayon g indépendant de

�
. Dans

l’expression de l’approximation XFEM précédente, l’ensemble d’indices ^`a est donc
remplacé par un ensemble ^ha��Kg=� convenable. Pour le terme d’enrichissement en 8
dans la définition de l’espace d’approximation, on choisit dorénavant la partition de
l’unité fournie par les fonctions de forme 4 F afin de rester cohérent avec l’approxi-
mation éléments finis de degré

7
dans le domaine.
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Figure 1. Vitesse de convergence de la méthode des éléments finis classique (FEM)
et de la méthode XFEM pour une approximation polynômiale de degré 1, 2 ou 3.
Echelles log., abscisses : :�i � , ordonnées : erreur relative en norme de l’énergie.

Reprenons le même problème test qu’en Figure 1 avec (i ) une partition de l’unité
de degré

7
pour l’enrichissement par la fonction saut 8 , (ii ) une zone d’enrichisse-

ment dj�K� � ��g=� dont le rayon est de l’ordre du dixième du côté du domaine. L’erreur en
norme de l’énergie est alors en

�lk
, où la vitesse de convergence m vaut

2 � n,�h:M� o ou
$ � p

selon le degré
7 � :�� $ ou b (au lieu de m � 2 �rq auparavant). On obtient ainsi une

précision presque optimale. L’idée d’élargir la zone d’enrichissement singulier a été
développée indépendamment par [BEC 04] et [LAB 04].

Le nombre de degrés de liberté va naturellement augmenter quelque peu, mais sur-
tout on peut observer une dégradation du conditionnement quand on monte en degré7

ou lorsque
�

diminue. Ce phénomène peut notamment s’expliquer par le fait que
les fonctions d’enrichissement 	 T 4 F ne sont pas linéairement indépendantes au ni-
veau élémentaire. Ainsi, pour une partition de l’unité s , on a les deux relations de
dépendance linéaire :t & �K	�
u<v	��w�I9 t 
)	 * � 2 � t & �K	 * <v	 & �@9 t 
)	�� � 2
avec

t 
 �K�V� � � 
 � t &f���l� � �V& et
t *M�K�V� � :x<y� 
 <y��& .

Si on utilise une partition de l’unité s�& , on trouve six relations de cette nature. Ceci
justifie l’utilisation que l’on fait habituellement d’une partition de l’unité s 
 pour les
fonctions singulières [MOE 99] [STA 03]. Même dans ce cas-là, l’élargissement de
zone d’enrichissement va multiplier ces situations de non-unisolvance locale, ce qui
explique en partie la dégradation du conditionnement.



4. Globalisation des degrés de liberté enrichis

Pour pallier ces inconvénients, on introduit une condition de liaison entre les de-
grés de liberté correspondant à l’enrichissement sur de���l���cg=� en fond de fissure. Pré-
cisément, pour chaque composante du vecteur déplacement, on impose à tous les de-
grés de liberté relatifs à l’enrichissement singulier d’être égaux entre eux. En notantz �Kg{�"�l� la fonction continue et affine par morceaux qui vaut : aux sommets dansdj�������cg=� et

2
aux autres sommets, l’espace d’approximation s’écrira ici

AB C D ? � 6E F�G 
�H
F 4 F 9 EFKJMLON P F 8|4 F 9 &E} G 


�ET G 
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où ~
w��~ & représente la base canonique dans le plan. Le conditionnement s’en trouve
sensiblement amélioré, mais la vitesse de convergence est moins bonne que précé-
demment. Sur le cas test, celle-ci est maintenant de

2 � q,��:�� q,� $ � p pour des polynômes
de degré :M� $ �cb respectivement.

5. Raccord ponctuel au bord de la zone d’enrichissement

L’étude de l’erreur d’interpolation (qui gouverne l’erreur de convergence) montre
que la perte de la précision dans le cas précédent se concentre sur la zone de transition,
c’est-à-dire sur la couche d’éléments situés à la frontière de la zone d’enrichissement.

L’idée est alors de revenir à la méthode originale de la partition de l’unité en ap-
proximation : la théorie assure une précision optimale [MEL 96]. On peut ici envisager
une partition de l’unité à deux termes, correspondant à un recouvrement du domaine
par deux sous-domaines � 
 et �u& , le fond de fissure étant disons à l’intérieur de � 

sans appartenir à �x& . L’étude de l’erreur d’interpolation en norme � & ���x� montre que
l’ordre de l’erreur ne dépend pas en fait de la largeur de la zone de transition ��
l�{� & .

D’où l’idée de faire tendre cette dimension vers zéro et d’introduire une condition
de raccord (ponctuel ou intégral) entre la zone d’enrichissement ��
 et son complé-
mentaire � & . On choisit une condition de continuité du déplacement aux noeuds sur
l’interface entre ��
 et � & . Naturellement l’approximation sera non conforme, au sens
où la continuité du champ de déplacement éléments finis enrichi n’est pas assurée
partout sur l’interface.

On reprend le cas test du carré fissuré en mode I. On choisit pour � 
 la réunion des
triangles du maillage contenus dans le disque de���l���cgX� . Les courbes de convergence
(Figure 2) montrent que l’on atteint l’optimalité. En fait, on observe même une légère
super-convergence, et cela pour un coût quelque peu inférieur et un conditionnement
du même ordre qu’avec XFEM classique.
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Figure 2. Vitesse de convergence pour XFEM avec raccord ponctuel (XFEM - point-
wise matching)
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