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RÉSUMÉ. Une méthodologie pour modéliser les inclusions sans mailler les interfaces entre les
différents matériaux est proposée. L’approche envisagée s’appuie sur la méthode des éléments
finis étendus (XFEM) basée sur le concept de partition de l’unité. Les interfaces entre matériaux
sont décrites par des fonctions d’espace, appelées lignes de niveaux. L’objet du travail présenté
est d’étendre la méthode, déjà appliquée à des éléments de faible degré, à des éléments finis
d’ordre plus élevé de type spectral afin d’obtenir un meilleur taux de convergence.

ABSTRACT. A non-matching interface mesh method in order to model inclusions problems is pre-
sented. The used method is the extended finite element method (XFEM) which is based on the
partition of unity concept. Interfaces are described by a level-set fonction. This study follows
the one from Sukumar et al. in which linear approximation fields are used. The aim of this work
is to extend the method to high order elements in order to get a better convergence rate.

MOTS-CLÉS : élément fini spectral, XFEM, ligne de niveau, inclusions.

KEYWORDS: spectral finite element, XFEM, level-set, inclusions.
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1. Introduction

L’approche numérique classique pour traiter des problèmes multi-domaines sup-
pose un maillage de l’interface. Le remaillage de l’interface, si celle-ci est en mouve-
ment, est d’une part couteux en temps de calcul, et engendre d’autre part une erreur à
chaque projection des champs d’un maillage à l’autre.

La méthode des éléments finis étendus (XFEM) [MOË 99], permet de prendre en
compte les discontinuités dans les éléments. L’interface est d’une part suivie par une
ligne de niveau [SET 99], et est d’autre part prise en compte dans l’élément par des
fonctions additionnelles sur le principe de partition de l’unité [MEL 96].

Le but du travail est d’étendre la méthode XFEM à des éléments finis de haut
degrés de type élément fini spectral [PAT 84] [KAR 99]. Cette étude fait suite aux
travaux de Sukumar et al. [SUK 01] effectuée pour des éléments d’ordre 1.

2. Description de l’élément fini spectral

L’élément fini spectral d’ordre n est défini dans le domaine de référence
�
r� s � avec

r ����� 1 � 1 � et s �	��� 1 � 1 � . L’élément fini spectral, dont la spécificité est la répartition
des noeuds, est due à Patera [PAT 84]. La répartition des noeuds est de type Gauss-
Chebyshev :

�
rI � sJ ��
 � � cos Iπ

n ��� cos Jπ
n � , où I et J varient de 0 à n. La fonction

de forme HIJ
�
r� s � associée au noeud IJ vaut HIJ

�
r � s �

 hI

�
r � hJ

�
s � , où hQ

�
η � est le

polynôme de Lagrange d’ordre n associé au point ηQ.

3. Description de l’interface par une ligne de niveau

Afin de modéliser l’interface Γ entre 2 domaines, le concept de ligne de niveau est
utilisé [SET 99]. Cette fonction, notée φ

�
x � est choisie ici comme la distance signée

du point x à l’interface (Fig. 1). La convention suivante est utilisée : φ � 0 dans Ω1 et
φ � 0 dans Ω2. Si la fonction φ

�
x � n’est pas connue de façon analytique, elle est alors

interpolée par les fonctions de forme en fonction de ses valeurs aux noeuds.

4. Méthode des éléments finis étendus (XFEM)

4.1. Enrichissement de la solution

L’espace du champ de discrétisation est enrichi par des fonctions additionnelles
discontinues. La composante i du déplacement s’écrit alors

ui
�
x ��
 ∑

I � S
HI
�
x � U I

i � ∑
J � S enr

Henr
J
�
x ����� φ � x �����	� φ � xJ ��� � AJ

i � [1]

où S est l’ensemble des noeuds du maillage (Fig. 1), S enr est l’ensemble des noeuds
enrichis, HI est la fonction de forme du noeud I, Henr

J est un ensemble de fonctions
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�
n

Ω2, φ � x � � 0Ω1, φ � x �"! 0

Γ, φ � x �$# 0

x
φ � x � : distance signée à l’interface

noeuds % S
noeuds enrichis % S enr

élément semi-enrichi
élément enrichi

élément non enrichi

xΓ

Figure 1. Description de l’interface à l’aide d’une ligne de niveau φ
�
x � . Description

du problème discrétisé. Définition de l’ensemble des noeuds enrichis S enr. Seuls les 4
noeuds sommets des éléments finis spectraux sont représentés.

formant une partition de l’unité, U I
i est l’inconnue de déplacement du noeud I et AJ

i
est l’inconnue nodale additionnelle associée. L’identification d’un noeud par deux in-
dices IJ est avantageusement remplacée ici par un seul indice I. La déformation étant
discontinue dans le cas d’une interface entre deux matériaux, la fonction d’enrichisse-
ment est prise comme la valeur absolue de la distance à l’interface.

L’ensemble des fonctions Henr
J est habituellement choisit comme l’ensemble des

fonctions de forme de la partie régulière, on choisit cependant dans ce travail de
prendre les 4 fonctions bilinéaires ayant pour support les 4 noeuds sommets de l’élé-
ment.

Un élément dont au moins un noeud est enrichi et au moins un autre ne l’est pas
est appelé élément semi-enrichi (Fig. 1). Dans un tel élément, le principe de partition
de l’unité du support des fonctions d’enrichissement n’est plus respecté. Cependant,
le fait de prendre comme partition de l’unité les fonctions bilinéaires d’ordre 1 permet
de palier automatiquement au non respect de la partition de l’unité. En effet la partie
régulière de l’approximation est d’ordre supérieur aux fonctions manquantes de la
partition Henr

J . Dans le cas où n 
 1, la partie régulière n’est pas d’ordre suffisamment
élevé et une correction par déformation postulée est utilisée en suivant la démarche
présentée dans [CHE 03].

4.2. Intégration de la matrice de rigidité d’un élément enrichi

L’intégration numérique de la matrice de rigidité est faite en intégrant séparément
chaque partie Ω1 et Ω2 de l’élément. L’ordre maximum d’un élément enrichi est 2

�
n �

1 � . Cet ordre est plus élevé qu’un élément régulier
�
2n � car les dérivées des fonctions

de forme additionnelles sont à prendre en compte. Il est donc nécessaire d’utiliser n � 2
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(a) Découpage en qua-
drangles puis en tri-
angles à 3 noeuds d’un
élément d’ordre 3.

(b) Découpage en tri-
angles à 6 noeuds d’une
inclusion circulaire au
milieu d’un groupe de 4
éléments d’ordre 2.

Figure 2. Découpage d’un élément enrichi pour l’intégration numérique.

points de Gauss dans chaque direction. La première méthode testée est un découpage
en quadrangles dont les sommets sont les noeuds de l’élément puis en triangles à
3 noeuds si le quadrangle est coupé par l’interface (Fig. 2(a)). La deuxième est un
découpage en triangles à 6 noeuds (Fig. 2(b)).

5. Applications

5.1. Barre bi-matériaux

Une barre constituée de deux domaines Ω1 et Ω2 de modules d’Young différents
de rapport 10 est chargée en traction (Fig. 3(a)). L’interface des deux matériaux est
située arbitrairement de façon à être non conforme aux frontières entre les éléments.
Les quatre maillages utilisés sont 3 & 6, 6 & 12, 12 & 24 et 24 & 48 éléments. Les résul-
tats sont comparés à la solution exacte. La figure 3(b) montre l’évolution de l’erreur
en énergie en fonction de la taille des éléments. Chaque maillage est testé avec des
éléments d’ordre 1, 2 puis 3. L’élément d’ordre 1 est testé avec et sans la correction
de déformation postulée. Les résultats sont trés bons pour tous les cas sauf pour le cas
n 
 1 où la correction de déformation postulée n’est pas utilisée.

5.2. Inclusion circulaire

Une plaque en traction dans les deux directions possédant une inclusion circulaire
est étudiée (Fig. 4(a)). La solution analytique en déplacement pour la plaque infinie
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(b) Convergence de l’erreur en énergie.

Figure 3. Application à une barre bi-matériaux en traction.

est imposée sur les quatre bords de la plaque [SUK 01]. Les valeurs des paramètres
sont les suivantes : a 
 0 � 4, b=2, λ1 
 0 � 4, λ2 
 5 � 769, µ1 
 0 � 4 et µ2 
 3 � 846.
L’évolution de l’erreur en énergie en fonction de la taille des éléments en utilisant une
intégration avec un découpage en triangles à 6 noeuds est présentée sur la figure 4(b).
Les éléments d’ordre 2 et 3 sont aussi testés sans enrichissement, mais avec le même
maillage incompatible à l’interface. Dans ces deux cas, les taux de convergence sont
inférieurs. Les taux de convergence en utilisant une intégration avec des triangles à 3
noeuds sont également inférieurs : 1 � 8 pour l’élément d’ordre 2 et 2 � 2 pour l’élément
d’ordre 3.

6. Conclusion

L’élément fini spectral associée à la méthode XFEM est testé pour des problèmes
bi-matériaux. L’intégration des éléments enrichis par des triangles à 6 noeuds dont les
frontières sont courbes donne de meilleurs résultats que l’utilisation de triangles à 3
noeuds, mais n’est cependant pas suffisante pour l’ordre n 
 4. Le choix de prendre
comme partition de l’unité pour l’enrichissement les 4 fonctions bi-linéaires du qua-
drangle à 4 noeuds permet d’éviter de corriger les éléments semi-enrichis. Les taux de
convergence calculés sont en bon accord avec ceux des éléments finis d’ordres élévés.
L’utilisation des éléments finis spectraux avec la méthode XFEM peut donc être envi-
sagée dans des cas plus complexes, par exemple pour des problèmes de dynamique où
l’interface est en mouvement.
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Figure 4. Application à une inclusion circulaire.
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