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RESUME. Cet article traite des erreurs locales commises sur les contraintes lors d’un calcul E.F.
utilisée est basée sur le concept d’erreur en relation de comportement mais peut étre étendue
a d’autres estimateurs. Le principe est d’abord rappelé puis étendu au cadre stochastique. La
méthode développée permet d’obtenir des bornes sur la contrainte avec un niveau donné de
confiance. Cette méthode est ensuite illustrée par un cas test.

ABSTRACT. This paper deals with local stress errors occurring in linear elastic FE analysis in
an uncertain environment (material, loads...). The estimation technique used is based on the
concept of error in constitutive relation, but it can be adapted to other estimators. The principle
of the method is first reviewed, then extended to the stochastic case. This method yields bounds
on the stress with a given confidence level. It is illustrated by a test example.

MOTS-CLES : Eléments finis, estimation d’erreur a posteriori, erreur locale, stochastique
KEYWORDS: finite-element method, a-posteriori error estimation, local error, stochastic.
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1. Introduction

Dans le cadre stochastique, la simulation est entrée dans une certaine banalisation,
tout au moins dans le domaine de la recherche grace aux méthodes de Karhunen-Loeve
et du " chaos polynomial " mises en avant dans [GHA 91, GHA 99]. Par contre, peu de
travaux de recherche ont porté sur la vérification de modeles probabilistes [DEB 01].
On notera toutefois les indicateurs d’erreur proposés dans [GHA 02b, GHA 02a] qui
ne sont en fait que des indicateurs de sensibilité et qui n’ont donc rien a voir avec
ce qui a été construit dans le cadre déterministe. Nous nous proposons dans cet ar-
ticle d’étendre les travaux sur I’erreur locale en contrainte, développés dans [LAD 99,
FLO 02] au cadre stochastique pour les problémes linéaires [LAD 03]. Dans une pre-
miére partie les équations du probléme sont posées, avec notamment celles relatives
aux incertitudes sur le modéle. Pour fixer les idées, on se place dans le cadre ou les
données ne sont pas complétement déterministes. Nous présentons ensuite I’extension
au cadre stochastique du concept d’erreur en relation de comportement. Enfin nous
illustrons cette nouvelle méthode qui permet d’encadrer une quantité d’intérét locale,
ici la contrainte, avec une probabilité donnée.

2. Erreur en relation de comportement
2.1. Probléme de référence - cadre déterministe

On considére une structure élastique qui occupe un domaine 2 de frontiére 992.
Les actions de I’environnement sur la structure sont schématisées par :

— un déplacement imposé U ; sur une partie 0;2 de la frontiére,
— une densité volumique de force f , donnée dans (2,
— une densité surfacique de force F'; donnée sur : 020 = 9 — 01 Q.

On se place en hypothése des petites perturbations et en régime isotherme. Dans le
cadre déterministe, ce probléme peut étre résolu par la méthode des éléments finis :
de nombreuses techniques ont été développées pour traiter la vérification de ce type
de probléme. Le lecteur pourra trouver un état de I’art en matiere de vérification dans
[LAD 04, BAB 01, LAD 98]

2.2. Probléme de référence - Cadre stochastique

Le modele étudié ici est toujours élastique, mais les données du probléme ne sont
plus déterministes : a priori, les données tant "matériau” que relatives a I’environne-
ment (déplacements imposés, efforts extérieurs imposés...) sont des champs stochas-
tiques. Toutefois, en suivant la démarche classique batie sur la méthode de Karhunen-
Love [KAR 47, LOE 48], il est possible, en pratique de se ramener a des descriptions
a base de variables stochastiques en nombre fini. En conséquence, nous supposerons
que les caractéristiques élastiques s’expriment en fonction de la variable aléatoire vec-
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torielle m(6) dont la mesure de probabilité est dP(m(0)). Ainsi, le tenseur de Hooke
s’écrira par exemple :

K(M,6) = +2fmz Zi( (1)

ot K, m;(6), {Z; \; sont respectivement la moyenne de K, les composantes du
vecteur m(#), les vecteurs propres de I’opérateur de covariance et les valeurs propres
pouri € 1,2,..n

En suivant [SCH 97, KEE 03], il est assez aisé de prendre en compte la positivité
de I’opérateur K. Les données relatives a I’environnement sont également supposées
dépendre de la variable aléatoire vectorielle d(8) dont la mesure de probabilité est

dQ(d(9)).
En résumé, sont parfaitement connus :
— Le comportement K(M, m) ainsi que dP(m(6)) ,
— L’environnement Qd(M, d), id(M, d) et F;,(M, d) ainsi que dQ(d(9)).

Le probléme de référence considéré ici peut alors étre formulé de la fagon sui-
vante : Trouver un champ de déplacement U (M, 6) et un champ de contrainte o (M , 6),
définis sur 2, qui satisfont :

— les liaisons cinématiques :
Uel Ulaa= Uyd®)) )
— les équations d’équilibre :

o ES VQ* S ua,d,O (3)
/ Trles(U*)]dQ = / f,(d9) U*dQ + F,(d(9)) U*dS 4)
522

— la relation de comportement :
o = K(m(9))e(U) (5)

U est I’espace ou est cherché le champ de déplacement, S est celui ou est cherché la
contrainte, Up I’espace des champs de ¢/ qui sont nuls sur 9;Q et ot (U) représente
la déformation linéarisée associée au déplacement.

2.3. Extension de I’erreur en relation de comportement au cadre stochastique

~

Les champs §(m,d) = (U, (m,d),ar(m,d)) sont admissibles si pour (m,d) €
Hm X Hd .
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— le champ Qh (m, d) vérifie (2) (Qh (m, d) est cinématiquement admissible)
— le champ @1, (m, d) vérifie (4) (&, (m, d) est statiquement admissible)

H.,, et Hgq les espaces de Hilbert correspondants a m(6) et d(9).

La seule équation qui n’est pas vérifiée par §(m, d) est la relation de comporte-
ment. On peut définir une mesure d’erreur en relation de comportement par :

Erac(m,d) = |64 — Ke(Up)|lo.0 (6)

|| ® ||o, st la norme énergétique sur .

Cette quantité est connue pour toute valeur de m et de d. L’erreur globale en rela-
tion de comportement est définie par :

B30 = /H . PhaodPm)dQ(d) @)

2.4. Encadrement en norme énergétique

La double inégalité (8) suivante reste valable pour toutes les valeurs de m et d [FLO 02] :

lonllo,E — eric,E < ||Ocz||lo,E < ||Ow||o,E + eric,E (8)

On peut alors montrer la double inégalité suivante sur les probabilité P(X) que I’évé-
nement X se produise :

P(llowllo,e + eric,e < @) < P(||oezllo.e < @) < P(llonlls,e — eric,e < q) (9)

On peut ainsi obtenir un encadrement sur la valeur de la contrainte a une probabilité
donnée o = 99% :

ng% S ||0€w||ﬂgg%,E S Qgg% (10)

3. Mise en ceuvre sur un exemple

Le cas test étudié est une plaque rectangulaire trouée, encastrée sur un bord et
soumise a des efforts répartis uniformément sur le bord opposé, mais mal connus (Fig.
1) : dans la direction principale de sollicitation, la valeur F, des efforts est déterministe
et unitaire, dans I’autre direction, la valeur Fy, des efforts est aléatoire avec une densité
de probabilité qui suit une loi gaussienne de moyenne nulle et d’écart type 0.25.

En appliquant la méthode exposée aux sections précédentes, on obtient pour chaque
élément :

ng% < ”Ue:c”a'gg%,E < qgi% (11)

ou encore, ce qui est équivalent, au niveau des densités moyennes de contrainte par
élément :

- 2 +
8999 < mes(E) loeallogs, 5 < Sg9% (12)
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NONNNNNNNN

Figure 1. Plaque trouée étudiée

99%

— _ 1 2 + . 1
AVeC 5990, = s (432°)" etsgoy, = mes(E) (ap%

I’élément peut alors s’écrire :

S =

et I’erreur sur I’élément vaut :

+ .
899% T S99%

2

99%

+ _ —
As = 99% — 509%

2

Pour les trois éléments les plus sollicités, on obtient :

s As | S99 3;9%
56.6 | 18.7 | 37.9 | 75.3
58.6 | 89 | 49.7 | 67.5
60.1 | 9.5 50.6 | 69.6

4. Conclusion

Hmwmu
><-|'|

2
)" La valeur moyenne sur

(13)

(14)

Dans ce papier, nous avons étendu le concept d’erreur en relation de comportement
au cadre stochastique dans le cas de I’élasticité linéaire. Cette erreur peut étre utilisée
directement pour estimer la qualité d’une quantité locale dimensionnante. Les tests
effectués illustrent les possibilités de ce nouvel outil qui fournit une erreur directement
exploitable par le concepteur. Le calcul peut alors obtenir un certificat correspondant
a des cas de charges incertains. Ce type de méthode peut également étre utilisé dans
le cas de quantités locales qui nécessitent un calcul supplémentaire reposant sur un
extracteur (déplacement, facteurs d’intensité...).
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