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RÉSUMÉ : L'objet de ce travail consiste à étudier la résolution des problèmes élastoplastiques 
par la méthode des éléments de frontière. Les deux principales difficultés inhérentes à 
l'utilisation de cette méthode sont d'une part la nécessité de disposer d'une procédure efficace 
d'évaluation des intégrales singulières et d'autre part l'obligation d'adapter un algorithme 
d’intégration de comportement élastoplastique de type explicite à la formulation équations 
intégrales du problème. Les solutions utilisées sont décrites puis appliquées à la résolution 
d'un cas académique de problème élastoplastique bidimentionnel. 
 
ABSTRACT : This work aims at studying the solving of 2D elastoplastic issues using the 
boundary element method. There are two main difficulties linked with this method. First an 
efficient procedure for the accurate evaluation of the singular integrals is needed. Then the 
existing elastoplastic behaviour integration algorithm will have to be adapted so as to take 
into account the boundary integral equations formulation. The solutions developed will be 
described before being employed in the solving of an academic example of 2D elastoplastic 
problem. 
 
MOTS-CLÉS : Méthode des éléments de frontière, algorithme élastoplastique explicite. 
 
KEYMORDS : Boundary elements method, elastoplastic explicit algorithm. 
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1. Introduction : 
 

La méthode des éléments de frontière s'avère particulièrement bien adaptée à la 
résolution de problèmes élastoplastiques en raison de la liberté qu'elle autorise face 
aux contraintes de maillage et de la latitude qu'elle laisse quant au choix de 
l'approximation du champ de déformations plastiques. Les premiers travaux portant 
sur le sujet datent des années 70. 

Cette méthode ne requiert que le maillage des seules zones potentiellement 
plastiques qui demeurent généralement localisées à proximité des concentrations et 
singularités de contraintes. Ce recours possible à une discrétisation restreinte de la 
structure étudiée contribue à réduire sensiblement le temps d'analyse en simplifiant 
l'étape de maillage. 

Le champ de déformations plastiques est quant à lui approché localement par une 
fonction polynomiale dont le degré ne dépend pas des approximations faites pour les 
autres champs mécaniques. Ainsi, contrairement à la méthode des éléments finis où 
l'on perd un degré en passant de l'interpolation des déplacements à celle des 
déformations plastiques, ces dernières peuvent être approximées localement en 
éléments de frontière avec autant de précision que souhaité. 

La qualité des résultats obtenus par cette méthode dépendra de la procédure de 
constitution des systèmes linéaires ainsi que de l'efficacité de l'algorithme 
élastoplastique explicite qui les exploite. 
 
 
2. Formulation du problème d’élastoplasticité en éléments de frontière : 
 
 
2.1 Formulation intégrale continue : 
 
 Le point de départ de la méthode des éléments de frontière est le théorème de 
Maxwell Betti [BON99] qui permet de corréler dans une relation intégrale deux 
solutions mécaniques distinctes du problème d'équilibre d'un domaine Ω . 
Connaissant la solution fondamentale de Kelvin valable pour un champ de force 
volumique particulier, il est possible d'obtenir l'expression du déplacement de la 
solution mécanique inconnue sous forme d'intégrales où interviennent les autres 
champs inconnus : 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) Ω⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅=⋅Ω ∫∫∫ ΩΩ∂Ω∂

dYYXdSYXTYudSYtYXUXuX p
jk
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i
ji εσα ;;;; [1] 

 
Le paramètre α traduit un processus de limitation et vaut 1 si le point de 

collocation est strictement à l'intérieur du domaine, 1/2 sur le contour et 0 hors du 
domaine. Les noyaux ,  et  sont les solutions de Kelvin [ALI02]. i

jU i
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Pour un problème d’élastoplasticité en petites perturbations, la différenciation de 
[1] permet d’obtenir les déformations élastiques et donc la deuxième relation 
intégrale en contraintes : 
 

( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( )( )XfdYYXdSSYudSYtDX p
klij

p
kl

i
jkl

i
jkkk

i
jkij εεσ +Ω⋅⋅Σ+⋅⋅−⋅⋅= ∫∫∫ ΩΩ∂Ω∂

;)( [2] 

 
Les noyaux ,  et  sont déduits des 3 précédents noyaux de Kelvin, tandis 

que le terme 

i
jkD i

jkS i
jklΣ

( )p
klijf ε  résulte de l'intégration de  sur une surface centrée sur i

jkσ X . 

 
 
2.2 Formulation discrète et obtention des systèmes linéaires : 
 

Pour parvenir à une formulation discrète du problème, il faut au préalable définir 
une approximation locale des champs intervenant dans les intégrales de [1] et [2]. 
Les champs de déplacements et de tensions sur le contour sont approchés par une 
interpolation élémentaire quadratique 1D non-conforme (fig. 1.). Les déformations 
plastiques sont quant à elles approchées par une interpolation élémentaire linéaire 
2D sur les cellules triangulaires du maillage de domaine (fig. 2.). 
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Figure 1. Points de collocation 1D     Figure 2. Points de collocation 2D 
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Une fois approchés les champs tant sur le contour qu'à l'intérieur du domaine, il est 
possible de faire apparaître des vecteurs discrets dans les équations [1] et [2] : 
 

( ) ( ) { } ( ) { } ( ) { } Ω∂∈⋅Ω+⋅Ω+⋅Ω=⋅ XXuXTtXUXu piii
i ,;;;

2
1 εσ     [3] 

 
( ) ( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } Ω∈⋅+ΩΣ+⋅Ω+⋅Ω= XXfXuXStXDX p

ij
ijijij

ij ,;;; εσ    [4] 

 
Les vecteurs discrets { } { } { }put ε,,  sont respectivement le vecteur des tensions et 

des déplacements des points du contour et le vecteur des déformations plastiques des 
points intérieurs. Le passage aux systèmes linéaires employés dans l'algorithme 
explicite peut désormais être achevé. En écrivant [3] pour l'ensemble des 
composantes de déplacement de l'ensemble des points de collocation de l'ensemble 
des éléments de contour, puis en sommant ces égalités, on parvient à faire apparaître 
le vecteur {  dans le premier membre. Il est alors possible de se ramener à un 
système de la forme:  

}u
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[ ] { } [ ] { } [ ] { }pDtBuA ε⋅+⋅=⋅         [5] 
 
Partant maintenant de [4] que l'on écrira pour toutes les composantes de contraintes 
de l'ensemble des points de collocation des cellules 2D du domaine, on organisera 
ces grandeurs dans un vecteur noté { }σ  dont l’expression est la suivante:  
 

{ } [ ] { } [ ] { } [ ] { }pEtBuA εσ ⋅+⋅+⋅−= ''        [6] 
 
 Concernant l'évaluation des matrices linéaires [ ] [ ] [ ] [ ]',',, BABA  une méthode 
analytique présentée dans [KEB98] est utilisée. S'agissant de l'évaluation des 
matrices non linéaires [ ] [ ]ED , , une méthode analytique de calculs d'intégrales 
singulières a été développée. Pour chacune des deux matrices, il faut évaluer des 
intégrales dont les bornes d'intégration vont dépendre de la cellule 2D support et 
dont l'intégrande va varier en fonction des diverses composantes de champ et du 
point de collocation considéré. La méthode consiste à décomposer cette intégrale I 
en une combinaison linéaire (fonction de la configuration) de 3 intégrales sur des 
sous-domaines qui ont pour sommet commun le point de collocation. 
 
 C

A 

X2 

X1 

Se 

X 
( ) ( ) ( ) ( )XACXIXBCXIXABXISXI

ici

e ;;;; −+=  B 

 
 
Cette méthode présente les avantages de n'avoir à utiliser qu'une unique forme 
d'intégrande par type de composantes des champs et permet de systématiser l'usage 
de l'évaluation analytique en bannissant les configurations critiques qui aboutissaient 
à des bornes d'intégration singulières. 
 
 
 
3. Algorithme d’intégration du comportement : 
 
 A partir de [5] on constate que si l’on connaît { }pε  à un instant donné de 
l'historique de chargement, il est possible de déduire immédiatement { } et {  
après application des conditions limites et résolution d'un système linéaire. 
Connaissant alors les trois vecteurs discrets du membre de droite de [6] on peut 
directement déduire 

t }u

{ }σ  après substitution. Pour résoudre un problème 
d’élastoplasticité complet il convient donc de mettre en place un processus itératif 
[ALI02] permettant l'évaluation du champ de déformations plastiques à partir d'états 
mécaniques initiaux soumis à des incréments de chargement successifs (figure 3). 
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Figure 3. Algorithme élastoplatique 

 
 
4. Résultats numériques : 
 

La validation des méthodes de calculs des intégrales singulières et de l'algorithme 
élastoplastique passe par la comparaison des résultats numériques obtenus par le 
code KSP développé à l’UTC et ceux fournis par ABAQUS. Le problème de 
référence est celui d'un quart de plaque trouée en traction. Le calcul FEM référence 
utilise un maillage raffiné de 4544 éléments Q4 tandis que le calcul BEM se base sur 
une discrétisation grossière de 89 cellules triangulaires et 41 éléments de frontière . 
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Figure 4. Comparaison des résultats numériques en déplacement et contraintes 
 

 
(a) (b) 

 
Figure 5. Comparaison BEM/FEM : (a) maillage KSP et maillage ABAQUS,  

(b) champ de déformations plastiques cumulées KSP et ABAQUS. 
 
 
5. Conclusion  
 
 Les résultats concluants obtenus par l'algorithme élastoplastique explicite dans la 
résolution de problèmes 2D ouvrent des perspectives dans le développement de 
procédures numériques de simulation d'endommagement et de propagation de 
fissures (déchirure ductile) en présence de non linéarités matérielles se basant sur la 
méthode des équations intégrales duales. 
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