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RÉSUMÉ. La stratégie présentée dans cet article consiste à coupler les approches spectrales du 
chaos polynomial ou la méthode des perturbations basée sur un développement en séries de 
Taylor amélioré par les Approximants de Padé avec une méthode de condensation dynamique 
robuste vis-à-vis des modifications paramétriques stochastiques. 
L’intérêt de la méthode proposée et ses performances, sont illustrés par un exemple de 
simulation numérique. 
ABSTRACT. The strategy presented in this article consists in coupling the spectral approaches 
of polynomial chaos or the method of the perturbations based on a development in Taylor 
series improved by Padé Approximant with a robust dynamic condensation method with 
respect to the stochastic parametric modifications.  
The interest of the proposed method and its performances, are illustrated for an numirical 
simulation example. 
MOTS-CLÉS : Méthode des éléments finis stochastiques (SFEM) ; Transformation de Karhunen-
Loève ; Chaos Polynomial (PC) ; Approximant de Padé (PA) 
KEYWORDS: SFEM; Karhunen-Loève transformation; Polynomial Chaos; Padé Approximant 
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1. Introduction 

Les calculs prévisionnels sur les systèmes mécaniques présentent souvent des 
dispersions sur les résultats des modèles mathématiques. Ces dispersions 
proviennent principalement des phénomènes complexes mal modélisés ; des 
incertitudes sur les caractéristiques géométriques et mécaniques des composants. 

Plusieurs méthodes probabilistes existent pour modéliser ces incertitudes. Ces 
techniques d’analyse stochastiques (la méthode de simulation de Monte Carlo (MC), 
les méthodes de perturbations (Kleiber et al., 1992), les méthodes spectrales 
(Ghanem et al., 1991) (Chaos Polynomial)) permettent de faire une analyse de la 
variabilité de la réponse dynamique. Le calcul de ces réponses aléatoires est très 
coûteux en dynamique, et peut être délicat au voisinage des résonances. Dans le but 
de surmonter ces difficultés, on propose une stratégie basée sur :  

- L’introduction du PC dans l’approche SFEM, qui permet modéliser les incertitudes 
sur les paramètres et de faire une analyse rapide de la variabilité de la réponse. 

- L’exploitation des approximants de Padé (PA) (Venkatarangan et al., 1995) qui 
permettent d’accélérer la convergence tout en augmentant le domaine de validité de 
l’approximation basée sur l’expansion en série de Taylor. 

- L’introduction d’une méthode de condensation robuste vis-à-vis des modifications 
paramétriques incertaines (Guedri et al., 2004). 

2. Modèle dynamique stochastique 

L’équation d’équilibre d’une structure stochastique amortie soumise à une 
excitation harmonique déterministe, s’écrit : 

( ) ( )[ ] ( ) e0 f,U,ZZ =+ θωθω∆ω  ou bien ( ) ( ) ( ) e0 f,f,UZ += θωθωω ∆  [1] 
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la matrice stochastique ; ( )θω ,U  le vecteur réponse stochastique ; ( ) q,...1r,r =θξ  
les v.a.g.c.r indépendantes;  le vecteur déterministe des forces appliquées ; ef

( ) ( ) ( )θωθω∆θω∆ ,U,Z,f −=  le vecteur aléatoire des forces associées aux 
modifications incertaines et inconnues de la structure nominale. 
Le modèle stochastique condensé par une base de réduction du modèle nominal  
s’écrit, dans le domaine fréquentiel, sous la forme : 
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On construit la base  à l’aide de l’approche K-L en sous-structuration dynamique 
(Kim, 2002). Les modes optimaux (

0T

Mk1 ,...,,..., φφφ ) sont extraits des réponses 
fréquentielles des sous-structures soumise aux forces de jonctions, et s’écrivent sous 
la forme d’une combinaison linéaire des réponses  de la structure : i
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00
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On utilise la technique «Single Composite Input » pour exciter la sous-structure au 
niveau des jonctions. La transformation de KL prend la forme suivante : 

[ ] Mk...T k1KL ≤= φφ  [4] 

L’enrichissement de la base  par les résidus statiques aléatoires utilise les M 

réponses . Le vecteur forces de modifications incertaines s’écrit : 
KLT

M1
00 U,...,U

( ) ( )k0
2
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k
ω∆ω∆∆ −−= ,  [5] 

et permet de générer la base de forces  et la matrice des résidus statiques 

. La base optimale KL enrichie est : 
∆F

∆∆ FKR = 1− [ ]∆RTT KL= . 

3. Réponses stochastiques 

L’expansion de la réponse aléatoire condensé ( )θω ,U c  dans le chaos 
polynomial à l’ordre P s’écrit sous la forme tronquée : 
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où nΨ  sont les polynômes d’Hermite multidimensionnels. L’équation (2) projetée 
sur les polynômes mΨ  ( P...,,0m = ) donne un système de (P+1) équations 

matricielles linéaires, dont la solution correspond aux vecteurs . c
nu

La méthode des perturbations basée sur le développement en séries de Taylor 
amélioré par les approximants de Padé permet de décomposer la réponse U :  
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Sous la forme (Méthode de décomposition Adomian) :  
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ξξ
ξξθωθωθω ,O

b.....b1
a.....aa,O,u,U

q

1r
n
rnr1

n
rnr10

n +
+++

+++
=+= ∑

=
  [8] 

nu  est le nième Approximant de Padé de U. Pour n = 1, on obtient : 
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4. Simulation numérique 

La structure considérée (Figure 1) est un système de plaques en forme d’équerre, 
divisée en deux sous-structures. Le modèle éléments finis contient 4140 ddls. Le 
modèle de la sous-structure 1 contient 1944 ddls et celui de la deuxième sous-
structure 2 contient 2340 ddls (144 ddls de jonction). Les caractéristiques nominales 
sont : t0 = 1×10-3 m; E0 = 2,1×1011 N/m2 ; ρ0 = 7800 kg/m3. Six zones de 
modifications incertaines sont définies (Tableau 1). 

 
  SS2SS1

Zone 4

Zone 5 

Zone 6 

Zone 3 

Zone 1Zone 2

Encastrement

Figure 1. MEF de l’équerre – Définition des sous-structures 

La bande de fréquence d’analyse comporte les 10 premiers modes. Par la 
méthode de KL, le modèle initial est ramené à un modèle condensé à 204 ddls. 
L’enrichissement de la base est effectué par 80 résidus statiques. Ainsi, la 
transformation KL enrichie (KLE) contient 284 vecteurs. Les modes propres 
aléatoires calculés à partir des modèles réduits sont comparés aux modes propres 
aléatoires de référence (Figure 2). 
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Sous-structure 1 Sous-structure 2  
E zone 1 t zone 2 E zone 3 E zone 4 t zone 5 E zone 6 

Modifications 
par zones X  1.5 X  0.25 X  1.5 X  1.5 X  0.25 X  1.5 

incertitudes 5 % 2 % 5 % 5 % 2 % 5 % 

Tableau 1. Modifications paramétriques incertaines 

 
 
 

 

 

Fréquence propre (Hz) 

déterministe 
(sans 

modification)

aléatoire 
(1er moment) 

(avec 
modification) 

 

4140 DDLs 
1 53.570 355.80 
2 66.977 409.34 
3 189.38 632.68 
4 307.91 750.52 
5 508.81 813.12 
6 550.34 829.61 
7 605.41 862.45 
8 666.84 985.66 
9 759.94 1338.1 
10 803.32 1461.2 
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Figure 2. Précision des modes propres aléatoire (1er moment) 

La figure (3) montre une bonne précision de la moyenne de la réponse aléatoire 
calculée par PC ordre 2, PA ordre 1 pour 500 tirages par Hyper Cube Latin. 

5. Conclusion 

Dans cet article, on propose une stratégie qui consiste à coupler la méthode des 
éléments finis stochastiques et une méthode de condensation de modèles robuste 
vis-à-vis des modifications structurales incertaines. Cette méthode de condensation 
est basée sur la transformation de Karhunen-Loève. Les résultats de simulation 
montre que cette méthode constitue une alternative intéressante aux méthodes de 
réduction classiques qui sont inadaptées à la condensation de modèles éléments finis 
stochastiques. 
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Par ailleurs, la comparaison des coûts de calcul a permis de mettre en évidence 
les performances de la condensation enrichie avec projection sur le chaos 
polynomial, ou avec la méthode des perturbations exploitant les approximants de 
Padé. Le rapport qualité de prédiction/CPU permet de répondre aux besoins de 
réanalyse rencontrés dans les procédures itératives d’optimisation. 

 
 

Zoom

Figure 3. Moyenne de la réponse aléatoire. Modèles de référence et condensé 
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