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RESUME. Une méthode est proposée pour I’identification du modéle probabiliste non paramé-
trique, introduit par Soize, a partir d’un ensemble bruité de fonctions de réponse en fréquence
expérimentales. Deux estimateurs fondés sur la formulation probabiliste des problémes inverses
sont proposés . Le premier est un estimateur de maximum de log-vraisemblance et le deuxieme
est fondé sur la minimisation de I’entropie relative. L’application a un cas réel en interaction
dynamique sol-structure montre la pertinence des estimateurs pour I’identification des para-
métres de dispersion du modéle probabiliste non paramétrique.

ABSTRACT. A methodology is proposed for the identification of the parameters of the non para-
metric probabilistic model, introduced by Soize, from a noisy set of experimental frequency
response functions. Two estimators are proposed based on the probabilistic formulation of in-
verse problems. The first is a maximum log-likelihood estimator and the second is based on
the minimisation of the relative entropy. A case history in dynamic soil-structure interaction
demonstrates the relevance of the estimators for the estimation of the dispersion parameters of
the non parametric probabilistic model.

MOTS-CLES : modéle non paramétrique, identification, inférence Bayesienne, maximum de vrai-
semblance, entropie relative, divergence de Kullback-Leibler

KEYWORDS: non parametric model, identification, Bayesian inference, maximum likelihood, rel-
ative entropy, Kullback-Leibler divergence
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1. Introduction

La modélisation mécanique d’une structure complexe est généralement soumise
a deux types d’incertitude. Le premier type correspond aux incertitudes sur les va-
leurs des paramétres qui définissent le modéle, qu’il s’agisse de la géométrie, des
caractéristiques mécaniques des matériaux constituants ou encore des forces ou des
déplacements imposés comme conditions aux limites. Elles proviennent d’une mé-
connaissance du probléme considéré. Le second type regroupe I’ensemble des erreurs
de modélisation (inhérentes au modele). Toutes ces incertitudes ont pour conséquence
une incertitude sur la réponse qu’il est essentiel de quantifier.

Les incertitudes sont ici prises en compte dans I’analyse en utilisant le modéle pro-
babiliste non paramétrique développé par Soize [SOI 01]. La réponse d’un tel modeéle
correspond a un processus stochastique dont le systeme de lois marginales permet de
mesurer la propagation des incertitudes sur la réponse. Ce modele est décrit a I’aide
de matrices réduites d’un modele moyen et d’un petit nombre de paramétres scalaires
de dispersion.

Dans le cadre de cette communication, une méthode est développée pour identifier
la valeur de ces paramétres a partir de données expérimentales bruitées, notamment
a partir d’un ensemble de fonctions de réponse en fréquence (FRFSs) mesurées. Deux
estimateurs sont proposés et leur pertinence est étudiée au travers de I’application a
un cas réel en interaction dynamique sol-structure.

2. Le modele probabiliste non paramétrique

Dans cette section, la construction du modele probabiliste non paramétrique est
brievement rappelée. Ce modele est élaboré a partir d’un modéle déterministe réduit,
écrit ici sous la forme suivante :

[Z(4,w)] q(w) = f(w),u(w) = [S]q(w),w € B )

La pulsation est notée w et appartient & I’intervalle B. Z(A,w) désigne la matrice
de raideur dynamique réduite ou A représente génériquement les matrices réduites
(usuellement de masse, de raideur et d’amortissement). f et ¢ sont les vecteurs des
7 forces et coordonnées généralisées, respectivement, a valeurs dans C™. u est le
vecteur des m degrés de liberté (DDLs) a valeurs dans C™. S est la matrice de passage
associée a la base de réduction. Ce modele permet de définir I’ensemble des FRFs
{H;x(A,w)} d’une excitation appliquée au DDL j & la réponse au DDL k.

Le modele probabiliste non paramétrique est obtenu en remplacant les matrices
réduites A par des matrices aléatoires A :

[2(A,0)] QW) = f(w),U(w) = [S] Qw),w e B O]

ou Q(w) et U(w) sont des processus stochastiques du second ordre indexés sur B a
valeurs dans C™ et C™, respectivement.



Identification de modéles probabilistes 3

La mesure de probabilité des matrices aléatoires est dérivée par Soize [SOI 01]
du principe du maximum d’entropie et est paramétrée par les valeurs des matrices
réduites moyennes A et les parametres  qui contrdlent la dispersion.

Le modéle probabiliste définit I’ensemble des FRFs aléatoires { H j;(A,w)}. Ce
sont des processus stochastiques définies sur B a valeurs dans C. Pour toute pulsation
w fixée dans B, H j;,(A,w,) est une variable aléatoire du second ordre & valeurs dans
C. Sa loi de probabilité admet une densité de probabilité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur C, notée 67% (H;x,,w; | A, d).

3. L'information expérimentale

On considére le cas ou les les données expérimentales concernent les valeurs d’un
ensemble de FRFs de la structure, indexées par les couples {(j, k)}, échantillonnées
sur I’ensemble de pulsations discréetes {w,} C B. Les valeurs de ces FRFs ne sont pas
directement accessibles aux expériences. L’inévitable bruit expérimental ajoute une
composante aléatoire aux mesures. Afin de réduire I’influence du bruit, n réalisations
de chaque FRF sont mesurées.

On suppose le bruit additif, aléatoire, gaussien et centré. Les réalisations des FRFs
expérimentales sont alors des trajectoires des processus stochastiques {Y ;i (w) } telles
que:

ij(w) = ﬂjk(w) + Ejk(w),w €B 3)

ou le processus stochastique Y ;1 (w) est la FRF expérimentale aléatoire d’une excita-
tion au DDL j & la réponse au DDL k, la fonction H i (w) est la FRF de la structure
correspondante et le processus stochastique E ;i (w) représente le bruit.

Les valeurs moyennes, notées {1’ (we)}, et les écarts types, notés {62¥(w,)},
des variables aléatoires {Y ;. (w¢)} du second ordre & valeurs dans C sont estimés des
données.

L’estimateur de la moyenne m{,’“ (we) est un estimateur de la valeur de la FRF

de la structure Hjy,(wy) et &{," (we)/+/m est une estimation de son écart type. On ne
considéere que I’information contenue dans ces moments d’ordre 1 et 2 et on suppose
que I’information expérimentale sur les valeurs des FRFs de la structure peut étre
représentée par les densités de probabilité {p?*(H,,w,)}, définies par rapport a la
mesure de Lebesgue sur C, telles que :

4 &Ik
P (Hijey ) = N(Hi | il (wr), Yj;’") 4

ou N (- | a,b) est la densité de probabilité gaussienne correspondante a la moyenne a
eta I’écart type b.
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4. ldentification

Deux estimateurs sont proposés afin d’estimer les paramétres A et § du modéle
probabiliste non paramétrique a partir de I’information expérimentale contenue dans
les densités de probabilités {p?* (H ., we)}-

4.1. Edtimateur de maximum de log-vraisemblance

Le premier estimateur est un estimateur de maximum de log-vraisemblance fondé
sur la formulation probabiliste des problémes inverses proposée par Tarantola [TAR 04].
Il maximise la fonction colt L(A4, J) :

D=3 [ P oo B | & 0)f () 9

£ (5k)

ou Qﬁ“’ C C est I'image de €24, I’espace des valeurs possible des matrices réduites
A, par la fonction A — Hj, (A, wy) et n}fg(ij) est I’équivalent de la mesure de
Lebesgue sur (/¢

Cet estimateur identifie le modele le plus probable, défini comme le modeéle proba-
biliste qui maximise la probabilité des données expérimentales, ¢’est-a-dire celui dont
les densités de probabilités { p?* (Hx,,w,) } accordent des probabilités importantes aux
éléments des espaces {Q’“} oU les densités de probabilités {67% (H i, w, | A,68)}
sont maximales.

Cet estimateur est robuste par rapport au bruit au sens ou il est moins sensible a la
présence de valeurs expérimentales de FRFs entachées d’un bruit excédant nettement
le bruit expérimental moyen.

4.2. Egtimateur de minimum d’ entropierelative

Le second estimateur est fondé sur la minimisation d’entropie relative. Il minimise
la fonction colt D(A4, J) :

Cinep™ (Hjr, we) ikt
D(A,9) / p’* ,we) In = I dn’* (H;
;(gzk) Coret i) Cire? (Hjk, we | A, 6) i (Hir)
(6)

ol @k (Hjy,,we | A, 8) est donnée par :

ik
. . (o2 W, ;
P (o | 4,8) = [ 0% (| 48N~ Hye 0. 2 )ane ()
)

etou {Cjre} et {C},} sont des constantes de normalisation.
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Chaque terme de I’équation (6) est I’entropie relative entre les densités de pro-
babilité Crep’™ (Hjk,we) et Clyyp?* (Hjp,we | A, 8) indexées par (j, k) et est une
mesure de la distance (orientée) entre ces densités de probabilité. Cet estimateur iden-
tifie le modéle probabiliste minimisant la distance entre les densités de probabilités
{Cirep™ (Hji,we)} et les densités de probabilité {C7,,¢7* (Hjp,wi | A, )}, repré-
sentant la combinaison de I’incertitude sur la réponse du modéle probabiliste et le
méme type d’incertitude que celle sur les meilleures estimations des valeurs des FRFs
de la structure due au bruit.

Il est robuste par rapport au bruit dans le méme sens que le premier estimateur.

5. Application en interaction dynamique sol-structure

On considere un modele de prévision pour la
transmission des vibrations du tunnel de la
ligne RER B de la RATP a la "Maison du
Mexique", un batiment d’appartements proche
de la ligne situé sur le site de la "Cité Uni-
versitaire" a Paris. Il s’agit d’un modéle ma-
triciel réduit construit dans le cadre du pro-
jet Européen CONVURT et fondé sur un cou-
plage éléments finis-éléments finis de frontiére
(EF-EFF) périodique pour I’interaction tunnel-
sol et EF-EFF classique pour I’interaction sol-

Figure 1. Schéma du site de la  patiment. La figure 1 montre un schéma de ce
"Cité Universitaire". site.

Les réponses a différents points dans le batiment dues a une force verticale appli-
quée au rail dans le tunnel ont été observées in situ. Pour le DDL vertical dans le point
FOPL au milieu d’une plaque au rez-de-chaussée, indiqué sur la figure 1, la figure 2a
compare la réponse prédite par le modele avec le domaine de confiance associé a la
densité de probabilité de I’information expérimentale.

Afin de quantifier I’incertitude sur les prévisions liée aux erreurs de modélisations
associées au modéle du batiment, un modéle non paramétrique est construit associé
au modele de prévision en substituant des matrices aléatoires aux matrices réduites
de rigidité et de masse du batiment [ARN 04]. Leurs valeurs moyennes sont choisies
égales a celles du modéle déterministe et leur dispersion est contrdlée par un unique
parameétre §. La figure 2b montre les enveloppes du domaine de confiance pour les
FRFs aléatoires déterminé par ce modele probabiliste en fonction de 4.

Le paramétre § est ensuite identifié par la méthode proposée en ne considérant ici
que ce DDL. Les figures 3a et 3b montrent les fonctions colt des deux estimateurs. La
méme valeur § = 0.3 est identifiée par les deux estimateurs.
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Figure 2. (A gauche) le domaine de confiance (P, = 0.95) de I’information expéri-
mentale (zone grise, traits maigres) et FRF déterministe (trait épais) et (a droite) les
domaines de confiance (P, = 0.95) des FRFs aléatoires pour § = 0 (trait trés épais),
6 = 0.2 (traits), § = 0.4 (tirets), & = 0.6 (points et tirets) et § = 0.8 (pointillé).
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Figure 3. (A gauche) Log-vraisemblance et (a droite) divergence en fonction de 4.

6. Conclusions

Dans cette communication, il a été montré comment les paramétres du modele
probabiliste non paramétrique peuvent étre identifiés a partir d’un ensemble de FRFs
expérimentales, en prenant en compte les incertitudes expérimentales dues au bruit.
L’application a un cas réel a montré la pertinence de la méthode pour I’identification
des paramétres de dispersion de modeles probabilistes non paramétriques.
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