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RESUME.Cet article se propose de montrer I'importance, en termes de stabilité et d’efficacité,
de la formulation mécanique adoptée pour le calcul de la loi de contrdle. Il s’agit ici d’étudier
différentes approches pour stabiliser une structure simple, et de les comparer. La formulation
mécanique apparait comme un parametre de conception de la loi de contréle & implanter, en
agissant sur la robustesse et I'efficacité de la stabilisation. Cette approche permet de construire
des lois de contréle plus robustes, et facilite ainsi la mise en ceuvre expérimentale.

ABSTRACTThis paper aims to show the impact of mechanical formulation on the compute of

the control law. Various approaches are studied and compared in order to stabilize a simple

structure. The mechanical formulation turns out to be a conception parameter of the control

law, and has an effect on the robustness and the efficiency of the stabilization. More robust
control laws can also be built, and the experimental implementation becomes easier.

MOTS-CLES :Contrdle actif, contréle optimal, loi LQ, formulation primale, formulation duale,
formulation hybride, stabilisation rapide, amortissement, robustesse.

KEYWORDSACctive control, optimal control, LQ law, primal formulation, dual formulation, hy-
brid formulation, fast stabilization, damping, robustness.
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1. Introduction

La construction de ponts de grande envergure nécessite I'utilisation de stabilisa-
teurs afin d’amortir les vibrations des piles au cours de leur élévation. Depuis une
vingtaine d’années, I'utilisation de contr6les passifsried Mass Dampeyu Tuned
Liguid Dampej s’est largement développée au Japon. Or, la variation des caractéris-
tiques physiques des structures au cours de leur élaboration rend inefficace I'utilisation
d’'un contrdle passif; cela a orienté les recherches vers I'utilisation d’'un contrdle actif,
s’adaptant aux modifications de la structure [TAN 01]. Malgré ses avantages certains,
le contrble actif nécessite aussi des adaptations afin d'étre le plus efficace possible.
En effet, il est nécessaire de supprimer le spill-over, par exemple grace a des com-
binaisons linéaires des mesures des capteurs. Certains industriels ménent aussi des
études sur les stratégies de contrdle a adopter afin d’obtenir des lois de contrble les
plus robustes possible.

En fait, on distingue deux grandes catégories dans les méthodes de contrble ac-
tif : d'une part les stratégies d’amortissement colocalisées, d’autre part les stratégies
de contrdle optimal non nécessairement colocalisées. Le principal défaut des straté-
gies optimales est d'utiliser pour le calcul du contrdle un modéle mathématique du
systeme a contrdler. Malgré les problemes de stabilité et de robustesse pouvant en
découler, elles semblent néanmoins tres efficaces pour la stabilisation des structures
mécaniques.

A l'origine d’un probléme de stabilisation, on connait les caractéristiques méca-
nigues et physiques de la structure a contréler. Or, il existe plusieurs formulations mé-
caniques permettant de décrire le comportement d’une structure, et chacune engendre
un systeme d’EDP sur lequel on peut construire un contr6le optimal. Nous nous pro-
posons de montrer qu’en fonction de la formulation choisie, le contréle obtenu ne
possede pas les mémes propriétés de stabilité et de robustesse. La formulation méca-
nigue apparait donc comme un parameétre important dans la conception du contréle,
et il est alors possible d’agir sur ce “parametre” afin d’augmenter les marges de stabi-
lité, et donc I'efficacité du contréle. Nous distinguons dans notre approche numérique
le modéle mathématique retenu pour la synthése du contr6le de celui utilisé pour les
simulations. Ce dernier traduit réellement les caractéristiques multiphysiques du mo-
déle : il permet effectivement d'interpréter les résultats expérimentaux [BOU 04].

Nous décrirons la modélisation du systéeme dans le paragraphe 2, puis la construc-
tion de deux lois de controles obtenues a partir de formulations duales dans le pa-
ragraphe 3, enfin nous présenterons dans le paragraphe 4 quelques résultats et nous
conclurons.

2. Description du systeme mécanique

Considérons une poutre de longuduy p, E, A, I désignent respectivement sa
densité, son module de Young, I'aire de la section, et le moment d’inertie. Son amor-
tissement propre est négligé [BOU 04]. Cette structure (figure 1) est controlée a son
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extrémité par un déplacement imposeé par un actionneur électromécanique dont les ca-
ractéristiques ont été identifiées expérimentalement [RATA03apteurs positionnés

sur les nceuds du mod@/ + 1) permettent de mesurer le déplacement transverse de
la poutrey(z, t).

Poutre

ww&
=Bl I

o —w@

{ Actionneur

Figure 1. Schéma électromécanique du systeme global.

Le systéeme couple les équations décrivant la dynamique de la poutre [1], et les
équations électromécaniques [2] et [3] décrivant le comportement de I'actiogpeur.
représente le déplacement a I'extrémité de la poutest I'intensité du courantf]’
désigne I'horizon de stabilisation.

pAatty(Ia t) + EIa?T’I"I'y(Iv t) =0 [07 L] X [Oa T]
y(()? t) = ye (t)v Ejaxmmy(ov t) = p(t) [07 T} [l]
y(L,t) = 02zy(0,t) = Opay(L, 1) =0 [0,T]
:[/(.’L', 0) = yO(:L.)’ aty(ma O) = yl(x) [O? L]
Meye(t) + Keye(t) = Fe(t) + Fp(t) [2]
Lol (t) + ReI(t) + Blge(t) = V(1) [3]

Ce modéle desimulation recalé expérimentalement, est fidéle au systéme physique
gue nous étudions, quelle que soit la loi de contréle utilisée. Notons que ce n’est pas
ce systéme que nous utiliserons pour déterminer la loi de contr6le a appliquer, nous y
reviendrons dans le paragraphe suivant.
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Approximation numérique

Nous introduisons I'espace
W = {(y(a,1),ye(t), 1)) tel que y(,1) € H(0, L), n
yve(t) ER, I(t) € R, et y(0,t) = ye(t), y(L,t) =0}
et nous obtenons alors la formulation variationnelle vérifiée par la solution
(y(z,t),ye(t), I(t)) du probléme [1,2,3] :

v (@( ) de(t), I(t) € W,

PAfO 5tty z, 0)j(x)dw + Meie(t)ge(t)

+Le I()I()+Blye()f() [5]
SRy (0)3e(t) + BT [ Orey(es 0@z + RIWI(E) — BUI0)5.(1)

=V ()it

Par analogie avec la simulation du systéme sans actionneur, on choisit d’appro-
cher le déplacemeny(z,t) sur une base de modes propies, ¢;} ;- associés a
une poutre en appuis fixes a ses deux extrémités [RAT 00, BOU 04]. Ces modes sont
calculés explicitement :

2 . (inx EI (ir\*
Pi(z) = AL sin <L) et Ai = oA <L> (6]

De plus, pour assurer la condition imposée par le contrdle awf§ord) = y.(t) # 0,
nous considérons finalement le déplacement comme la somme d’un mouvgrasint
statiqueimposé par le contrdle et d'une somme des modes propres de flexion définis
ci-dessus.

On introduit I'espace d’approximation suivahly x (1 — f)R x R, en notant
Vy I'espace engendré par I8¢ premiers modes de flexiofw); }¥ ,, et 'approxi-
mation du déplacementy (z,t) est donné par :

Z a;(t)Yi(x )ye (t) [7]

Le systéme discrétisé obtenu peut alors s'écrire sous la forme d’une équation d'état
[RAT 00, BOU 04] : .
X = AX + Boy (8]
ou le vecteur d'état est défini patX = («, ye, O, Orye, )1<1<N , etuy estle
contr6le approché.

Nous allons maintenant développer la construction des lois de contréle. Nous re-
marquons tout d’abord que le signal de contr6le est la terigigi et que cette der-
niére est approximativement proportionnelle au déplacemén} induit enz = 0,
sous réserve que I'on reste dans une gamme de fréquences inférieures au premier mode
interne de l'actionneur. Cette remargue nous permet de ne pas prendre en compte I'ac-
tionneur dans lenodele de synthésgilisé pour calculer les lois de contrdle.
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3. Construction des lois de contrble

Nous allons donc utiliser comme modéle de synthése un modéle de poutre d’Euler-
Navier-Bernoulli en appuis simples contrélée en déplacement a I'un de ses bords. Il
existe plusieurs formulations mécaniques d’un méme systéme, nous allons considérer
ici deux formulations, I'une en déplacement, I'autre en contrainte, et calculer pour
chacune le contréle optimal qui en découle.

3.1. Formulation primale
Nous prenons comme modeéle simtheésequi va nous permettre de construire le

contrdéle, un modéle de poutre en formulation primake,I'inconnue considérée est
le déplacement transvergér, t) :

pAduy(x,t) + ElOyzay(x,t) =0 [0,L] x [0,T]

y(0,t) = vP(1) [0, 7] [9]
y(L,t) = 02,y(0,t) = Oppy(L,t) =0 [0,T]

y(x’ 0) = yO(x)7 8159(‘1" 0) = yl(‘r) [0’ L]

ouy° ety sont les conditions initiales, supposées suffisamment réguliéres. Nous al-
lons construire sur cette formulation aantrdle de Komornik primal en déplacement
[KOM 97, BOU 04].

Le principe de ce contrble est de construire a chaque instamtontréle exact sur
un temps fictifs pour un systéme auxiliaire dont les conditions initiales sont I'état du
systéme a l'instant i.e. {y(x,t), Oyy(x,t)}. Nous introduisons pour ce faire & chaque
instantt > 0 le probléeme adjoint dans le temps fictiSuivant :

pAODssd(x,5) + El0zzzag(,5) =0 [0, L] x [0, 5]
¢(0> S) = ¢(Lv 3) = 8w1-¢(07 5) = 81-1¢(L, 3) =0 [07 S] [10]
Q/)(I?O) = QSO(‘T)» 69¢(I70) = ¢1(z) 0,L

ou S désigne I'horizon de temps fictif.

Le champ de déplacemeptdépend linéairement des conditions initia{es, ¢' }
et on peut donc définir pour chaque valeur du parameétieeforme biIinéaireaf);S,
appelégseudo-grammiede contrblabilité [ZAB 92] :

S
al s({0°,¢'}.{¢%, ¢'}) = /0 f,5(8) EI01056(0,8) EI0502(0,5)ds  [11]

oul ¢ est la solution de [10] ave)?, '} pour conditions initiales et ou, pour > 0

etS > ;L ennotants; = S — ;L >0, f., s est définie par :
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fog— B 2_2”5 s €10,5]
. s (S—s) s€[5,9]

Quels que soient les champs initiaux de déplacerseat de vitesse' suffisam-
ment réguliers, il existe une unique solution [LEB 92°, ¢!} de I'équation varia-
tionnelle

L
a7 ({8, 0}, {80, 61)) = / (100 - 08N de V(1) [12]

On définit alors I'opérateut?, ¢ par{¢°,¢'} = L ({2°,z'} etonnoteP; : R> — R
la projection sur la premiére composante.(P; ({a, b}) = a).

Le contrdle de Komornilprimal en déplacemerst alors défini par
VP (t) = E10paa(PLLE, 5{y(t), 0y(t)}) (2 = 0) [13]

olw et S sont les parameétres de la loi de contrdle.

Ce contrble par retour d’état assure une décroissance exponentielle de I'énergie a
un taux prédéfiniv (parametre de la loi) [KOM 97].

Nous avons calculé ici la loi de contréle de Komornik en définissant un grammien
de contrdlabilité, mais cette loi n’est qu’un cas particulier des lois de contrble optimal
Linéaires Quadratique<€n effet, le contrdle défini en [13] minimise une fonctionnelle
de co(t particuliere ([14]), et peut donc aussi étre obtenu par minimisation de cette
fonctionnelle.

400
J(yw):/o (2w(L8, s{y(t), Oey(t)}, {Dey(t), —y(O)}) + v*(1))dt  [14]

ou ({0, Y1}, {mo, m}) = fy (Yo(@)no () + v () (w))da

Néanmoins, cette approche nécessite I'utilisation d’'une méthode de résolution de
I'équation de Riccati algébrique, ce qui peut poser probléme pour un nombre impor-
tant d’'états, ou lorsque ce nombre excéde de beaucoup le nombre d’actionneurs. Au
contraire, I'équation [12] se raméne a la résolution d’un systéme linéaire bien posé.

Numériguement, on utilise une décomposition modale du déplacement sur les
modes que I'on cherche a contrdler. En utilisant les notations introduites au para-
graphe précédent, on projette le déplaceméntt) [15] ainsi que les opérateurs de
la construction du contrdle de Komornik Skix; .

M
ym(z,t) = Zaz‘(t)wi(x) [15]
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On obtient alors I'expression du contrdle de Komornik discrétisé, donnée sous forme
matricielle [RAT 00] :

ohy () = =[T) s [KP o ([ ar (2), [0 ar (8)]F [16]

ou[T]p = [t1,---,tm] avect;, = El%(x = 0) I'effort tranchant du mode au
niveau de 'actionneur, eK® représente la matrice de I’opérateﬂ:ﬁ_ys projeté sur
I'espaceV),, et dépend d&, w et [T .

La fonctionnelle de co(t minimisée par le contrble [13] s’écrit sous forme matri-
cielle, apres discrétisation du déplacement :

T(v) = / / X]TQIXdx + [v(t)] T R[u(t)] dt [17]

ou @ et R sont les matrices de pondération : on retrouve bien la fonctionnelle clas-
sique du contr6le optimal Linéaire Quadratique.

Le controlev’, [16] sera appelé par la suitentrdle primal

3.2. Formulation duale

Nous choisissons maintenant comme modeélesytghéseun modeéle de poutre
en formulation dualei,e. I'inconnue considérée est maintenant la force : le moment
fléchissantM (x,t) vérifie le systéme [19]. Celui-ci est obtenu a partir du modéle
en formulation primale [9] en utilisant la loi de comportement liant le moment et le
déplacement

M(z,t) = EIOyy(z,t) [18]

Ce systéme differe du systéeme [9] (vérifié par le déplacemientt)) par ses condi-
tions aux limites. En effet, le systeme dual est contrélé en effort tranchant alors que le
systéme primal était controlé en déplacement transverse.

pAOuM (2,t) + EI0ypz0 M (x,1) =0 [0,L] x [0, 7]
By M (0,1) = —pAvi(t) [0, 7] [19]
OpaM(L,t) = M(0,t) = M(L,t) =0 [0, 7]
M(x,0) = M°(x), 0;M(z,0) = M*(x) [0, L]
En posant )
u(t) = —pAETve(t) [20]
la 2e équation du systéme [19] devient
EI0,,M(0,t) = u(t) [21]

u(t) désigne I'effort tranchant & imposer pour le systeme cuaitfdle dual en ac-
célération), alors quev?(t) est le déplacement & imposer au systéme réel. Nous allons
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calculeru(t) de la méme facon que dans le cas de la formulation primale [RAT 00],
puis nous en déduirong(t).

Le probléme adjoint introduit a chaque instant est identique a celui de la formula-
tion primale. En revanche, fiseudo-grammiede contrblabilité [ZAB 92] défini pour
chaque valeur du parameétreest donné par :

S
al s({¢°,¢'},{8°,0'}) = /0 fu,5(8) 026(0, 8)8,(0, 5) ds [22]

avec les mémes notations que précédemment.

De méme, quels que soient les champs initiatiet 2! suffisamment réguliers, il
existe une unique solution [LEB 92§, ¢!} de I'équation variationnelle

L
(8,61 18% ) = [ A @) (@) - )3 ) da (6
0
[23]
On définit ensuite de fagon similaire les opérateﬁlfﬁ% et P, et le contrble de
Komornik dual en accélération est alors défini par

ult) = 9o (PLLY o{M(,1), M (z,1)})(z = 0) [24]

olw et S sont les parameétres de la loi de contrdle.

Numériguement, on utilise la méme discrétisation modale, car les conditions aux
limites du probléme primal et du probléme dual sont identiques lorsque le contréle est
nul.

Le moment estimé se projette donc sur les M premiéres formes propres suivant :

My (z,1) Z% i(z [25]

ou v;(t) sont les contributions modales du moment, obtenues a partir de la projec-
tion du deplacement sury, [19] et en utilisant la relation [18]. On obtient alors

Mi(w,t) = BTS20 ai(t)da(z) = 005, (~BI(5E)%ai(t)) ().

On obtient ainsi, de la méme fagon que dans le cas de la formulation primale,
un contrble approché;,; en “projetant” I'équation du contrbleur [23] slf,. Le
contr6le en effort tranchant pour le probléme dual est donc approché par :

uns (t) = —[Rlaa (K arane [V]ar (8), [ (0)]" [26]

OU[R]rr = [r1,- -+, 7] AVECT; = —%(az = 0) la rotation de la forme au niveau
de l'actionneur, et{? représente la matrice de I’opératdtgrﬂ projeté sur I'espace
Vi, et dépend dé, w et[R] s
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Le déplacement & imposer s’écrit alors en utilisant la relation [20] :

v, (t) = pr% / / wp (t)dtdt [27]

On appellera ce déplacememntrole dual

4. Résultats et analyses

Le contréle dual apparait plus performant que le contréle primal pour contréler les
hautes fréquences, et inversement pour les basses fréquences (figure 2). Nous intro-
duisons la loi de commande hybride= 3 (GPv}, + G%v{,) otvh, etv§, désignent
respectivement les contrdles primal et dual calculés précédemme@fitestG? sont
des filtres passe-bas et passe-haut de fréquences de coupure respectivesH z
etv? = 20 Hz [BOU 02].

Cette nouvelle lohybridepermet de contréler le spill-over, et ainsi de robustifier le
systeme : les plages de paramétres admissibles qui assurent la stabilité sont beaucoup
plus grandes (figure 2 : les résultats ne sont donnés que dans le cas ou le systéme est
globalement stable). La mise en ceuvre d’un tel contrble est alors facilitée. Lefficacité

05 Taux d'amortissement, MODE 1 06 Taux d'amortissement , MODE 2 o Taux d'amortissement , MODE 3

LR
’ﬁﬁﬂ’

P 014 [ 0 M

4 * 012 4
035 ¢ k N 0L R

+ 01 & I
' 008
05 #* . 008 N " R

4 ' * 006 #
% * 0.06 N *

015 * N 00 *
i o ' r

*
o S *
; wl gl 0
005} 4 o !
+++H++H+H+

00— e ey
0t 2 3 4 5 6 1 8 01 2 3 4 5 6 7 8 01t 2 3 4 5 6 T 8

Figure 2. Taux d’amortissement pour chacun des trois premiers modes avec un
contrdle primal (+), dual (0) ou hybride{) en fonction du parametre.

de ces 3 contrbles dépend aussi de I'ajustement de paramétres [BOU 02]. En optimi-
sant chacune des lois primale ou duale, on restreint la zone de stabilité, et on diminue
donc la robustesse de la méthode. En revanche, une optimisation des paramétres pour
la loi hybride permet d’augmenter cette zone de stabilité, tout en maintenant une effi-
cacité supérieure aux lois primale ou duale prises séparément. Surtout, I'hybridation
des lois permet de contréler efficacementies modes ; pour le premier c’est essen-



10 7 CNCS, Giens 2005.

tiellement le contrdle primal qui va agir, et au contraire pourclee3sera le contrdle
dual.

Le taux d’amortissement des 3 premiers modes ne dépend pas de la raideur de
I'actionneur (figure 3), pour des actionneurs plus raides que celui choisi dans I'expé-
rience (indiqué par des pointillés sur la figure). En revanche, nous remarquons que des
actionneurs plus souples contrdlent plus efficacement les modes 2 et 3. Les contrd-
leurs primal, dual et hybride suivent la méme évolution en fonction de la raideur, la
stratégie hybride étant la plus efficace et la plus robuste.

0% Taux d'amortissement , MODE 1 005 Taux d'amortissement , MODE 2 0 Taux d'amortissement , MODE 3

L A I ] 0.06 *
P

02 05 0 ¢
st
015 0045 015

0.04 0 &
KAk kha k44 }

01 008 o 01
0% 0 ¢
0% 0025 0 0%

! .y
+ bt 0o ]
002 it R 58664 4usn
+

000000000000 N
Ly Loty

[ —— /1 S N SN S I I P
36 38 4 42 44 46 48 5 52 54 5 36 38 4 42 44 46 48 5 52 54 5f 36 38 4 42 44 46 48 5 52 54 5l

Figure 3. Taux d’amortissement pour chacun des trois premiers modes avec un
contrdle primal (+), dual (0) ou hybride{) en fonction du logarithme d& .

5. Conclusion

La formulation mécanique choisie pour la construction de la loi a une grande im-
portance sur la stabilisation obtenue, et nous pouvons améliorer significativement I'ef-
ficacité du contréle en hybridant des lois issues de formulations privilégiant soit les
modes hautes fréquences soit les modes basses fréquences. En prenant des lois hy-
brides, on augmente I'efficacité et la robustesse du contrdle, sans avoir besoin de mo-
difier la conception du systeme physique. Ce type d’approche semble donc avoir un
grand intérét dans la recherche de stabilisation robuste de structure de grande enver-
gure.
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