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RESUMENous décrivons ici, en la simplifiant, une méthode d’'optimisation topologique détaillée
dans [BOU 03]. L'idée est de représenter la forme par un champ de phastede régulariser

le probléme en ajoutant au critére a minimiser une pénalisation du périmeétre total de la forme,

ce qui revient a ajouter a I'énergie totale une fonctionnelle quadratique erelativement
élémentaire (bien que non convexe). Nous expliqguons ensuite sommairement comment on peut
résoudre le probléme, et montrons quelques résultats numériques en dimension 2.

ABSTRACTWe describe in this note a simplified version of our method of topology optimization
proposed in [BOU 03]. The idea is that the shape is represented by a phase-fiahdl the
optimization problem is regularized by a penalization of the total perimeter of the shape. This
amounts to adding to the energy a quadratic functionadoivhich is quite simple (although
nonconvex). We explain briefly our approach to solve the problem, and show some numerical
results in 2D.

MOTS-CLES :optimisation topologique, pénalisation du périmetre, interface diffuse, champ de
phase['-convergence.

KEYWORDStopology optimization, perimeter penalization, diffuse interface, phase-fietdn-
vergence.
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1. Introduction

Le calcul de formes optimales est un probléme difficile, a la fois parce qu'il n’est
pas évident de trouver une représentation aisément manipulable d’une forme (d'au-
tant moins si sa topologie est a priori inconnue), mais aussi parce qu'il s'agit presque
toujours d’'un probléme mal posé : les phénomenes d’homogénéisation font que I'op-
timum est rarement une “forme” au sens classique. Le but des méthodes de “champ de
phase” est de remédier simultanément a ces deux problémes : d’'un c6té, en ajoutant
au critéere a minimiser une pénalisation du périmetre global de la forme (qui inter-
dit 'homogénéisation), et de l'autre, en approchant le critére global ainsi obtenu par
une énergie dépendant d’'une “phase® [0, 1], qui va tendre vers la fonction ca-
ractéristique de la forme inconnue lorsque qu’un parametend vers zéro. Lidée
de pénaliser le périmétre a été introduite, en optimisation de forme, dans [AMB 93]
et [HAB 96], et notamment étudiée par J. Petersson [PET 99]. Pour un exposé général
sur I'optimisation topologique nous renvoyons a [BEN 02].

Nous présentons ici de fagon simplifiée cette méthode, appliquée dans [BOU 03]
au probleme d’optimisation de la compliance d’'un matériau soumis a des forces volu-
miques et éventuellement de pression, sur une partie de la surface inconnue. Dans ce
cas, le champ de phase doit se concentrer sur trois phases principales, le vide, I'objet,
et un liquide fictif qui exerce une pression au contact avec I'objet. Pour simplifier, nous
ne considérons ici qu'un systéme a deux phases (solide/vide). Récemment, la méme
méthode a été appliquée par Wang et Zhou a des problémes du méme type [WAN 03],
tandis que Burger et Stainko viennent de montrer comment I'adapter au cas de la
minimisation du volume lorsque I'on impose a la contrainte mécanique de rester loca-
lement bornée, avec des résultats remarquables (le cas d’un critére de type Von Mises
est notamment considéré) [BUR 04].

2. L'approximation du périmétre

La méthode est basée sur la remarque suivante, qui découle d’'un théoréme de
convergence d’abord démontré par Modica et Mortola [MOD 77a, MOD 77b] (voir
aussi [BAL 90, ALB 00]). Dans la suité) ¢ R? (d = 2 ou 3) désignera la “boite”
dans laquelle on cherche a calculer un domaine optimal (%ojtun critérecontinu
dépendant de la variabléz) € L'(), et considérons les fonctionnelles

P.(v) = g/Q|Vv(x)|2dx + é/QW(U(:v))dx, et

€ (v) = C(v) + APe(v),

ou A > 0 est un parameétre réel (petit), 8t(¢) un potentiel s.c.i. qui vérifiéV’ (0) =
W(1) =0, W(t) > 0sit ¢ {0,1}, etW(t) > c|t|* — ¢

Alors, si pour tout petit, v. minimise&., il existe une sous-suite.; );>1 et un
ensembler) C Q tel quev., () — xg() (la caractéristique d&) p.p. dans?, et
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E minimiseC(xr) + Acy PérimetréF’) parmi tous les ensemblésde périmétre fini
dans?. De plus, si poue > 0, v. est un minimiseur dé. sous contraintq;2 vdx =
V', alors I'ensemble limit&Z minimiseC (x ) + Acy PérimétréF’) sous la contrainte

de volume|F'| = V. La constantey, est donnée pary = f01 V2W (t) dt.

On voit qu’on peut donc trouver de bonnes approximation d’'un minimiseur de
L(xr), plus une pénalisation du périmétre, en minimisganpoure petit. Cette fonc-
tionnelle a I'avantage de ne dépendre que d’'une fonction a valeurs réelles. Un “bon”
choix deW est par exemple

pour lequel on ay, = /8.

Ce résultat présente un inconvénient : il n’est pas garanti du tout que I'ensemble
limite E soit régulier, ni méme ouvert : en pratique, cela va dépendre fortement
du critéereC. En fait, E' vit dans la classe des “ensembles de périmétre fini” (voir
par exemple [GIU 84]) qui contient quelques ensembles assez pathologiques tels que
Use, B(z;,27%) ol (x;)$2, est la suite des points & coordonnées rationnelle3.de
On sait seulement dans certain cas (voir [AMB 93, CHA 03]) que I'ensemble mini-
misant est en réalité plus régulier. Dans la suite, nous notgPdAy le périmetre
généralisé de I'ensemblE (que I'on peut définir comme la plus petite limite des
périmetres de&,, pour toutes les suites d’ensembles réguligrsendant versy).

Le résultat ci-dessus doit étre un peu précisé : si aucune condition au bord n’est
imposé &, a la limite, P(F) ne pénalise que la partie du périmétre quidaatis()
(grosso modo, la surface totale 8& N Q). Si par contre on impose sur une partie
de la frontierel C 9§ une condition de Dirichlet, = 0, alors, a la limite P(E)
pénalise aussi la surface 8& NT'. Enfin, si une conditiom. = 1 est imposée sur,

P(E) pénalisel’ \ OF.

3. Le probleme faible

Nous considérons le probléme de minimisation de la compliance d’une structure
linéaire-€élastique, sous une contrainte de volume. On se dohi& < 90 deux
parties de la frontiére & distance strictement positive 'une de l'autre, eEfsumne
forcef(x). Etant donné C 2, on définit la compliance d& par

C(E) = — inf /Ae(u):e(u)dzf2/ f-udo.
u=0surl® Jp Tt

ou A est la loi de Hooke d’'un matériau linéaire-élastiquesst un déplacement (de

Q) a valeurs dan®?), ete(u) le gradient symétrisé de. Si E est un ensemble ré-

gulier, C représente la compliance (le travail de la fofca I'équilibre) de la struc-

ture de configuration de référenée En particulier,C(E) est infinie lorsqud™® ¢

OFE. L'avantage de cette formulation est qu’elle est correctement définie, y compris
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lorsqueFE est un simple ensemble de périmétre fini. On peut donc chercher un mini-
mum deC(E) + AewP(E) dans cette classe, sous contrainte de volufje< V

(V' €]0,|€]), et on montre aisément que ce minimum existe. Dans [BOU 03], nous
traitons aussi le cas de forces internes, et de forces de pression s’exercant sur une
partiea priori inconnue de la frontiére de.

Cependant, la fonctionneliéque nous venons de définir, vue comme une fonction
de I'ensemble caractéristiqug;, n’est que s.c.i. dank!(2) (et non continue). On ne
peut donc approcher directement le probléme de minimisatiadh{ B¢ + A\cy P(E)
par des problemes de la forrGév) + AP (v), ouC est étendue (de fagon évidente) a
tout L!(©2). On est obligé d'introduire dar3 \ £ un matériau fictif, de loi de Hooke
(par exemple) A, oué > 0 est un petit paramétre. On définit alors

Cs(F) = inf /((1 —d)xe +6)Ae(u) : e(u)dr — 2/ f-udo.
u=0surl’® /o T

La nouvelle fonctionnell&€; est toujours finie et il existe toujours un déplacement
minimisantu € H'(Q;R?). Toujours grace & un résultat Heconvergence [BOU 03],
on montre que sE; minimiseCs(E) 4+ Acw P(E) pourd petit, alors on peut extraire
une sous-suitéE;, ) ;>1 et trouver un ensemble de périmetre finitel quexg,, —
xe dansL!(9) quand;j — oo : dans ce casy est alors forcément un minimiseur de
C(E)+AewP(E). On voit qu'on a introduit une “bonne” approximation du probléme
faible.

L'avantage de cette nouvelle formulation est qu'il est évident de prolofigér
tout L' (Q2), en une fonctionnelle continue. On pose, pour L'(12),

Co(v) = inf /((1 — 5)S(v) + 8)Ac(u) : e(u) dz — 2/ £ udo.
u=0surl’® Jo rf

ou S(t) est une fonction réguliére, croissante, telle §¢& = 0sit < 0etS(t) =1

sit > 1. La continuité deC; n'est pas difficile & démontrer. On peut alors approcher
I'énergieCs(E) + Aew P(E) parCs(v) + AP:(v), e > 0. On a alors, si. s minimise
cette fonctionnelle, un double processus de convergence +si0, v. 5 — xg, (&
une sous-suite prés), B minimiseCs(E) + Aew P(E) ; donc sid — 0, Es — E (&
une sous-suite pres), duminimise le probleme faibl€(E) + Aew P(E).

4. Limplémentation numérique

Pour minimiserCs(v) + AP.(v) par rapport &, sous la contrainte de volume
Jovdx =V, on discrétise le probléme sur une base d’éléments finis, puis on implé-
mente un schéma de descente de gradient, semi-implicite en temps. La déiiée de
est calculée explicitement : en effectuant des petites variations, on trouve

C tw) —C
Jigg 8V +tw) — C5(v)

{DCs(v), w) = 20 t

= — /Q(l —0)S" (v)Ae(u) : e(u)wdz
' (2]



Optimisation topologique et champ de phase 5

ol u est la position d’équilibre pour (ce calcul peut étre un peu plus compliqué pour
d’autres critéres et nécessiter le calcul d'un état adjoint).

i &

Figure 1. Le piston

On résout alors (dans le cas & est I'exemple donné en [1]), d'oW’(t) =
1/2—tsift <1,

ptl g A /1
T — eA n+l _ 2 =
ot =av (2

qui est bien posé lorsqui < /). Le parameétrd sert a contréler la contrainte

Jo vt de =V etdoit étre ajusté a chaque itération. Les valeurs'dé sont ensuite
ramenées enti@et 1 par troncature (cette étape de reprojection est dictée par le choix
particulier d’'unW infini hors de|0, 1], un autre choix, tel qu&/ (¢) = t2(1 — ¢2) /4,
conduirait a une évolution Iégérement différente de [3], mais sans reprojection).

A

Figure 2. Le pont

— v”“) — DCs(v™) + 6 [3]

On itére, en partant initialement d’'une valeur deeclativement grande, et en la
réduisant peu a peu. On peut optimiser le maillage au fur et a mesure, en le raffinant la
ou le gradient de est le plus élevé. La valeur de> 0 est liée a I'épaisseur de la zone
de transition (slV est la fonction [1], on montre que l'interface diffuse est d’épaisseur
~ ¢7), et il estimportant que la taille du maillage dans cette zone soit inférieure.

Nous montrons deux exemples de résultats calculés avec cette méthode : la fi-
gure 1, extraite de [BOU 03], représente un piston, fixé au petit rectangle noir, et
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subissant une pression sur sa partie inférieure. Cet exemple a été calculé avec un
code d’'élément finis développé par Blaise Bourdin. La figure 2 représente un pont,
en configurations de référence et déformée. L'objet, posé aux deux extrémité, est sou-
mis a une force au milieu du bord inférieur (la moitié du pont seulement a été cal-
culée, puis symétrisée). Cet exemple a été calculé BosisFem++, un logiciel gra-

tuit d’éléments finis 2D disponible sutiw.freefem.org. Le programme, court et
relativement simple, a été écrit avec la collaboration de deux étudiants de I'Ecole Po-
lytechnique, Arnaud Anantharaman et Alain Griveau. Il implémente exactement les
équations [2] et [3]{/ est donnée par [1], et on a cholft) = 2 sit € [0, 1]).
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