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RÉSUMÉ. Ce papier présente une approche de la parallélisation d’outils de calcul par éléments
finis orientée vers une utilisation rationnelle des ressources informatiques. L’approche est ba-
sée sur une technique classique de décomposition de domaine et met l’accent sur la nécessité
d’équilibrer le découpage d’un maillage en volumes de calcul et non pas de données, le prin-
cipal risque avec cette dernière approche étant la dégradation des peformances d’un calcul
effectué en parallèle. La technique d’équilibrage exposée est basée sur le transfert d’éléments
finis entre sous-domaines et sur la connaissance d’un modèle comportemental du solveur per-
mettant d’estimer a priori le volume de calcul de chacun des sous-domaines. Les possibilités
qui en découlent sont de pouvoir volontairement déséquilibrer le découpage pour des applica-
tions utilisées sur un environnement de calcul aux performances hétérogènes et de prévoir pour
un maillage donné, le nombre optimal de découpages qui conduit au temps de calcul global le
plus petit.

ABSTRACT. This paper exposes a parallelization approach for finite element solvers with the
objective of a rational use of computer resources. This one is based on a classical domain
decomposition technique and points out the necessity to ensure a decomposition in terms of
loads balancing. The proposed technique is based on finite elements transfers between sub-
domains and the knowledge of a solver’s behaviour model in order to estimate the load assigned
to each subdomain. Extensions concern the capability to voluntary unbalance the partitionned
load in order to conduct a distributed calculation on heterogeneous computer environment. A
second extension concerns the possibility to estimate the optimal number of subdomains that
will lead to the minimum global calculation time.

MOTS-CLÉS : Eléments finis, calcul parallèle, décomposition de domaines, complément de Schur,
équilibrage de charge

KEYWORDS: Finite elements, parallel computing, domain decomposition, Schur complement,
loads balancing
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1. Objectifs et originalité

L’objectif de ce papier est de réaliser la parallélisation d’applications en vue d’une
utilisation rationnelle des moyens de calculs. La démarche proposée s’appuie sur la
technique des sous-structures qui a pour objectif de maximiser le nombre de tâches
parallélisables, à savoir réalisables en simultané. Selon le type de solveur employé
[HEN 00], un découpage équilibré en volumes de données (nombre de nœuds et donc
d’inconnues) ne conduit pas nécessairement à un équilibrage en volume de calcul (ou
de charge). Les figures 1 et 2 illustrent cette tendance dans le cas d’un calcul de hauteur
de houle dans le port de Brest avec le logiciel REFONDE1. Le maillage a été découpé
sous METIS c

�
en cinq sous-domaines équilibrés en volumes de données.

Figure 1. Partitions en volumes de don-
nées équilibrés
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Figure 2. Volumes de calcul déséquilibrés

Le volume de calcul est ici estimé a priori d’après un modèle comportemental
du solveur. On notera le déséquilibre induit par ce découpage sur l’estimation de la
charge pour chacun des sous-domaines. Les calculs confirment la tendance estimée.

L’originalité de l’approche proposée ici porte à la fois sur le déploiement d’une
stratégie de ré-équilibrage des sous-domaines initiaux en s’appuyant sur la connais-
sance d’un modèle comportemental du solveur, ce dernier permettant d’estimer a
priori la charge associée à chacun des sous-domaines, et sur la prédiction avant calcul
du nombre de sous-domaines optimal. Nous illustrons Figure 3 l’évolution des per-
formances d’un calcul de déformation d’une poutre en flexion en fonction du nombre
de sous-domaines considérés et l’existence d’un découpage optimal. L’objectif visé
est donc double et s’oriente pleinement vers une utilisation rationnelle des moyens de
calculs disponibles avec la nécessité de fournir les informations utiles a priori (ne re-
quérant aucune utilisation au préalable du solveur) en fonction du type d’applications,
du solveur, des configurations matérielles ... Une application possible est l’estimation
et la répartition de charges au sein d’une grille de calcul en vue d’assurer une presta-
tion de type qualité de service.�

. développement UTC-CETMEF au début des années 1990
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Figure 3. Découpage d’une poutre en flexion - Evolution du temps global de calcul

2. Méthodologie

Notre démarche est motivée par notre expérience pratique et par les observations
d’autres auteurs [HEN 98, HEN 00, SCO 99]. Elle se place dans la continuité des tra-
vaux présentés sur un solveur frontal [DEN 03]. L’objectif de la parallélisation d’un
solveur peut être double : le premier est de réduire de manière significative le temps
de calcul, le second de réaliser des calculs nécessitant des ressources mémoire dépas-
sant les capacités usuelles d’une unique machine. Nous nous intéressons aux cas de
solveurs de type direct couramment employés en mécanique statique ou stationnaire
et pour des résolutions temporelles implicites.

2.1. Principe de l’approche du calcul distribué

Le traitement d’un problème physique stationnaire par la méthode des éléments
finis conduit au système global suivant :� �	��

������
������
avec

� �	�
la matrice de rigidité du système,



���
le vecteur des inconnues nodales et
����

le vecteur des sollicitations. Les problèmes instationnaires ou non linéaires re-
quièrent la résolution de ce système au sein d’une boucle de calcul, respectivement en
temps et itérative. Ce système résulte de la discrétisation des équations d’équilibre du
problème traité sur le maillage associé au domaine d’étude. La résolution de ce sys-
tème par une technique de décomposition de domaine requiert les étapes suivantes :

1) Découpage du domaine initial en ��� sous-domaines ;

2) en simultané sur ��� processeurs :

a) Assemblage du système local ;
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b) Factorisation des inconnues internes ;

c) Extraction du complément de Schur local ;

d) Assemblage du problème d’interface.

3) Résolution du problème d’interface ;

4) Redistribution de la solution sur tous les sous-domaines ;

5) en simultané sur ��� processeurs :

a) Phase de remontée pour le calcul des solutions internes aux sous-domaines.

2.2. Décomposition et calcul

Pour illustrer la démarche nous utilisons le maillage en quadrangle de la figure 4
et une factorisation de type LU.

Interface commune

SD1

SD3

SD2

Figure 4. Le domaine initial et sa décomposition en ��� ���
sous-domaines

La décomposition met en évidence les nœuds frontières dupliqués. Pour un sous-
domaine, noté � �	!#"%$ avec &(' �#)*� �+� � , 
�, � � " est le vecteur des inconnues associées
aux nœuds internes et


�, � � " est le vecteur des inconnues associées aux nœuds fron-
tières. Nous construisons le système linéaire local au sous-domaine & :� �	��
-,.�/��
����/02143 �5� 63 �7�98;:=< 1�> �5� > �?�6 � " <+@ , �, �BA " � @ � �� �BA " � [1]

que nous condensons en factorisant les inconnues
, � . Cette factorisation est incom-

plète. Pour chaque sous-domaine, nous obtenons un système dit “interface” associé
exclusivement aux variables


-, � � " . Sa matrice est
� � " � , matrice du complément de

Schur local du sous-domaine & . Elle traduit une condensation de toutes les informa-
tions (rigidité par exemple) sur les nœuds d’interface. Nous posons :1 > �5� > �?�6 � " <4@ , �, �BA " � @DC �C �BA " � [2]

Puis nous calculons

 C � � " et


 C � � " avec :� 3 �5� �E
 C � � " �F

� � � " � et
� 3 �G� ��
 C � � "IH 
 C � � " ��
�� � � "KJ [3]

A ce stade, nous avons � � systèmes interfaces, et � � systèmes d’équations [2]. Nous
assemblons les � � systèmes interfaces en un seul avec les procédures d’assemblage
(au sens des éléments finis) :� � �L�NMPOQ "#R � � � " ���S
�, � � "%TVUXWZY �NM[OQ "%R � 
-, � � " �S
 C � � "%TVUXWZY �NMPOQ "%R � 
 C � � "KJ



5

nous obtenons le système interface global
� � �E
�, � � "%TVUXWZY �\
 C � � "%TVUXWZY qui permet de

calculer les variables interfaces

-, � � "%TVUXWZY , qui est ensuite redistribuée vers chaque� �]!#"%$ pour calculer les


-, � � " avec [2]. Selon ce schéma, le temps global de calcul
est la somme du temps maximal de condensation d’un sous-domaine, du temps d’as-
semblage des problèmes interfaces, du temps de résolution du problème d’interface et
du temps de restitution. Un calcul efficace nécessite de synchroniser la fin des tâches
de condensation. Or, le temps de factorisation partielle d’un � � !#"%$ n’est pas propor-
tionnel à son volume de données et dépend de la numérotation du sous-domaine. Le
gain net en temps de calcul peut ainsi fortement varier : il faut chercher à équilibrer
les volumes de calcul et non plus des volumes de données. Ce pilotage de la charge
requiert la connaissance d’un modèle comportemental du solveur. Ce dernier permet
d’estimer en fonction de la table des connectivités, la largeur de bande moyenne de
la matrice de rigidité associée à chacun des sous-domaines. Cette démarche à déjà été
utilisée avec succès pour plusieurs types de solveur direct [DEN 03]. Pour la version
Skyline du solveur de REFONDE, cet estimateur est donné par :

Nbre opérations
� )^ �`_+acb=de � H ^ bf�`_+acbcde H �`_4a J [4]

où �g_4a est le nombre d’inconnues et de la hauteur moyenne des colonnes de sto-
ckage de la matrice.

2.3. Equilibrage en volumes de calcul

L’idée consiste à transférer des éléments finis entre le sous-domaine qui possède
le plus gros volume de calcul estimé et ses sous-domaines voisins. Pour cela nous
avons utilisé et adapté des algorithmes issus de la théorie des graphes. L’idée est de
partir d’une partition initiale équilibrée en volume de données fournie par un outil
standard puis de la corriger de façon à obtenir une partition équilibrée en volume de
calculs. La procédure est répétée de façon itérative jusqu’à obtenir l’équilibrage. Elle
peut ainsi être utilisée pour équilibrer une décomposition en � sous-domaines mais
aussi comme outil d’aide à la décision pour déterminer le nombre “optimal” de sous-
domaines avant tout calcul. Si l’on suppose en effet qu’il existe une énergie de cal-
cul minimale pour traiter un maillage donné, nous pouvons simuler le comportement
du solveur pour

^ �5�h�5iI� J#J%J sous-domaines et sélectionner la meilleure décomposition
équilibrée en volumes de calcul.

Trois stratégies ont ainsi pu être testées : la première stratégie de pilotage de l’équi-
librage détecte le sous-domaine de plus grand volume de calcul, puis transfère une
partie des éléments finis frontières de ce sous-domaine vers ses sous-domaines voi-
sins. Il s’agit d’une approche push. La seconde est élaborée selon une stratégie pull :
le sous-domaine de plus petit volume de calcul estimé demande à ses voisins de lui
fournir des éléments finis frontières. Enfin, nous avons mixé ces deux stratégies : une
itération s’effectue en mode push, la suivante en mode pull. Nous illustrons figure 5, le
résultat de l’équilibrage du découpage du port de Brest présenté sur les figures 1 et 2.
Les temps de calcul mesurés sont conformes aux estimations. L’équilibre est meilleur
et le temps de calcul moyen a diminué. La barrière de synchronisation induite par le
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sous-domaine ayant le plus grand temps de calcul est abaissée : le temps de calcul
diminue et on utilise mieux les ressources de calculs.

1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

7

Figure 5. Estimation des volumes de
calculs, découpage initial ( ��� � 5)

Figure 6. Equilibrage avec vecteur de
consignes (

) 6kj �[� 6;j � l 6kj )

Une possibilité inhérente à la capacité d’équilibrer est de pouvoir justement déséquili-
brer pour des applications amenées à être exécutées sur un environnement constitué de
machines avec des performances hétérogènes (application autour des grilles de cluster
différents par exemple). La figure 6 illustre le cas d’un découpage en trois blocs et vo-
lontairement déséquilibré selon les proportions

) 6;j ,
� 6;j et

l 6;j . Les deux courbes
illustrent respectivement la répartition de la charge obtenue et les temps de calculs
mesurés.

3. Conclusions

Les résultats présentés ne prétendent nullement justifier l’utilisation du calcul dis-
tribué, mais servent à la fois de cas-test de validation des outils nouvellement dé-
veloppés et d’exemple de démonstration de la procédure. Le travail actuel porte sur
l’estimation du nombre optimal de sous-domaines menant au temps de calcul global le
plus petit, toujours dans l’optique d’une démarche de type qualité de service. Ce tra-
vail est le fruit d’une collaboration entre une équipe d’informaticiens et une équipe de
numériciens auquel participent des étudiants de l’UTC dans le cadre de mini-projets.
Il répond à la démarche formulée autour du projet de plateforme PILCAD (Plateforme
Inter-LAboratoire de CAlculs Distribués) soutenu par un abondement ANVAR.
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