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RÉSUMÉ. Un certain nombre de matériaux auxquels l’ingénieur est confronté en pratique ne
s’intègrent pas dans le cadre des matériaux standards généralisés introduit par Halphen et al.
([HAL 75]). Une approche alternative pour la plasticité non associée provient du modèle des
matériaux standards implicites. Dans cette communication, nous nous intéressons aux struc-
tures de type coques minces. La théorie du bipotentiel pour l’adaptation élastoplastique nous
permet d’intro-duire l’écrouissage cinématique non linéaire. En utilisant la surface d’écoulement
d’Hüber-Mises, nous construisons une règle d’écrouissage basée sur celle de Mròz et un bipo-
tentiel pour ce modèle. La formulation variationnelle du problème d’adaptation conduit alors
à un problème de maximisation sous contraintes pour le calcul du facteur d’adaptation

ABSTRACT. Some materials used in engineering applications do not integrate within the frame-
work of generalized standard materials introduced by Halphen and al. ([HAL 75]). An alter-
native approach in non associated plasticity comes from the implicit standard material model.
In this communication, we are interested in the thin shells structures. The bipotential theory
for the shakedown enables us to introduce a non linear kinematic hardening rule. By using
Hüber-Mises flow rule, we build an hardening rule based on Mròz’s one and a bipotentiel for
this model. The variational formulation of the shakedown problem then leads to a maximization
problem under constraints for the computation of shakedown factor.

MOTS-CLÉS : adaptation élastoplastique, écrouissage cinématique non linéaire, matériaux stan-
dards implicites, bipotentiel

KEYWORDS: shakedown, non linear kinematic hardening rule, implicit standard materials, bipo-
tential
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1. Introduction

Dans cete communication, nous nous intéressons aux structures de type coques
minces. Jusqu’à présent, les études d’adaptation élastoplastique de ces structures ont
été essentiellement effectuées sous des hypothèses simplificatrices pour la prise en
compte de l’écrouissage. La théorie du bipotentiel pour l’adaptation élastoplastique
nous permet d’introduire l’écrouissage cinématique non linéaire. Dans un premier
temps, nous rappellerons les fondements théoriques des matériaux standards impli-
cites. Nous présenterons ensuite, pour l’application aux structures de type coques
minces, la construction d’une règle d’écrouissage cinématique non linéaire, d’un bipo-
tentiel et finalement la formulation du problème d’optimisation par borne supérieure
pour la détermination du facteur de charge.

2. Approche du bipotentiel pour l’adaptation élastoplastique

Soit un milieu matériel dont l’évolution est décrite à l’aide d’un ensemble de
variables internes rangées dans un vecteur � . Soient

������ ����
	 �����
���� le vecteur
des vitesses généralisées, incluant les vitesses

�� � des variables internes additionnelles
(écrouissage,...) et le vecteur des variables associées correspondantes � ������	 ��� 
���

. Les espaces � et
�

sont munis de topologies localement convexes compatibles
avec la dualité exprimée par la forme bilinéaire � ���	 � 
������ �! " ��$# � �&% . Un bi-
potentiel est une fonction ' de �(� � dans )+*-, 	 ,.) , séparement convexe, qui satisfait
l’inégalité fondamentale généralisant l’inégalité de Legendre-Fenchel ([FEN 49]) :/ � ��102	 � 0 
$�3�4� � 	 ' � ��105	 � 0 
$6 ��107# � 0 (1)

Les couples � ���	 � 
 pour lesquels les variables sont reliées par la loi dissipative sont
qualifiés d’extrémaux au sens où l’égalité est réalisée dans la relation précédente :' � ��$	 � 
1� ��$# � (2)

Combinant les relations (1) et (2) et tenant compte des propriétés de convexité du bi-
potentiel, on peut déduire que les lois d’évolution sont de la forme :

��8�:9�; ' � ��$	 � 
 ,� �<9$=> ' � ��$	 � 
 où 9 ; (resp. 9�=> ) désigne le sous-différentiel lorsqu’on dérive partiel-
lement par rapport à � (resp.

�� ). Les matériaux dont le comportement peut être décrit
à l’aide d’un bipotentiel sont appelés matériaux standards implicites. Physiquement,
le bipotentiel tient lieu de puissance plastique de dissipation, et ainsi est supposé posi-
tif. Sous la condition d’existence d’un champ de contrainte résiduelle indépendant du
temps, une généralisation des théorèmes de bornes de Koiter aux matériaux standards
implicites a été proposée par de Saxcé dans [DAN 00]. L’existence de ce champ de
contrainte résiduelle a été rigoureusement prouvée par Melan dans [MEL 38] pour les
matériaux standards élastiques parfaitement plastiques, mais malheureusement, au-
cune généralisation de ce théorème n’a pu être énoncée et prouvée pour la classe des
matériaux standards implicites. En dépit de cela, les exemples traités nous laisse pen-
ser que le fait d’admettre l’existence d’un champ de contrainte résiduelle est accep-
table. Soient ? est un corps solide constitué de matériaux élasto-plastiques admettant
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des bipotentiels, @ le domaine élastique, ��ACB le champ de contraintes de référence
dans le corps élastique fictif, D� �!� DEF	 D� � 
 un champ de contraintes admissible, � �� � 	 �� � 

un champ de vitesses généralisées admissibles et G le facteur de charge. Le problème
de borne supérieure pour le problème d’adaptation s’écrit alors :H�IKJL7MKN; OQPSRFT G �U� A B-V �� � 
 *('5W �YXE[Z G � A B 	
X� � 
Y	\� �� � 	 �� � 
 ) Z4X� � # �� ��]�^ ? ^�_ (3)

sous les contraintes :
- XE est un champ de contrainte résiduel
- XE et X� � sont indépendants du temps et plastiquement admissibles quand on ajoute

la réponse en contrainte �`Aa� G �bAcB dans le corps élastique fictif :/ed � ? 	 / _ 	a��� A � d 	 _ 
cZ!XE1� d 
Y	fX� � � d 
g
h��� G � A B � d 	 _ 
iZjXEF� d 
k	lX� � � d 
m
b� @
3. Application aux structures de type coques minces

On se restreint à l’étude des coques minces de révolution chargées de façon axisy-
métrique et on utilise la théorie simplifiée de modélisation d’une coque ([MOR 83]).
Nous supposons l’existence d’un domaine élastique convexe @ limité par la fonction
d’écoulement dans l’espace des variables généralisées n �!��oqpr
ts définie par�Fu � n 
h�!v w1xy{z
|~}\zK�~� *4�y�z
|k�5zK}k����w
� |~�`� xy�� |~� ��wl� }Y�C� xy�� }k� � *�� ���
où les indices grecs varient de 1 à 2, � est le seuil de plasticité variable et z le tenseur
métrique. Posons n�� ��o ���� p . Soit � la matrice définie positive construite à partir
du tenseur métrique telle que :�Fu � n 
1��� n ��� ��n � *�� �r� u � n 
 *��
En posant � � � w � u � � �u �� � �� � � , on peut encore écrire : � u � n 
��!� n��f� u n
3.1. Règle d’écrouissage cinématique non linéaire

Pour modéliser l’écrouissage cinématique, introduisons le centre du domaine élas-
tique (back-stress) � � � �¢¡��¤£ 
¥s avec �¢¦ � �¤¡ � �� �¤£ . Alors, le domaine
élastique prend la forme :@[§ � T � n4*�� 
 tel que �7¨�� n�*�� 
 *���© � et �Kª{� n�*�� 
 *��!© � ] #
Pour représenter l’écrouissage cinématique non linéaire, nous utilisons à présent un
modèle avec un domaine limite, homothétique du domaine élastique initial, défini dans
l’espace des points n�« ���¬o « p « 
 � par :@�­ � T n�« tel que �7¨{� n®« 
 *�� « © � et �Kª{� n®« 
 *�� « © � ] #
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Dans un tel modèle de coque, la surface d’écoulement est composée de deux surfaces
régulières

H u
d’équations � u � n:*q� 
¯� � sur lesquelles la normale est bien défi-

nie. Si une seule de ces deux surfaces est active, soit
HC°

pour fixer les idées, la loi
d’écoulement plastique est parfaitement définie par la règle de normalité :�±®�²w �³ �´ ��� �J ¨ 9��2¨9 n � n�*�� 
1� �J ¨ � ¨ n�*���2¨c� n�*�� 
 � �J ¨ � ¨ n�*���
La règle d’écrouissage de Mròz est construite comme suit. Soit n « le point de la
surface limite 9 @ ­ de même normale que la normale à

H ¨ en n , donc tel que :n®« � � «� � n�*�� 
 (4)

Suivant Mròz, la variation infinitésimale de � se produira dans la direction joignantn à n « , soit, en introduisant µ « � � « *�� :�� � �¶ ° � n�*.n « 
1� �¶ ° w n�* � «� � n�*�� 
¥�r� �¶ ° w µ « n4*��� *�� �.#
Ceci suggère de poser pour le taux de la variable d’écrouissage cinématique · duale
de � : �· � � ¨ �� � �¶c¨ � ¨ � n « *.n 
1� �¶c¨ µ « � ¨ n4*��� * �¶c¨ � ¨ � # (5)

En identifiant
�J u

à
�¶ u µ « , on obtient alors :�· � �± * �J ¨ � ¨ �µ « # (6)

Lorsque µ « tend vers l’infini, on retrouve en cas particulier la règle linéaire de Prager�· � �± . Dans le modèle de coque, le problème est de généraliser cette règle quand les
deux surfaces

H ¨ et
H ª sont simultanément actives. La normale n’est alors plus définie

et doit être remplacée par une sous normale. La loi d’écoulement peut s’écrire sous la
forme généralisée de Koiter :�±�� �J ¨ 9�� ¨9 n � n4*�� 
{Z �J ª 9�� ª9 n � n4*�� 
1��� �J ª � ª Z �J ¨ � ¨ 
 n4*��� # (7)

Lorsque les deux surfaces sont actives, nous considérons, pour des raisons de conti-
nuité, que le point n3« associé à n est toujours donné par (4) et, par analogie avec
(7), nous remplaçons (5) par :�· �!� �¶ ¨ � ¨¸Z �¶ ª � ªf
k� n�«�*�n 
Y#
En raisonnant comme précédemment, on obtient la règle d’écrouissage :�· � �± * � �J ¨ � ¨ Z �J ª � ª 
 �µ « 	 (8)

qui contient le cas particulier où seule une surface est active (par exemple (6)) et
généralise la règle de Mròz lorsque plusieurs surfaces sont actives.
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3.2. Bipotentiel et théorème de borne supérieure

Nous voudrions à présent construire le bipotentiel correspondant à la loi de com-
portement donnée par (7) et (8). Pour garantir la convexité séparée, nous dédoublons
la variable � en définissant des seuils de plasticité � ¨ et � ª distincts pour chacune
des surfaces

H ¨ et
H ª (quitte à égaler leur valeur plus tard), et nous introduisons le

cône convexe :@ � T � n&*�� 	 � ¨�	 � ªf
 tel que �7¨�� n¹*�� 
 *�� ¨ © � et �Sª�� n&*�� 
 *�� ª © � ] # (9)

Les variables d’écrouissage isotrope correspondantes seront identiées à
J ¨ et

J ª . In-
troduisant

�± u �<º� �» � º� �¼ et les déformations équivalentes : ½ u � �±�
1� � �± � u � ªK¾ �± u , le
cône polaire de (9) est donné par :@ 0 � T � �±C	 * �J ¨�	 * �J ªf
 tel que ½ ¨{� �¿ 
 © �J ¨ et ½ ª{� �¿ 
 © �J ª ] #
La loi d’écoulement plastique est alors équivalente à l’inclusion différentielle :� �±i	 * �J ¨�	 * �J ªl
���9{À8ÁÂ� n�*�� 	 � ¨{	 � ªf
1� @ 0
où Ã Á désigne la fonction indicatrice du domaine élastique @ . On introduit les vi-
tesses

��Ä�Å� �±C	 * �· 	 * �J ¨ 	 * �J ª 
 , les variables associées � �8� n 	 � 	 � ¨ 	 � ª 
 et la
fonction séparément convexe :' � ��$	 � 
Æ� �U� ¨ � � 
g
¥Çµ « �J ¨¯Z �U� ª � � 
g
¥Çµ « �J ª¸ZqÀÅÁÈ� n�*�� 	 � ¨�	 � ªf
 (10)Z À8Á�É�� �±C	 * �J ¨ 	 * �J ª 
{ZaÀËÊmÌkÍÎw �·¢* �±ÂZ¢� �J ¨ � ¨ Z �J ª � ª 
 �µ « �
PROPOSITION. — La fonction (10) est un bipotentiel.

Démonstration. — Il suffit de montrer que pour tout couple � ��$	 � 
 tel que � n 	 � 	 � ¨ 	� ª 
$� @ , � �±c	 * �· 	 * �J ¨ 	 * �J ª 
�� @ 0 et (8) vérifiée, on a :� �J ¨ � ¨¯Z �J ª � ªf
 �µ « 6 n�� �± *��¢� �·�*�� ¨ �J ¨ *.� ª �J ª�# (11)

Comme � �±c	 * �· 	 * �J ¨ 	 * �J ª 
$� @ 0 et � n 	 � 	 � ¨ 	 � ª 
$� @ , il vient :� ¨ �J ¨¯Z � ª �J ª�6 � ¨ ½ ¨{� �±e
CZ � ª ½ ª�� �±e
$6¤�2¨c� n4*�� 
 ½ ¨�� �±�
{Z��Kª{� n�*�� 
 ½ ª{� �±�
Y#
Par l’inégalité de Cauchy-Schwartz généralisée et en remarquant que � n ¨ *®� ¨f
 � �± ¨ZÈ� n ª *È� ªf
 � �± ª ��� na*È� 
 � �± , on obtient � ¨ �J ¨�Z � ª �J ª®6 n�� �± *È�¤� �· . L’usage
de la règle d’écrouissage (8) conduit alors (11).

PROPOSITION. — Les couples extrémaux pour (10) vérifient la loi de comporte-
ment (7) et (8), et réciproquement.
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Démonstration. — Se reporter à [DAN 00] pour trouver une démonstration similaire.

Notons que l’on peut considérer à l’état limite que le cycle de ruine est stabilisé, ce
qui permet d’égaler � ° et �¸Ï à la limite élastique stabilisée

X� . En adaptant la formu-
lation (3) au modèle construit, on peut établir le problème d’optimisation à résoudre
pour obtenir le facteur d’adaptation :H�IKJL2MÑÐ2ÒÓ MÔÒÕÎÖ OFP R w G � n §�× 
 � �± * X� � �·®* X� � �J ¨ Z �J ª 
 * �U� ¨ � X� 
m
¥ÇµØ­ �J ¨ * �Ù� ª � X� 
g
¥Çµ[­ �J ª � ^ ? ^7_
sous les contraintes :

- � Gen § × Z Xn�* X� 	 X� 
�� @
-
Xn est un champ de contrainte résiduel.

Lors de l’implémentation, après chaque optimisation du problème ci-dessus, une réac-
tualisation des vitesses � �±C	 * �· 	 * �J ¨�	 * �J ª

 sera effectuée et ceci jusqu’à convergence.

4. Conclusion

Le modèle des matériaux standards implicites nous a permis ici de prendre en
compte l’écrouissage cinématique non linéaire pour la modélisation de coques minces.
Cela nous a conduit à la formulation du problème de borne supérieure pour le pro-
blème d’adaptation. Ce problème d’optimisation est ensuite inséré dans un code de
calcul basé sur l’utilisation des éléments finis d’équilibre développés par Morelle et al.
([MOR 83]) et comparé avec le modèle à deux surfaces de Weichert et al. ([WEI 88]).
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