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ESPACIOS DE LEBESGUE Y DE LORENTZ

Diego Chamorro

diego.chamorro@univ-evry.fr

Abstract

We study in this chapter the main properties of Lorentz spaces LP*4(X) with
0<p<+4ooand0< q<+4oo. We start with a study of Marcinkiewicz spaces
LP°° using the distribution function d; and then we present general Lorentz
spaces LP'? by using the decreasing rearrangement function f* and the maximal
function f**. Normability, Convolution, Duality of these functional spaces are
the main core of this chapter.
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1 Espacios de Lorentz

Como ha sido expuesto en los dos libros anteriored] (el Volumen 1 y el Volu-
men 2), los espacios de Lebesgue miden el tamario de las funciones y su impor-
tancia es indiscutible, pues forman parte de los “ladrillos de base” del analisis
funcional, del andlisis armoénico, de las ecuaciones en derivadas parciales y de
las probabilidades (entre otros). Sin embargo, a pesar del rol preponderante
de estos espacios en estas ramas de las matematicas, en ciertas ocasiones im-
portantes se puede evidenciar claramente que la forma en que los espacios de
Lebesgue miden el tamano de las funciones no es suficiente ni satisfactoria.
Es por lo tanto necesario considerar otra manera mucho mas precisa de medir
esta cantidad (es decir el tamafio de las funciones) y una forma de lograr este
objetivo es estudiar los espacios de Lorentz LP:9.

En este capitulo presentaremos esencialmente la definicion de los espacios
de LorentA? y sus principales caracteristicas mientras que en los capitulos si-
guientes presentaremos situaciones en donde no solo los espacios de Lorentz
reemplazan con todo éxito a los espacios de Lebesgue, sino que su utilizaciéon
es indispensable para resolver cierto tipo problemas importantes.

Por motivos pedagdgicos presentamos en la primera seccién de este capitulo
los espacios de Lorentz LP*° con 0 < p < 400, que son también llamados es-
pacios LP-débiles o espacios de Marcinkiewicz. Estos espacios LP'*° son quizas
los mas populares de los espacios de Lorentz porque son sencillos de definir
e intervienen muy directamente en numerosas aplicaciones y esto es otra jus-
tificacion para presentarlos por separado: asi se tendrda a la mano una serie
de resultados listos para ser utilizados. En la Seccién definiremos los es-
pacios de Lorentz LP9 generales, es decir con 0 < p,q < 400, y veremos dos
caracterizaciones posibles de estos espacios. A medida que vayamos presentan-
do estas caracterizaciones distintas, iremos recorriendo algunas propiedades de
estos espacios y de esta manera tendremos ya en esta etapa una buena idea
de lo que es un espacio de Lorentz. En la Seccién estudiaremos bajo qué
condiciones los espacios de Lorentz son espacios de Banach y veremos que la
obtencién de esta importante estructura topoldgica en los espacios de Lorentz
no es tan directa como en el caso de los espacios de Lebesgue: esto nos llevara
a considerar una tercera manera de caracterizar estos espacios de Lorentz. En
la Seccién [[4] veremos cémo generalizar ciertas propiedades presentadas en el
marco de los espacios de Lebesgue a los espacios de Lorentz. Esta seccién es
interesante pues muestra que muchos de los objetos presentados en el Volumen

1En todo lo que sigue, denotaremos por “Volumen 1” al libro Espacios de Lebesgue y de
Lorentz, Volumen 1: Teoria de la Medida y Teoria de la Integracion, Ediciones AMARUN
(2017) y por “Volumen 2” al libro Espacios de Lebesgue y de Lorentz, Volumen 2: Andlisis
Funcional y Complementos, Ediciones AMARUN (2017).

2G. Lorentz (1910-2006), matematico ruso.



6 Capitulo 1. Espacios de Lorentz

1 o en el Volumen 2 pueden ser tratados desde el punto de vista mas general
de los espacios de Lorentz. En la Seccién [[LOl estudiaremos las relaciones de
dualidad existentes en los espacios de Lorentz y veremos que, al igual que los
espacios de Lebesgue, es ttil poder considerar diferentes estructuras topologi-
cas ademas de la topologia inicial que provee estos espacios de una estructura
de espacio de Banach. Finalmente, en la Seccién estudiaremos los espacios
de Lorentz discretos, si bien la teoria general se aplica casi directamente al caso
discreto (basta cambiar de medida), es conveniente explicar y recalcar algunas
situaciones particulares que surgen al considerar medidas discretas.

Contrariamente a los espacios de Lebesgue, en los espacios de Lorentz no se
dispone de una sola y tunica funcional que permita caracterizarlos y que sea
a la vez sencilla de definir, facil de usar y que condense comodamente todas
las propiedades méds importantes de estos espacios de funciones. Esto implica
que para estudiar rigurosamente estos espacios sea necesario utilizar diferentes
puntos de vista por medio de diversas funcionales que seran definidas y presen-
tadas a su debido tiempo.

En todo este capitulo, a excepcién de la Seccién [LH y salvo mencién expresa
de lo contrario, siempre consideraremos (X, &, ) un espacio medido con p una
medida positiva o-finita y funciones definidas sobre X a valores en K =R 6
C. El espacio euclideo R™ con n > 1 siempre estara dotado de su estructura de
espacio medido natural (R™, Bor(R"™), dz) y notaremos la medida de Lebesgue
de un subconjunto A de R™ por |A|.

1.1. Espacios L”*> o LP-débiles

En esta seccién empezamos presentando los espacios de Lorentz LP'*° que
son también llamados LP-débiles o espacios de MarcinkiewicA]. Quizas la ma-
nera mas natural de definir estos espacios consiste en introducir la funcion de
distribucion, cuyo estudio ocupard la primera seccién a continuacién y una vez
que habremos expuesto las particularidades de este objeto, podremos con toda
comodidad presentar una primera definicién de estos espacios LP*° y veremos
sus propiedades mas inmediatas, en particular veremos en qué sentido estos
espacios son una generalizacion de los espacios de Lebesgue LP.

1.1.1. Funcién de distribucién

La funcién de distribucion explica cémo se comporta una funcién f : X — K
a medida que recorremos el rango de sus valores. Mdas precisamente, vamos a
medir el tamafio de los conjuntos {z € X : |f(z)| > a} de una funcién f a
partir de una cierta altura dada que estd determinada por el pardmetro real
a > 0 como nos indica la definicién siguiente.

Definicién 1.1.1 (Funcién de Distribucién) Sea (X, o/, 1) un espacio me-
dido, sea f : X — K una funcion medible definida sobre X a valores en K y sea

3 Jézef Marcinkiewicz (1910-1940), matemdtico polaco.
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a € [0, +00[ un real. Definimos la funcién de distribucién dy : [0, +0o[— R
asociada a la funcién f por medio de la expresion

4/(0) = [ 1swpa(@dus) = p(e e X s @] >ah). ()

La primera observacién que es necesario hacer tiene que ver con el conjunto
{z € X :|f(x)] > a}, que es un conjunto medible pues la funcién f es medible
(ver la Proposicién 3.2.4 del Volumen 1) y esto nos garantiza que tiene sentido
estudiar la medida de este tipo de conjuntos. Una segunda observacion es la
siguiente:

Observacién 1.1 La funcién de distribucién, al estar definida por medio de
una integral, nos da una informacién general sobre el tamafio de f pero no
sobre su comportamiento en un punto dado (recuérdese, por ejemplo, que la
medida de Lebesgue no carga los puntos). En particular, si f = g en p-casi
todas partes, entonces por definicién se tiene df = d,.

Mostremos ahora un primer ejemplo de determinacién de la funcién dy. Sea
(X, o, ) un espacio medido y sea f : X — [0, +00[ una funcién medible:

(0%)

oy |

Az

/o

: P

Figura 1.1: Funcién de distribucién.

Como podemos ver en esta figura, si fijamos una altura a; dada, el conjunto
{z € X :|f(x)] > a1} estd determinado por el conjunto A; que contiene dos
partes, mientras que para la altura as se tiene {x € X : |f(z)| > a2} = Ag,
que se ha representado con una linea mas gruesa. Si estudiamos céomo varia la
medida de los conjuntos {z € X : |f(z)| > a} en funcién del pardmetro «a, lo
que se obtiene es la funcién de distribucion: de esta manera en este ejemplo se
tiene df(a1) = p(A1) y dy(ae) = pu(As2).

Veamos un poco més en detalle la accién de la funcién de distribucién df a
través de un segundo ejemplo. Sobre el espacio medido (R, Bor(R), dx) conside-
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5
remos la funcién f(x) = Z ¢kl 4, (x) representada en la Figura[[2] en donde
k=1

los nimeros ¢ son reales positivos y Ay son intervalos acotados de la recta
real.

Cq4 1+
funcion f funcién de distribucién dy
C3 + B4 3
C2 1+ 4 — LY S e— 5
i D 2
! B
2 5B ——
3 | 5
A1 Ag A3 A4 A5 C1 C2 C3 Cq

Figura 1.2: Funcién de distribucién de una funcién simple.

Lo primero que podemos observar es que los posibles valores del parametro
« varian entre 0 y ¢4, que es la altura méaxima de la funcién, y por lo tanto se
tiene |{z € R : |f(x)|] > ¢4}| = 0. Luego, notamos que el valor de la cantidad
{z € R : |f(x)] > a}| es constante en los intervalos del tipo ¢; < a < ¢;11,
coni=1,...,3. Estas dos observaciones y una aplicaciéon directa de la férmula
(1) nos permite representar, en la parte de la derecha de la figura anterior, la
funcién de distribucién dy en funcién de los valores de o y en donde los valores

J
B; en las ordenadas estdan dados por la expresién B; = Z |Ak|.
k=1

Podemos entonces ver que si consideramos el tamafio (en el sentido de drea
bajo la curva) de estas funciones, tenemos una identidad entre f y d¢. Es decir
que, si partimos de una funcién f, el paso a la funcién de distribucion preserva
su tamano y esto se puede ver claramente con este ejemplo muy particular
en donde la funcién de distribucién dy ha reordenado y reorientado (pero sin
modificarlos) los rectdngulos 1,2, 3,4,5 que componen la funcién f de manera
que el “area bajo la curva” de las funciones f y df es exactamente la misma.
Demostraremos este hecho de forma mas precisa y lo generalizaremos con la
Proposicién

Es importante observar que si (X, .o/, ) es un espacio medido general y si
f > 0 es una funcién medible, entonces la funcién de distribucién dy puede
tomar valores en el intervalo [0, +00], pero el hecho de que dy pueda valer 400
puede causar problemas: en efecto, si consideramos por ejemplo X = R dotado
de su estructura natural y si estudiamos la funcién f(z) = tan?(x), tenemos
dy(a) = 400 para todo a > 0, lo que no proporciona ninguna informacién
utilizable. Asimismo, si f(z) = sin®(z), vemos que df(a) = +oosi0 <a <1y
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df(a) =0sia>0.

Esta observacién nos lleva a considerar funciones medibles tales que su fun-
cién de distribucién dy es finita en al menos un punto, lo cual supondremos
implicitamente de ahora en adelante.

Detallemos ahora algunas caracteristicas de esta funcién de distribucion.

Proposicién 1.1.1 Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sean f y g dos funcio-
nes medibles definidas sobre X a wvalores en K. Entonces, para todo o, > 0
tenemos los siguientes puntos:

1) se tiene dy = djy|, ademds dy es decreciente y continua por la derecha
sobre [0, +00],

2) si se tiene |g(z)| < |f(x)| en p-casi todas partes entonces dg(a) < df(a),
para todo o > 0,

3) para toda constante A € K*, se tiene dxs(c) = dy(e/|)|), para todo o > 0,
4) se tiene la desigualdad dfiq(a+ B) < df(a) + dg(5),
5) se tiene la desigualdad dfq(af) < df(a) + dge(B),

6) si se tiene el limite |f(x)| < 11'm_|1;nf|fn(ac)| en pi-casi todas partes entonces
n—-+0o0

tenemos el limite
d¢(a) < liminfdy, ().

n—-+oo
Prueba.

1) La identidad dy = d|s| se deduce directamente de la expresiéon (LI) que
define la funcion de distribucién pues para construir esta funcién de dis-
tribucién es necesario considerar el valor absoluto de la funcién f.

Veamos ahora que la funcién de distribucién es decreciente: si0 < oy < ag
son dos reales arbitrarios, notamos que siempre se tiene la inclusién de
conjuntos {z € X : |f(z)] > a2} C {x € X : |f(x)| > a1}, de manera que
al considerar la medida de estos conjuntos podemos escribir

di(ag) = p({z € X :[f(2)] > ao}) < p({z € X :[f(2)] > ar}) = dy(an),

de donde se obtiene que la funciéon de distribucién es decreciente. Para
mostrar que la funcién dy es continua por la derecha fijamos el conjunto
E,={z € X :|f(z)] > a} y un real oy > 0. Por las lineas anteriores
vemos que los conjuntos E, son crecientes si « decrece y por lo tanto

podemos escribir
+oo

Ecm = U Ea0+1/n7

n=1

de modo que por la propiedad de continuidad de las medidad] obtenemos

dr(ao +1/n) = (Fag1n) —_ #(Faq) = dr(co),

4Ver el Teorema 2.2.3 del Volumen 1.
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lo que muestra que la funcién ds es continua por la derecha.

Si |g(x)| < |f(x)] en p-casi todas partes, tenemos la inclusién de conjuntos
para todo v > 0

{zeX |g@)|>a}l c{xe X |f(z) >al,
es decir, al considerar la medida de estos conjuntos obtenemos

p({z € X :g(a)] > a}) < p({w € X |f(2)] > a}),
de modo que dg4(a) < dy(a).

Aqui utilizamos directamente la definicién de la funcién de distribucién
dada en la expresién (1)

(@) = p({zeX:\f@)>a})=pul{ze X:N|f(@)] > a})
— w{z e X :|f@)] > a/IN}) = ds(a/N).

Este punto se verifica considerando la siguiente inclusion de conjuntos:
{zeX:|f(x)+g9(@)]>a+8} C {zeX:|f(z)>a}
Uz € X : [g(x) > B}

De manera que, calculando la medida de estos conjuntos, se obtiene
u{z € X |f@) + 9@ >a+8Y) < u(fweX:|f@)>a})
+u({z € X :|g(z)| > B}),
es decir d4 (o + 5) < df() + dg(B).

Este hecho se verifica de forma similar; en efecto, puesto que disponemos
de la inclusién de conjuntos

{reX:[fg(2)] >aB} C{ze X [f(x) >a}U{zecX:|g(x)] > p},
se tiene sin dificultad que dsq4(af) < df(a) + dg(B).

Para demostrar este ultimo punto consideramos el conjunto
E, ={x € X :|fo(x)| > a}. Puesto que se tiene

< Vi _ ,
[f(@)] < lim fnfl fu(z)] = sup inf |fn ()],
vemos que, para todo z € X tal que |f(z)| > « existe un entero m tal

que para todo entero n > m se tenga | f,(z)| > a. Es decir

+o0o 400

E, C U ﬂEn,

m=1n=m

y por, lo tanto, para todo m > 1 se tiene que

n>m meN n>m n—-+oo

+oo
1 < ﬂ En> < inf u(E,) < sup inf u(E,) = liminf u(E,).

n=m
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—+oo
Por la monotoniafl de la medida © y dado que ( ﬂ En> es una
n=m m>1
sucesion decreciente de conjuntos, obtenemos

+o0o +oo +oo
di(@) = p(Ba) <p ( U N En> = lim p ( N > En>

m=1n=m

< liminfds, (a).
< liminfdy, (a)
Lo que termina la demostracion de esta proposicién. |

Las propiedades expuestas en esta proposiciéon son muy importantes pues de-
terminaran, como vamos a ver dentro de poco, muchas de las caracteristicas de
los espacios de Lorentz y nos referiremos muy a menudo a ellas.

Podemos ahora enunciar el resultado a continuacién que nos indica cémo
reconstruir la funcional || - ||z», y por lo tanto cémo caracterizar los espacios
de Lebesgue LP, a partir de las lineas de nivel determinadas por la funcién de
distribucién.

Proposicién 1.1.2 Sea (X, o/, p) un espacio medido, sea f : X — K una
funcion medible y sea 0 < p < +o00 un pardmetro real. Se tiene entonces la

identidad
L/ e ;
= ([ v tdstarda) " (12)

Prueba. Utilizando la expresién (ILI) que define la funcién de distribucién
escribimos

—+oo —+oo
» / o dy(a)da = p / o1 (/X n{|f>a}<z>du<z>>da,

y si aplicamos el teorema de Fubini en la ltima integral obtenemos

+o00 /(@)
p/ / AP My p5a) (2)da dp(z) =p/ / o da dp(x),
X Jo X Jo

es decir, al integrar en la variable « se tiene / |f(@)|Pdu(z) = || fII - [ |
e

Este resultado nos proporciona una nueva forma de calcular la funcional
|| - |lz» v disponemos, por el momento, de dos maneras distintas de calcular la
cantidad || - ||z» cuando 0 < p < 4o0:

= usando directamente la definicién || f]|» = (/ |f(x)|pd,u(ac)) p,
X

= usando la identidad (2.

5Es decir si A C B, entonces u(A) < p(B).
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Cada una de estas opciones tiene su utilidad, y siempre conviene disponer de
la mayor cantidad de herramientas para describir un espacio funcional.

Volvamos ahora a la identidad ([2]). El caso p = 1 es muy interesante pues
se escribe de la siguiente manera

+oo
1l = /X (@) () = / dy ()da, (1.3)

y cuando el conjunto X es el intervalo [0, +o0[, esta identidad es la comproba-
cién de que el “drea debajo de la curva” es la misma para las funciones | f| y su
funcién de distribucién dy. Més generalmente, este hecho permite determinar
el tamano de una funcién, no solo integrando directamente sobre un espacio
cualquiera X dotado de su estructura particular, sino que también es posible
transponer esta informacién sobre el intervalo [0, +-o0o[ dotado de su estructura
natural: gracias a esta transformacién y a la identidad (I.3]), si estamos in-
teresados en problemas de medibilidad “basta” estudiar lo que sucede sobre el
conjunto [0, +oo[ pues la funcién de distribucién captura la informacién nece-
saria para tratar con éxito estas problemaéticas.

A partir de esta observacién tenemos el concepto a continuacién que serd de
utilidad en lo que sigue.

Definicién 1.1.2 (Funciones equidistribuidas) Sea (X, 7, ) un espacio
medido, sean f,g : X — K dos funciones medibles. Diremos que f y g son
equidistribuidas si se tiene la identidad dy(a) = dg(a), para todo o > 0.

Recordemos que por la definicién de la funcién de distribucién, se tiene esta
identidad en p-casi todas partes. Ademas, para dos funciones f y g equidis-
tribuidas se tiene por la férmula ([2) la identidad || f||» = ||g||L» para todo
0<p<—+oo.

Notemos aqui que dos funciones equidistribuidas pueden ser muy diferentes:
si consideramos el espacio X = [0, +o00[, con su estructura natural, y las fun-
ciones f = 1pg,1) y g = 13 4], se tiene sin ningtin problema que dy = d, = 1o 1].

1.1.2. Definicién de los espacios LP*>

Una vez que disponemos de estas propiedades de las funcién de distribucién,
podemos presentar una primera definicién de los espacios de Lorentz LP*° y
veremos aqui algunos ejemplos de funciones que pertenecen a estos espacios.

Definicién 1.1.3 (Espacios de Lorentz LP**°) Sea (X, <, 1) un espacio me-
dido.

1) Sea 0 < p < +oo un nidmero real, definimos el espacio de Lorentz
LP>(X, o, 1, K) como el conjunto de funciones medibles f : X — K
tales que la cantidad siguiente es finita

I£ll2n = sup {a a7 (a)} . (1.4)
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2) Elespacio L (X, o/, 1, K) es por definicion el espacio L= (X, o , u, K).

Como las propiedades mas elementales del espacio L = L* han sido ya
estudiadas en los voliimenes anteriores, nos concentramos aqui en los espacios
LP*> con 0 < p < 4o00.

Recordemos aqui que las dobles barras || - || sirven por lo general para de-
signar una norma y en la definicién anterior, hacemos un abuso de notacién
pues la cantidad || - || Lr. 1O es necesariamente una norma como tendremos la
oportunidad de verlo mas adelante.

Antes de pasar al estudio de las diferentes caracteristicas de estos espacios
enunciamos una propiedad que se deduce inmediatamente de la férmula (4)
y que es de gran importancia: para todo a > 0 se tiene siempre la mayoracién

1fllnee > o d (@), (15)

lo cual puede reescribirse de varias manera distintas como por ejemplo

1
Il fllLeoea™ > df (@) o, de forma equivalente || f||7,.a™ > ds(a).
Conviene tener en mente estas expresiones pues son muy utiles en la practica.

Podemos ver ahora que por definicién de la funcién de distribucién (ver tam-
bién la Observacion [L1)), si se tiene f = g en p-casi todas partes, entonces
dy = dgy y de esta manera los espacios L”*° que acabamos de definir deben ser
considerados como espacios de clases de funciones, de la misma manera que
se lo ha hecho para los espacios de Lebesgue LP (ver el Volumen 1). Dicho de
otra manera, dos funciones que pertenecen al espacio de Lorentz LP°° serdn
consideradas iguales, si son iguales en u-casi todas partes.

Una vez que hemos aclarado estos puntos, demos unos ejemplos de funciones
que pertenecen a los espacios de Lorentz LP>*° con 0 < p < +o00.

(i) Sobre el espacio medido (R™, Bor(R™),dx) consideremos la funcién indi-
catriz f = 14, en donde A C R™ es un subconjunto de medida finita.
El lector verificard que si 0 < a < 1, entonces se tiene df(a) = |{z €
R™ : |1a(z)| > a}| = |A|, mientras que si @ > 1, se tiene en cambio
que dy(a) = 0. A partir de estas observaciones, si calculamos la cantidad

1
| fllzpoe = Sup | @ dy (a)} con 0 < p < 400, obtenemos || f||Lr. = |A|%,
o>

de donde se tiene que f = 14 € LP*°(R"™, Bor(R"), dz,R). El lector no-
tard que para las funciones indicatrices de conjuntos acotados las can-
tidades || - ||Lpe ¥ || - ||L» nOs proporcionan la misma informacién, es
decir
1
[Lallzee = [Lallze = [A]7,

sin embargo en el ejemplo siguiente mostraremos las diferencias entre
estos espacios de funciones.
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(ii) Veamos un caso més particular de funciones que pertenecen a los espacios
de Lorentz LP**° con 0 < p < +o0: sobre el espacio X = R" dotado de su
estructura natural consideremos la funcién f : x — |:c|_%. Si calculamos
la cantidad || f|| L».o~, utilizando las propiedades de la medida de Lebesgue
tenemos:

1 n 1
lfllzpe = sup ad;(a)}sup{ax [{z eR": |a| 7> >oz}|”}

a>0

= sup 04><|B(0,oz_%)|%} (1.6)

j

I
o m
jori
L3
Q
X
—
Q|
_=
oo}
=
—
N
S =
[N
I
o wm
jori
L3
—
Q
X
Q
-
oo}
=
—
-

= [BO,1)]" = (ﬁ) < o0,

v hemos verificaddd que se tiene || f|| s = |B(0, 1)|% < 400 de manera
que la funcién f(x) = |z|”» pertenece como anunciado al espacio de
Lorentz LP->°(R"™, Bor(R™), dz, R).

Este ultimo ejemplo sirve para mostrar que si p # ¢, entonces los espacios
de Lorentz LP'*° y L%°° son distintos. En efecto, sobre R™ si consideramos
f= |ac|7%, entonces por los cédlculos anteriores tenemos f € LP**° pero esta
funcién no pertenece al espacio de Lorentz L?°°. Sin embargo, el punto maés
relevante de este ejemplo estd dado en la observacion siguiente.

Observacién 1.2 Para todo 0 < p < 400, tenemos que las funciones del tipo
f(z) = |z|~» pertenecen al espacio LP*(R", Bor(R"), dz,R) y estas funciones
son ejemplos tipicos de elementos de los espacios de Lorentz LP**° que nunca
pertenecen a los espacios de Lebesgue LP.

1.1.3. Primeras propiedades de los espacios LP>°

Vamos a presentar aqui seis propiedades elementales de estos espacios: unas
propiedades estructurales (veremos que son espacios vectoriales cuasi-normados),
unas propiedades de posicionamiento (compararemos los espacios de Lorentz
con los espacios de Lebesgue), introduciremos una desigualdad de interpola-
cion, generalizaremos las desigualdades de Holder y veremos una caracteriza-
cién equivalente de estos espacios de Lorentz. Finalmente definiremos el pro-
ducto de convolucién sobre estos espacios.

A) Propiedades estructurales

En esta seccién empezamos un primer estudio de las diferentes estructuras
topoldgicas existentes sobre los espacios de Lorentz LP°°. Indiquemos que con

6Recordar que la medida de la bola unidad |B(0, 1)| ha sido calculada en la Seccién 3.4.4
del Volumen 1.
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la Definicién [[LT3] inicamente podremos dar un estudio general (1itil pedagdgi-
camente, pero lastimosamente superficial) de las propiedades de estos espacios
y serd necesario esperar a la Seccién en donde se introduciran otros con-
ceptos para poder estudiar mas en detalle estos espacios.

El resultado a continuacién presenta un primer indicio sobre qué tipo de
estructura se dispone en los espacios de Lorentz LP°.

Proposicién 1.1.3 Sea (X, .7, 1) un espacio medido y sea 0 < p < 400 un
pardmetro real.

1) Los espacios de Lorentz LP*° (X, o/ | 1, K) son subespacios vectoriales del
conjunto de funciones medibles.

2) Ademds se tiene la implicacion || f|lpp.o = 0 = f = 0 en u-casi todas
partes

Prueba.

1) Para mostrar que el espacio de Lorentz LP'*° es un subespacio vectorial
de las funciones medibles debemos verificar los dos puntos siguientes:

e sixeK¥ysifeLP®(X, o, uK), entonces \f € LP>°(X, o, u, K),
e si f,g€ LP>®(X, o, u,K) entonces f + g € LP*°(X, o, 1, K).

Fijemos para empezar una constante A € K*, por el punto 3) de la Pro-
posicién [LT ]y con un pequeiio cambio de variable podemos escribir

sup {a dif(a)} = sup {a a7 (a/IAI)}

a>0

sup {IAIB a7 w)} = Al s (L7)
B>0

[RVAIpZ

de donde se deduce que \f € LP*(X, o, u, K).

Sean ahora f y g dos funciones pertenecientes al espacio LP>*° (X, o7, 1, K),
veamos que la funcién suma verifica f + g € L (X, o7, 4, K). En efecto,
por el punto 4) de la Proposicién [Tl se tiene la desigualdad

diyg(a) < ds(a/2) + dg(a/2), de manera que tenemos

i, (o) < (df<a/2> n dg<a/2>> "

entonces, si 0 < p < 1, se tiene

1

1 L 1 1
Fegl) <257 (@ 02) + af(ar2)),
mientras que si 1 < p < 400, se obtiene la desigualdacﬂ

7,(0) < 7 (a/2) + df (a/2),

"Recordar que si a,b > 0 entonces (a+b)? < a®+b%si0 <o < 1y (a+b)? <2771 (a” +b%)
si 1 < o0 < 4o0o. Ver el Lema 4.2.1 del Volumen 1 para una demostracién de estas
desigualdades.
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y entonces podemos escribir, en funcién de los valores de p e introduciendo
el factor /2, las desigualdades siguientes

adf,yf0) <25 ((0/2) d]e/2) + /2 die/2)) . si0<p<L

(1.8)
1 1 1
adf, (o) <2 ((a/Z) di(a/2) + (a/2) dg (a/2)) , sil<p<+oo.
Al tomar el supremo sobre el conjunto o > 0 tenemos entonces
sup {a d;_g(a)} < méx(2%,2) (sup {(a/2) d? (a/2)}
a>0 a>0
1
vsup{ (a/2) (02} )
a>0
lo cual nos permite finalmente escribir
1f + gllree <mdx(27,2) (|[fllre + llgllre=), (1.9)

lo que muestra que f 4+ g € LP>°(X, o/, 1, K).

Con estos dos puntos hemos verificado que el espacio LP*°(X, &, u, K)
es un subespacio vectorial del conjunto de funciones medibles.

1
2) Si se tiene ||f||zr..e = 0, entonces por definicién sup {a d; (a)} =0,1lo
a>0

que implica que dy(a > 0) = 0 para todo o > 0, es decir que el conjunto
{z € X :|f(z)] > a} es de p-medida nula para todo a > 0, de donde se
deduce sin problema que la funcién f es nula en p-casi todas partes. W

Esta estructura de espacio vectorial es muy importante pues nos garantiza que
los espacios de Lorentz LP**° son estables al realizar las operaciones de base
como la suma de funciones y la multiplicacién por un escalar. Sin embargo,
desde un punto de vista de la estructura topoldgica, esta informacién deja
mucho que desear: a la luz de los resultados presentados en el Volumen 1 y en el
Volumen 2, deseariamos obtener una estructura de espacio de Banach reflexivo
para estos espacios, que era la estructura que disponia de mayor cantidad de
propiedades. Indiquemos desde ya que esto no sera posible para todos los valores
de 0 < p < 400, como tendremos la oportunidad de verlo un poco més adelante
(recordamos que en los espacios de Lebesgue se tiene esta estructura de espacio
de Banach reflexivo tinicamente cuando 1 < p < +00).

Observacién 1.3 Las propiedades (L7) y (L9) que acabamos de demostrar
sobre la funcional | - ||Lr..o hacen de esta cantidad un operador cuasi-linealf,
pero no se dispone de la desigualdad triangular.

En efecto, tenemos el contraejemplo siguiente: consideramos sobre el conjunto
X =]0,1[ las funciones f(x) = 2~ 1y () y g(x) = (1 — x) » Lo 1((x) con

8Ver la Definicién 1.1.4 del Volumen 2.



1.1. Espacios LP>° o LP-débiles 17

0 < p < +o00. Siguiendo los célculos realizados en la expresién (L) obtenemos
directamente

[fllzree = [lgllzre = 1.

Tenemos ahora || f + gl Lr. = sup {04 x ‘{x €]0,1: |[f(z) + g(x)| > Oz}|5} por
a>0

definicién, y vemos sin mayor problema que el valor maximal posible de la
cantidad |{z €]0,1[: | f(z) + g(z)| > a}| es igual a 1 (que corresponde a todo

el conjunto X =]0,1[), y se tiene esta situacién cuando 0 < a < 21+%, siendo
este tltimo valor el minimo sobre 0, 1[ de la funcién f + g. Para este valor

particular de a = 91+s podemos entonces escribir
1 141
ax [{z €0,1[: |f(z) + g(z)| > a}|7 =2""7,
y usamos ahora la desigualdad (L)) para obtener la mayoracién

If + gllre =25,

de esta manera podemos ver que no se cumple la desigualdad triangular pues
se tiene, para todo 0 < p < 400 la mayoracién

1
1f +gllzoe =277 > 2= || fllpoee + [|g] Lo

Insistamos en el hecho de que la cantidad || - ||zr.« N0 sea una norma, no sig-
nifica que los espacios de Lorentz LP**° no sean espacios de Banach: veremos
en la Seccién [[3] otras funcionales equivalentes que si son normas para ciertos
valores del parametro p.

¢ Pero por qué utilizar la Definicién y la funcional || - ||pr.~ para estu-
diar los espacios de Lorentz LP>*°; si existen funcionales que contienen mayores
propiedades estructurales? La razén principal de presentar estos espacios uti-
lizando la funcién de distribucién radica en el hecho de que esta funcién de
distribucién es muy facil y cémoda de utilizar (es la funcional que requiere el
menor nimero de manipulaciones sobre las funciones consideradas) y podremos
evidenciar muy claramente esta propiedad en los capitulos siguientes.

Dado entonces que la funcional || - ||zr. es suficiente para caracterizar y
definir los espacios de Lorentz, es entonces necesario detallar algunas de sus
propiedades y para ello necesitamos introducir la siguiente nocion.

Definicién 1.1.4 (cuasi-norma) Sea E un K-espacio vectorial topoldgico.
Diremos que una aplicacion || - ||g : E — [0,400[ es una cuasi-norma si
verifica los siguientes puntos

1) para todo x € E: ||z|p =0 <=z =0,

2) para todo A € K y todo x € E: ||Az||g = |\||z]|&,

9Conviene insistir en la diferencia existente entre una semi-norma, en donde no se tiene la
propiedad de separacién ||z||g = 0 <= z = 0, y una cuasi-norma, en donde no se tiene
la desigualdad triangular.
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3) existe una constante C > 1 tal que para todo x,y € E:
lz+yle < C=lle + lylls)-

Al espacio (E, || - ||g) se denominard espacio cuasi-normado.

Tal como lo hemos indicado al final de la Definicién [[LI.3] hay un abuso de
notacién en la definicién anterior: la aplicacién || - ||g no es una norma pues
no verifica la desigualdad triangular. Sin embargo, por tradicién se mantiene
esta notacion en este caso y veremos un poco mas adelante cuando, y sobre
todo cémo, es posible definir una verdadera norma sobre los espacios de Lorentz.

La topologia de un espacio cuasi-normado (E, || || g) se determina de manera
natural considerando las cuasi-bolas abiertas B(z,r) = {y € E: ||l —y|lg < r}.
Un estudio general de los espacios cuasi-normados exigiria demasiado espacio
que no disponemos aqui, de manera que solo expondremos algunas propiedades
elementales y para empezar fijamos algunas notaciones en total analogia con el
marco de los espacios normados.

Definicién 1.1.5 Sea (E,|| - ||g) un K-espacio vectorial cuasi-normado y sea
(Zn)nen una sucesion de elementos de E. Diremos que la sucesion (Tpn)neN
converge en el sentido de la cuasi-norma || - ||g hacia un punto x € E si

(Ve > 0)(3N e N)[Vn > N = ||z, — z||E < €],

lo que notaremos
lim |z, —z||g =0.
n—-+o0o
Diremos ademds que una sucesion (zn)nen es de Cauchy en el sentido de la
cuasi-norma || - ||g st

(Ve > 0)(AN e N)(Vn,m > N) [|zn — zm|e < €]
Una sucesion (Tn)nen es acotada en el espacio cuasi-normado (E,| - ||g) st

sup||z,||g < +oo.
neN

Finalmente, diremos que el espacio vectorial cuasi-normado (E,||-||g) es com-
pleto si toda sucesion de Cauchy es convergente y hablaremos entonces de es-
pacio de cuasi-Banach.

Proposicién 1.1.4 Sea (E, || -||g) un K-espacio vectorial cuasi-normado. En-
tonces toda sucesion convergente es de Cauchy y toda sucesion de Cauchy es
acotada. Ademds si (xyn)nen es una sucesion de Cauchy que admite una subsuce-
8100 (Ty(n) )nen convergente hacia un punto x € I, entonces (T, )nen converge
hacia x.

Prueba. Sea (z,,)nen una sucesion de converge hacia un punto 2 € E. Tenemos
entonces

[2n = 2mlle < C([len = 2lle + [l = 2m|5),
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lo que implica que toda sucesion convergente es de Cauchy. Verifiquemos ahora
que toda sucesiéon de Cauchy es acotada: existe N € N tal que para todo
n,m > N se tiene ||z, — z.,,||g < 1y entonces para todo m > N tenemos la
mayoracion ||z, ||z < C(1 + ||z E), lo que nos permite escribir

2]l e < méx([lzolle, .., [len-1lle, C(L+[lan]£)),
JEN
de donde se deduce que la sucesién de Cauchy es acotada. Finalmente, si

(xap(n))nEN es una subsucesién que es convergente hacia un punto x € F, en-
tonces

[2n = zlle < C(an = Zpw) |2 + |1Zpm) — zlle),

pero como la sucesién (z,,)nen es de Cauchy y como la subsucesién (x¢(n))neN
converge hacia x, se obtiene entonces la convergencia de la sucesion (x,,)nen
hacia el punto z. |

Dejamos de lado por un momento a los espacios cuasi-normados pues ne-
cesitamos establecer un resultado que hace intervenir la convergencia en pu-
medidald. Recordemos que sobre un espacio medido (X, ., 1), una sucesién
(fn)nen de funciones p-medibles a valores en K, es de Cauchy con respecto a
la convergencia en p-medida si para todo € > 0 existe IV € N tal que para todo
n,m > N se tiene p({x € X : |fn(x) — fm(z)| > €}) <.

El resultado que necesitamos es el siguiente

Proposicién 1.1.5 Sea (X, o7, u) un espacio medido y sea (fn)nen una suce-
sion de funciones p-medibles a valores en K que son de Cauchy con respecto a
la convergencia en p-medida. Entonces existe una subsucesion de (fn)nen que
converge en [-casi todas partes hacia una funcion medible que notaremos f.

Prueba. Partimos de una sucesién de Cauchy en p-medida (f,)nen y para
todo j > 1 consideramos una sucesién de enteros n; tal que se tenga

({2 € X ¢ |y (8) = fuyo (@)] > 277}) < 277,

y tal que esta sucesién sea creciente, es decir ny <ng <--- <ny; <njy < ---.
Si consideramos el conjunto A; = {x € X : |fpn,;(x)— fn,,, (x)] > 277}, tenemos
entonces

+oo +oo +oo
pl A <) ma)<dy 279 =2m
Jj=m

j=m j=m

para todo m= 1,2, 3, ..., de donde se obtiene u( jzof Aj> < 1, y tenemos
entonces

+oo +oo

m=1j=m

10Ver la Definicién 3.3.4 del Volumen 1.
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De esta manera, para = ¢ U+°° A; y para todo i, k suficientemente grandes
tales que ¢ > k > jg > m, se tlene

i—1 i—1
| Foni (@) = P @] <D 1 g (@) = ()] < Y27 <217k <ol
1=k =k

esto implica que la sucesién puntual (fy,(x));en es de Cauchy en K para todo
x ¢ U+°o Aj, y por lo tanto es una sucesién que converge para tales puntos .
Podemos entonces definir una funcién por medio de la expresion

400 400
o[ e A U
m=1j=m
0 si no.

Obtenemos entonces que la sucesién de funciones f,; tiende en pu-casi todas
partes hacia la funcién f que es medible por el criterio de medibilidad de la
Proposicién 3.2.3 del Volumen 1. |

Con estos preliminares, tenemos ahora el resultado mas importante de esta
subseccion que nos proporciona un poco mas de informacién sobre la estructura
de los espacios LP**>

Teorema 1.1.1 Sea (X, o7, 1) un espacio medido, sea 0 < p < 400 un pardme-
tro real y consideremos los espacios de Lorentz LP>°(X, o/, n,K) dados en la
Definicion LT3 La funcional ||| rr.» dada en la expresion (1)) es una cuasi-
norma sobre estos espacios y ademds los espacios (LP*°, || - || Lr.oc) son espacios
cuasi-normados completos.

Demostracién. El hecho de que para todo 0 < p < 400 la funcional || - || 1.
define una cuasi-norma sobre el espacio LP**°(X, .o/, u,K) se deduce directa-
mente de la Proposicién [[T3y de las fé6rmulas (I77) y (T3). De manera que
lo tdnico que debemos verificar es que el espacio (LP>*°, || - || Lr.c) es completo,
en el sentido de que toda sucesién de Cauchy es convergente (con respecto a la
cuasi-norma || - ||zr.e<). Sea pues (fr)nen una sucesiéon de Cauchy de funciones
que pertenecen al espacio L (X, o, u, K), entonces se tiene

(Ve > 0)(3Ny, € N)(Vn,m > Ni) : || fn — fnllzee < e'T
Utilizando la mayoracién (LT, tenemos para todo a > 0

ax u({z € X 1 |fa(@) = ful@)] > a})? < | fu — fullLre <e'F

de manera que si tomamos a = £ podemos escribir

p{x € X i |fu(x) — fm(2)] > €}) <e, (1.10)

es decir que la sucesién de funciones (fy, )nen es de Cauchy en medida y podemos
aplicar la Proposicién [LT.5] para obtener que existe una subsucesién (fy; ) en



1.1. Espacios LP>° o LP-débiles 21

que converge hacia una funcién medible f. Fijemos entonces un ky > 1 y
consideremos la cantidad

|f’l’lk0 - f| = jgl}:loo|fnk0 - fnj|7
aplicamos la propiedad 6) de la Proposicién [[T]] para obtener
dif,,,-si(e) Slminfdyy s (),
y a partir de esta desigualdad reconstruimos la funcional || - || Lr. para obtener
1y = Fllwoe < dim il fo = fog |l ooe-

Hacemos ahora tender kg — +00 y usamos el hecho de que la sucesion (f,, )nen
es de Cauchy en el espacio LP*°(X, o7, 1, K) de manera que la parte derecha
de la estimacion anterior tiende hacia cero. Obtenemos de esta manera una
subsucesién (fy, )ken que converge hacia una funcién f € LP*°(X, .o/, n, K).
Como este espacio de Lorentz es cuasi-normado, basta ahora aplicar la Propo-
sicién [T para obtener que toda la sucesién (fy,)nen converge hacia el mismo
limite: los espacios de Lorentz LP**° con 0 < p < 400 son entonces espacios
cuasi-normados completos. |

En el estado actual de nuestra exposicién, este es el resultado estructural
més general que se puede obtener. Como hemos anunciado en varias ocasiones,
veremos mas tarde para qué valores de p es posible dotar a los espacios de Lo-
rentz de estructuras mas robustas como las de espacios métricos y de espacios
normados.

Antes de terminar esta seccién, conviene observar que en la demostracion del
teorema anterior hemos obtenido el resultado siguiente.

Corolario 1.1.1 Sea (fn)nen una sucesion convergente que pertenece al espa-
cio de Lorentz LP>° (X, 7, 1, K) con 0 < p < 400, entonces la sucesion (fn)nen
converge en u-medida. Dicho de otra manera, la convergencia en LP>° implica
la convergencia en p-medida.

Prueba. Si f,, — fen LP>®°(X, o, u,K), tenemos que para todo £ > 0, existe
N € N tal que si n > N, entonces

1o = fllzre =sup {a x u({e € X : |fu(@) = f@@)] > a})? } <143,
a>0

De la misma manera que en la expresién (ILI0) anterior, basta fijar « = ¢ para
obtener pu({z € X : |fn(z) — f(x)| > e}) < ¢, de donde se deduce la convergen-
cia en p-medida. |

Con estos resultados tenemos un primer vistazo de las propiedades de los
espacios de Lorentz LP*>° y ahora es necesario comparar estos espacios de fun-
ciones con los espacios de Lebesgue LP.
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B) Comparacion entre espacios de Lebesgue L? y de Lorentz LP>*°

Adelantdndonos un poco a la Seccién [L2.3] en donde estudiaremos en detalle
las relaciones entre los espacios de Lorentz generales, podemos ver desde ya que
los espacios de Lorentz LP>*° son una generalizacion de los espacios de Lebesgue
LP como lo muestra el resultado a continuacion.

Proposicién 1.1.6 (Inclusién Lebesgue-Lorentz) Sea 0 < p < +00 y sea
(X, o, 1) un espacio medido. Entonces tenemos la inclusion:

LP(X, o i, K) C LP(X, o, 1, K).

Notese ademds que esta inclusion es estricta. Mds precisamente se tiene la
estimacion siguiente para toda funcion f € LP(X, o, u,K):

[fllzree <[ fllze- (1.11)

Prueba. Vamos primero a establecer la desigualdad (LI1]) para posteriormente
verificar que la inclusién es estricta. Sea pues a > 0 un nimero real, entonces
escribimos

po= 2)|Pdu(z) = 2)|Pdp(z 2)|Pdp(z
T /le( JPduz) /{|f>a}|f( ) Pdu )+/{f|§a}|f( JPduz)
> [ j@pduta)
{IfI>a}

Dado que estamos integrando sobre el conjunto {x € X : |f| > a} tenemos

V

[ W@ zer [ du) = adsla).
{lf|>a} {lf|>a}

1
Es decir que para todo a > 0 se tiene la estimacién uniforme || f||L» > adf (o),
1
y podemos escribir || f||z» > sup {a df (oz)} = || flLp.oo.
a>0

Para mostrar que la inclusién es estricta, basta exhibir una funcién que per-
tenece al espacio de Lorentz LP>*° pero que no pertenece al espacio de Lebes-
gue LP con 0 < p < +o0. Por simplicidad, consideramos el espacio medido
(R™, Bor(R™), dz), sabemos entonces por la Observacién [[2] que las funciones
de tipo f(z) = |:c|_% pertenecen a los espacios de Lorentz LP'*° para todo
0 < p < 400 pero que nunca pertenecen a los espacios de Lebesgue LP. |

Esta proposicién nos muestra, tal como lo habiamos anunciado, que los es-
pacios de Lorentz LP*° son efectivamente una generalizacion de los espacios de
Lebesgue en el sentido que contienen muchisimas mas funciones que los espacios
LP. Pero el lector debe estar muy consciente que no se busca la generalizacién
por el gusto de lo abstracto, sino porque existe una necesidad importante re-
lacionada con los espacios de Lorentz LP*>*° que los espacios de Lebesgue no
pueden resolver. Estos temas seran tratados con mayor detalle en los capitulos
siguientes.



1.1. Espacios LP>° o LP-débiles 23

En la demostracion de la Proposicion [L1.6l hemos redemostrado la desigual-
dad de Tchebyche, que es una herramienta fundamental cuando se trabaja
en los espacios de Lorentz y que conviene tenerla siempre en mente:

Proposicién 1.1.7 (Desigualdad de Tchebychev) Sea 0 < p < 400 y sea
(X, o, p) un espacio medido. Si f € LP(X, o, u,K), entonces para todo o > 0
tenemos la desigualdad

di(a) = p({z € X : |f(2)] > o}) < a7 P||f|Ls-

Tenemos pues a partir de estos resultados y de la mayoracién (L)), la cadena
de estimaciones siguiente

adf(a) < ||fllzre < | fllzs,

lo que muestra que si bien la desigualdad de Tchebychev es de gran utilidad,
no es una estimacién muy precisa.

Si los espacios de Lorentz LP*° contienen los espacios de Lebesgue L?, y si
se tiene la desigualdad (LI1), es de esperarse que la cantidad || - ||rr. que
sirve para caracterizarlos posea ciertas propiedades interesantes, a pesar de ser
Unicamente una cuasi-norma. En este sentido tenemos el siguiente resultado

Proposicién 1.1.8 Sea 0 < p < +oo un pardmetro real. Sean (fn)nen una
sucesion y f una funcién que pertenecen al espacio de Lebesgue LP (X, o , i, K).
Si la sucesion (fn)nen converge hacia la funcion f en LP, entonces también se
tiene esta convergencia en LP°°. Dicho de otra manera, la convergencia en LP
implica la convergencia en LP'*°.

Prueba. Fijemos 0 < p < 400, la estimacién (LII)) nos permite escribir

If = fallzoee < NIf = fullze,

de donde se deduce inmediatamente que si la sucesién (f,,)nen converge hacia
f en el espacio LP, también se tiene la convergencia en el espacio LP**°. |

Presentamos ahora otro resultado que es valido cuando se dispone de un
poco mas de estructura en el espacio sobre el cual estdn definidas las funciones:

Proposicién 1.1.9 (Traslacién y Dilatacién) Sea 0 < p < +00 y conside-
remos los espacios de Lorentz LP>*°(R™, Bor(R"),dz,K). Para todo T € R™ y
todo A > 0 tenemos

Ifrlzeee = [ fllzre y N6 lzree = A5 (| f | Lo,

Prueba. Recordemos que para todo 7 € R" la traslacion f; de una funciéon
f:R™ — K estd definida por f,(x) = f(x + 7). Utilizando la definicién de la

1Ver también la Proposicién 4.3.1 del Volumen 1.
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funcién de distribucién dada en la férmula (II]) y utilizando la unimodulari-
dad™ de R™ tenemos directamente la identidad

dy, (o) = /R" IL{|f(z+T)|>a}(ac)dac = /]Rn 1{|f(z)‘>a}(ac)dac =dys(a), (1.12)

de donde se deduce la primera identidad.

Recordemos ahora que la dilatacién d,[f] de una funcién estd dada por la ex-

presién 0\ [f](z) = f(Ax) = f(Az1,..., z,). De esta manera tenemos, gracias
a un cambio de variable:
ds, () = / dx = / dx
{I8x[f]I>a} {lf(Az)|>a}
= A" dx = X\""ds(a), (1.13)
{lf(x)|>a}

de donde se deduce la segunda identidad al reconstruir la funcional || - || e
dada en (I4). [ |

Observacion 1.4 Es importante notar que cuando se dispone de una estruc-
tura de dilatacién, las funcionales que determinan los espacios de Lebesgue LP
y de Lorentz LP>*° tienen el mismo comportamiento, es decir

1ol = A2 (1 flle vy [10a[f]llzeee = A7 fll Lo

Volvamos ahora a las probleméticas de inclusién entre los espacios de Lorentz
y de Lebesgue. Sabemos que en el caso general si p # ¢ entonces no existe
ninguna relacién de inclusién entre los espacios de Lebesgue LP y L7 (ver la
Seccién 4.2.1 del Volumen 1). Esta situacién se mantiene con los espacios de
Lorentz LP>>° y L%°°: es decir, en el caso general, si p # ¢ no existe tampoco
ninguna relacién de inclusién entre estos dos espacios.

Sin embargo, cuando tenemos una informacién adicional, sabemos por el
Teorema 4.2.5 del Volumen 1, que cuando la medida del conjunto X es finita,
existe la relacién de inclusién estricta

Lq(Xa’/Q{7/j/aK) _,C«_ Lp(Xa’/Q{7MaK)a

entre los espacios de Lebesgue cuando 1 < p < ¢ < 400. En el caso de los
espacios de Lorentz LP>>° definidos sobre espacios X de medida finita tenemos
un resultado de inclusién totalmente similar al de los espacios de Lebesgue y
este resultado serd una consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.10 Sea (X, o7, 1) un espacio medido tal que p(X) < +oo.
Sean p y q dos numeros reales tales que 0 < p < q¢ < 400 y sea f una funcion
de LY (X, o, u, K). Tenemos entonces la estimacion:

/X @) Pdu(z) < C,a) p(X) 510w (1.14)

en donde C(p,q) = #.

12Ver la Proposicién 4.1.14 del Volumen 2.
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Prueba. Para empezar la demostracién utilizamos la Proposicion [L1.2] que
proporciona una caracterizacién de la norma de los espacios LP(X, o, u, K)
basandose en la funcién de distribucion. Podemos entonces escribir

+oo
[ @ ldu@ =p [ @ ux nge e X 511] > ada
X 0
Observemos ahora que tenemos las dos mayoraciones siguientes

pXn{z e X :|fl>a}) SpX), v pXn{zeX:[fl>a}) <a™fl|Te~,

la primera estimacion es finita pues por hipdtesis se tiene p(X) < +oo mien-
tras que la segunda se deduce de la definicién de la cantidad ||f||La. que por
hipotesis también es finita y se tiene entonces

+oo
/X |F(@)Pdp(z) < p / oL min (5(X), a9 f|L,.) do

En este punto utilizamos la linealidad de la integral para escribir
T
JUr@rdue) < p [ o min (u(X).07 ) o (115)

+oo
+p/ o’ min (u(X), | f||% ) da

T

en donde el parametro T est4 fijado por T' = M(X)_% Il || a-ec . Vemos ahora que
si o €]0, T, entonces min (u(X), ™9 f||%,.o) = u(X), e inversamente, si a €
|T, +o0 se tiene que min (u(X ), 4[| f||% <) = a || f]|%,«. Asi, regresando
a la expresién (LI0) escribimos:

T +o0o
[ l@pdu@) <p [ o tux)datp [ a0 da
X 0 T

Es decir, calculando estas integrales obtenemos

/X F@)Pduta) < T2 + L9 ]

luego, con el valor de T' definido anteriormente podemos escribir

/. |f<x>|pdu<x>s(1+ﬁ) Mool /.

lo cual nos permite concluir. |

Hay que notar que si p > ¢ entonces la estimacién (LI4) es falsa. En efecto,
el caso p = ¢ es directo por la Proposicién sabemos que los espacios
de Lorentz son estrictamente més grandes que los espacios de Lebesgue. Para
estudiar el caso p > ¢ basta fijar por ejemplo X =]0,1[, f(z) = 1/z, p = 2
y ¢ = 1. En efecto, se tiene que ||f||rz2 = 400 mientras que, repitiendo los
célculos realizados en la expresién ([L6), vemos que ||f||p1.0 < 400, de donde
se obtiene que la estimacién (LI4) falla cuando p > gq.
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Corolario 1.1.2 (Inclusiones - Medida finita) Sea (X, <7, 1) un espacio
medido de p-medida finita, es decir p(X) < 400. 510 < p < q < o0, te-
nemos las inclusiones de espacios siguientes

LI(X, o 1, K) © LY (X, o, 1, K) C LP(X, of , 1, K) G LP™(X, o, 1, K).

Prueba. Las inclusiones de los extremos de la expresién anterior (es decir
L1 C L% y [P C LP*) se deducen directamente de la Proposicién [LI.6
de manera que solo debemos preocuparnos por estudiar la inclusién central
L% C LP. Pero si u(X) < 400y si 0 < p < ¢ < 400, entonces partir de la
estimacién (I4]) obtenemos sin problema la desigualdad

Ifllze < C(p, g, X) 1|,

y por lo tanto, si f es una funcidon que pertenece al espacio de Lorentz L%
entonces también pertenece al espacio de Lebesgue LP. |

El lector observara que esto representa un doble refinamiento de las inclusio-
nes dadas en el Teorema 4.2.5 del Volumen 1.

e En el caso de los espacios de Lebesgue definidos sobre un conjunto de
medida finita, solo tenfamos la inclusién LY C LP, y esta informacién
se enriquece con el resultado anterior pues entre estos dos espacios, es
posible insertar el espacio de Lorentz L% tal como estd indicado en el
corolario anterior.

e En el Teorema 4.2.5 del Volumen 1, se consideraba tinicamente el rango
de valores 1 < p < q¢ < 400, y los casos cuando 0 < p < ¢ < 1 no estaban
considerados, pues en la demostracién de ése teorema se utilizaban las
desigualdades de Hélder que imponian la condicién 1 < p < ¢ < +o0.
El Corolario [LT.2] basado en una demostracién diferente que utiliza la
Proposicién [LT.10, permite ampliar el rango de valores.

Mas alld de la conclusién obtenida, es necesario indicar que las lineas expuestas
en la prueba de la Proposicion son un ejemplo tipico de los célculos
que se realizan cuando se trabaja con espacios de Lorentz y tendremos varias
oportunidades para mostrar como razonamientos similares permiten obtener
resultados muy poderosos.

C) Una desigualdad de Interpolaciéon

Vamos ahora a mostrar cémo los espacios de Lorentz LP*° permiten me-
jorar algunos resultados conocidos. En efecto, recordemos que si (X, .o, p)
es un espacio medido y si f : X — K es una funcién medible tal que
fe P(X, o, u,K)N LYX, o, 1K), con 1 < p < g < 400, entonces dis-
ponemos de la desigualdad de interpolacion siguiente

Iz < AN A1 (1.16)

en donde 6 €]0, 1] es un pardmetro y donde se tiene % = % + % (ver la demos-
tracién en el Teorema 4.2.7 del Volumen 1). Esta desigualdad nos indica que si
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una funcién f pertenece a los espacios LP y L4, entonces pertenece a todos los
espacios L™ con p < r < q.

Puesto que se tiene la estimacion || f|| Lr. < || f]|L» dada en la férmula (ILI1)),
vamos a ver en el resultado a continuaciéon cémo obtener un resultado similar
y veremos que es posible ser mucho més precisos utilizando los espacios de
Lorentz.

Teorema 1.1.2 (Interpolacién) Sea (X, o7, n) un espacio medido, sean
0 < p < q < 400 dos pardmetros reales y sea f una funcion medible tal que
feLreX, o uK)Nn LY (X, o, 1K), entonces f € L"(X, o, u,K) para
todo p < r < q y ademds se tiene la desigualdad de interpolacion siguiente

11l < O, g, N Tooe If 1 e

donde 0 = % — siq<+ooydond69=p/rsiq=+oo.

Demostracién. Sea 0 < ¢ < +00. Como se tiene que f € LP*(X, o7, u, K) N
L (X, o, u, K), tenemos por definicién de las funcionales || - || Lr.oo ¥ || || Lavo
las mayoraciones siguientes

|l AT a0
dp(a) < oF df(a)ST,
es decir que podemos escribir d(a) < min (”f”];p = ”f”qu N). Considere-
a

mos ahora la norma || - ||~ y utilicemos la caracterizacién por medio de lineas
de nivel dada en la expresién (L2)). Con la estimacién anterior sobre la funcién
de distribucién dy y por la linealidad de la integral obtenemos

+oo “+o0
e = r/ o/'_ldf(a)dagr/ o (”f”Lpoo |f|Lq°°)da
0 0 g ol
T “+o0
P [ ot / @7 g de
0 T

_1
en donde hemos fijado T = (”f”’% = ) " < 400. Evaluando el valor de estas
LP,o°

/]

IN

integrales se tiene

N

Iz <

_ T _
7 | T

r—

( 5 )<||f||m>3’<||f||w>

r—=p 4q-

'!:7

IN

y extrayendo la raiz r-ésima de esta desigualdad anterior obtenemos

'S 'S _p
s( n ) TEx
r—p q-—r

lo que corresponde con la mayoracién buscada cuando g < +o0.
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Pasemos ahora al caso cuando ¢ = +00, en esta situacién se tiene por de-
finicién L°* = L y observamos en particular que se tiene df(a) = 0 si
a > ||f|lL<. Con esta observacién podemos escribir

+o0 1l zoe
7 = r/ oty (a)da = r/ " tdy(a)da,
0 0

pero como se tiene la estimacién dy(a) < a P f||} ,.«, entonces

_ Ml
1l < / o Lo || f|2 e dar,
0

y evaluando esta integral obtenemos || f[|7- < ;5|1 f|17. [ [z, basta ahora

extraer la raiz r-ésima de esta estimacion para obtener el resultado buscado.ll

Conviene poner en perspectiva este resultado utilizando la desigualdad (1T
y de esta manera tenemos las mayoraciones:

1z < W Fllze < CUFI e I F Iz < CUFN NIl

Esta cadena de desigualdades nos indica que si una funcién f pertenece a
los espacios LP*° y L?°° entonces no solo esta funcién pertenece a todos los
espacios L™ con p < r < ¢ (lo que seria una simple adaptacién a los espacios
de Lorentz del resultado dado en ([ILI6)), sino que se tiene un resultado mucho
mas preciso pues se obtiene que la funcién f pertenece a todos los espacios de
Lebesgue L" con p < r < q. Observemos también que, al igual que en el Co-
rolario [[L.T.2] el resultado anterior ademés de ser més preciso, permite estudiar
los casos cuando 0 < p < g < 1, que no eran estudiados con la desigualdad
(LI6) cuya demostracién estaba basada en la desigualdad de Hélder.

Este resultado es muy importante pues nos permite obtener informaciones
en términos de espacios de Lebesgue a partir de informaciones generales dadas
en términos de espacios de Lorentz: de esta manera si estamos interesados en
controlar una funcién en norma L", es suficiente controlarla en norma LP**° y
L% con 0 < p < r < q < +0o0, lo cual en ciertas ocasiones es mucho mas facil
de obtener.

D) Desigualdades de Holder

Vamos ahora a generalizar a los espacios de Lorentz las desigualdades de
Hoélder, que estudian el tamano del producto de funciones.

Teorema 1.1.3 (Desigualdades de Hoélder) Sea (X, <7, 1) un espacio me-
dido. Sean p,p1, ..., pn, niimeros reales positivos pertenecientes al intervalo |0, +oo[

tales que
1 1
P =P

n
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Sean (fj)1<j<n funciones medibles definidas sobre X a valores en K pertene-
cientes a los espacios LP3>°(X, o/, u,K). Entonces tenemos la mayoracién

n n
Hfj SC’(paplaapn)]:[”f]HLpJoC
J=1 Lproo J=1

1

1 .
en donde C(p,p1,...,pn) =D P H?Zl p;’

Demostracién. Estudiemos la funcién de distribucion del producto H?Zl fiy
para ello vamos a aplicar el punto 5) de la Proposicién[LTI]l pagina@l utilizando
la identidad oo = & x g; X 22X % X 0p—1,dondeo; >0 (1 <i<n-—1).
De esta manera podemos escrlblr

(0% ag ag
drpe_, 7, (@) < dp (0—1) +dy, (0—;) +dyg, (U—j) +

+"'+dfn71 (Zn_2) +df‘n. (O’nfl).

Dado que cada funcién f; pertenece al espacio de Lorentz LPi-*> correspondien-
te, podemos aplicar la mayoracién (LH) a cada uno de los términos anteriores
para obtener

o1 o9 p2 o3 p3
a5 @) < UAIE~ (2)" + 1Rl (Z) + 15l (2) +
Pn—1 Pn
n— On—1 1
R R

n—1

n— n—
Definimos ahora z1 = || 1|21 (Z), 32 = || f £r2 (0—1) x3 = || f3]|Lrs.oe (Z—z),
s Tn—1 = || fa—1|lLpn-1.0 (Z”—:;>, T = || fnll Lo (ﬁ), y nos interesamos

en minimizar el problema
Pn—1
b +:Ep22 Jr:EP;S + 4Tty +:cfl”,

C oy 1 n . .
con la condicién x1 X 2 X 13 X+ - X Tn_1 X = 5 [[_ || fjllLrs > (si necesario
proceder por recurrencia con 2 funciones, luego 3, etc, y utilizar el método de
multiplicadores de Lagrange), de esta manera obtenemos la mayoracién

n
—1 —
drpr_, (@) < | p Hp] a P T 15150
j=1
extrayendo la raiz p-ésima de esta desigualdad, se tiene

axdfi, Hp H 1fillges =

a partir de esta estimacién uniforme con respecto a la variable a y por definicion
de la funcional || - || Lr. tenemos finalmente la mayoracién

Hfj Hp H”fJHLpJ
j=1

Lp.o
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lo que termina la demostracion del teorema. |

Conviene enunciar por separado el caso particular més utilizado de estas
desigualdades de Holder.

Corolario 1.1.3 Sea (X, .27, 1) un espacio medido y sean 1 < p1,ps < 400
numeros reales conjugados entre si, es decir ;0_11 + piz = 1. Sean f,g funcio-
nes medibles que pertenecen a los espacios de Lorentz LPV*° (X, o, u, K) y

LP2>0(X o | u, K), respectivamente. Entonces tenemos

1fgll 10 < Cor, D)l fllzor-oe[lgll Lraoe

Veremos mds adelante, en el Teorema [[L4] maneras mds directas y generales
de obtener este tipo de resultado.

E) Una caracterizacién de los espacios de Lorentz L?>*°

Presentamos en esta secciéon una segunda manera de caracterizar los espacios
de Lorentz LP*° que estd relacionada con el Teorema [[LT.2] pagina 27 en el
siguiente sentido: vimos que si una funcién f pertenece a los espacios de Lorentz
LP>° y L9 entonces podemos deducir que la funcién f pertenece al espacio
de Lebesgue L™ con p < r < ¢q. Vamos a ver ahora que una funcién f € LP*° si
y solo si se la puede descomponer como una suma de funciones que pertenecen
a espacios de Lebesgue adecuados.

Teorema 1.1.4 Sea (X, o, p) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un pardme-
tro real y sea f : X — K una funcidn medible. Entonces f € LP*°(X, o/, u,K)
sty solo si

(VA >0) (3fo, f1: X — K) tales que f(z) = fo(z) + fi(x),

en donde | follzro < CoA?™ y || fillze < CoA? con A > 0 y en donde los

pardametros 0 < pg < p < p1 < 400 estdn relacionados por la expresion % =

p% + 1;—19, con 0 < 0 < 1. Ademdas se tiene la caracterizacion siguiente

HfHLpoo = inf{C >0: f = fo +f1 con ||fOHLPO S CAeil, ||f1||Lp1 S CAG}

Demostracién. Empecemos considerando una funcién f € LP>°(X, o, u, K)
y verifiquemos que efectivamente se puede descomponer de la manera indicada
por el teorema. Definimos pues las funciones fy y f1 de la manera siguiente

Jfo=fluexf@> ¥ [fi = laex:f@)<B})

para un cierto B > 0. Vemos directamente por esta definicién de las funciones
foy f1 que se tiene la identidad f(z) = fo(z) + fi1(x), de manera que debe-
mos mostrar que fy € LP(X, o, 1, K) y que f1 € LP* (X, o, u,R). Para ello
procedemos como sigue:

e Para fy, por definicién de esta funcién tenemos

+oo
| @pdute) = [1r@rae =3 [1r@rdu) .

{If(@)|>B} 720 55 B<| f(a)| <2741 BY
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pero como sobre el conjunto {2/ B < |f(x)| < 2971 B} se tiene la mayora-
cién | f(z)| < 277! B, entonces podemos escribir

—+o0
[ @ran@ < et [
X 3=0 {29 B<|f(z)|<2i+1 B}
—+o0
< Y (@'BPu({2B < |f(z)| < 27T BY).

j=0

Utilizando la definicién de la funcién de distribucién d¢, se tiene para

todo a > 0 la desigualdad df(a) < a P f||},.« y obtenemos

—+oo —+o0
/Ifo(:c)l”odu(x) < Y @B (2B) <Y (2B (2 B) P £l
X §=0 §=0
+oo
< QPOBPO_”Hinp,oeZQj(pO_p)7
§=0

y la suma anterior converge pues pg < p y por lo tanto obtenemos que
fo € LPo(X, o7, i, K) puesto que se tiene la mayoracién

I foll 7% = CBP P f[|7 100 < +o00.

e Para la funcién f; escribimos, utilizando esencialmente los mismos argu-
mentos explicitados anteriormente:

+oo
[ in@rdue = [erdue =Y [ 1@ du)
X . j=0 . . i
{If(z)|<B} {2-G+VUB<|f(x)|<2-9B}

+0o +oo
< Z(Q*J’B)pl /d,u(x) < Z(g*jB)pl ds(2-U+D B)

{2-G+VB<|f(a)|<2-7B} 170

+o00o
< Z 2-I B)P1 (2D By~ PIFIE e < 2PBPP||f]12, ngj(prp)’
y esta suma anterior converge pues p < p1 y por lo tanto obtenemos
If1llZer < CBP 7P|l Lp . < +o0.

Reescribimos ahora estas estimaciones sobre las cantidades || follzro, ||f1]lze1
de la siguiente formas:

Vollw < CB S| fl~ (1.17)
12
< Ollfflore (”f”%) "

IAllen < CB %[ flF~ (1.18)
12
< Ollfflore (”f”%)
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1
Pl)

p(l —
y basta entonces escribir Cy = C||f|lrr v A = (Hfl\%) "o , donde

1_ 0
p Po
existen dos funciones fo, f1 tales que f(x) = fo(x) + fi(x) y que verifican

[ folles < oA’y |l fillem < CoA”.

Para verificar la implicacién reciproca, partimos del hecho de que la funcién
f se descompone como una suma f = fy + f1 en donde las funciones fo, f1
verifican las condiciones expuestas en el teorema y vamos a verificar que se tiene
feLP>(X, o, uK). El punto de partida estd dado por las mayoraciones

p({z € X |f(2)] > a}) p({zr € X |folz) + f(z)] > a})

p({z € Xt [fo()| + [ fr(z)] > a})
<p({zeX:|fo(x)>a/2}) + p({zeX:|fi(z)]>a/2}). (1.19)

Utilizando la desigualdad de Tchebychev (Proposicién [[I.7) obtenemos la es-

timacién general

p({z € X |f(@)] > a}) <a7"|f]

IN

e (0 <r < +400),

y entonces, gracias a esta mayoracién, vamos a reconstruir las cantidades || fo|| Lro
y [ f1llzrr en la parte derecha de la desigualdad (LI9) para obtener

/110y
1

oP

pl(r € X2 17()] > o) < o120 | ¢

)

ahora, usando las hipétesis sobre las funciones fo y fi podemos escribir

CgoA(Gfl)po N CglAepl

abo P

@ : A@—Dpo @ p07p+A9;D1 @ e
Q o o ’

en este punto, basta determinar A tal que la cantidad entre corchete anterior
siempre sea igual a 2 y obtenemos p({z € X : |f(z)| > a}) < 2a7PCf, y a
partir de esta estimacion, utilizando la definicién de los espacios de Lorentz
LP*° tenemos finalmente que f € LP*°(X, o, u, K). |

IN

u({re X : /(@) > o))

IN

Corolario 1.1.4 Sea (X, 4/, 1) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un
pardmetro real y sea f: X — K una funcion medible que pertenece al espacio
de Lorentz LP*(X, o/, u,K), entonces existen dos funciones foy, f1 : X — K
tales que f = fO + fl’ en donde fO € Lpo(XadauaK) ) fl € LOO(X,%,‘LL,K),
en donde 0 < py < p < +00.

Prueba. De la misma manera que en el resultado anterior consideramos las
funciones fo y f1 definidas por fo = fl{zex:|fz)>B} ¥ /1 = fLl{zex:|f@)|<B}
para un cierto B > 0. Por los mismos argumentos tenemos fo € L (X, o7, u, K)
y solo debemos concentrarnos en la funcién f1. Escribimos entonces

supess|f1( )= supess |f(x)|] < B,
zeX z€{|f(z)|<B}
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de donde se obtiene directamente que f1 € L*°(X, </, 1, K). |

Los resultados que acabamos de demostrar se enmarcan en una teoria mucho
mas general, llamada la interpolacion de espacios de Banach, que sera tratada
con un poco mas en detalle en los capitulos siguientes. Una aplicacion directa
de estos resultados se puede evidenciar en la seccion siguiente.

F) Producto de convolucién

El objetivo de esta seccién es mostrar de qué manera es posible generalizar el
producto de convolucién a funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz
LP>°_ Esta extension tiene consecuencias muy importantes pues como hemos
visto en la Proposicién [[LI.6] se tiene la inclusiéon LP C LP>*° y de esta forma
podremos considerar el producto de convolucién de muchas méas funciones co-
mo tendremos la oportunidad de verlo en numerosas aplicaciones.

Por simplicidad, en esta seccién consideraremos tnicamente el producto de
convolucion sobre el grupo topoldgico R™ dotado de su estructura natura,
pero en la Seccién [[43] estudiaremos en un marco mas general (de grupos to-
poldgicos localmente compactos) el producto de convolucién de dos funciones.
Asi mismo, tendremos la oportunidad de presentar versiones méas generales del
teorema principal de esta seccién.

Recordemos ahora que si f, g : R — K son dos funciones medibles, entonces
su producto de convolucién se define por medio de la expresién

[rg(x) = - flz —y)g(y)dy,

v tenemos la desigualdades de Young en los espacios de Lebesgue que nos indi-
can bajo qué condiciones sobre las funciones f y g el producto de convolucién
f * g esta bien definido:

Proposicién 1.1.11 (Desigualdades de Young) Sean 1 < p,q,r < +o0
tres reales relacionados por la formula % +i=1+4 % Sean f,g : R" — K dos
funciones medibles, si f € LP(R™, Bor(R"™),dz,K) y sig € LY(R™, Bor(R"™), dz, K),
entonces el producto de convolucion f % g pertenece al espacio de Lebesgue
L™ (R™, Bor(R™),dz,K) y ademds se tiene la desigualdad

1 *gller <[ fllzellgllza-

El lector puede consultar una demostracion de este resultado en el Teorema
4.2.2 del Volumen 2.

Como vemos con esta proposicion, hay que tener cuidado con el producto
de convolucién pues no puede ser definido para cualquier tipo de funcién y
hay que verificar las hipétesis de este resultado para poder dar un sentido a la
expresion f * g.

13Ver los detalles en el Capitulo 4 del Volumen 2.
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El teorema a continuacién nos proporciona una generalizacion de las de-
sigualdades anteriores en el marco de los espacios de Lorentz.

Teorema 1.1.5 (Convolucién L? x LT — L") Sean1 <p < +oo yl<
q,r < +0oo tres reales relacionados por la formula

1
=+
p

1
=1+-. 1.20
- (1:20)

| =

Sean f,g : R" — K dos funciones medibles, si f € LP(R™, Bor(R"),dx,K)
y si g € LY (R™, Bor(R™),dz,K), entonces el producto de convolucion f * g
pertenece al espacio L™ (R™, Bor(R"™), dz,K) y ademds se tiene la desigualdad

1 * gllzree < Clrsp @) fllellgll e (1.21)

Antes de pasar a la demostracién de este resultado, es interesante observar
que esta desigualdad hace intervenir dos tipos de espacios funcionales: un es-
pacio de Lorentz en la parte de la izquierda de la desigualdad y una mezcla
Lebesgue-Lorentz en la parte derecha. Tendremos la oportunidad de estudiar
més adelante diversas variantes de las desigualdades de Young: ya sea donde
todos los espacios presentes son espacios de Lorentz, ya sea otras versiones en
donde intervienen de manera distinta espacios de Lebesgue y de Lorentz.

Demostracién. Como g € L2 (R"™, Bor(R"), dz, K), tenemos por el Teore-
ma [[.T.4] anterior y su Corolario[[.T.4], que esta funcién g puede descomponerse
como la suma de dos funciones gg y g1 de tal manera que se tienen las desigual-

dades (LT7) y (LI8), es decir:

_a < _aq 4
lgollzeo < CB " w |lgllf%e v llgillin < CB " [lg]| e, (1.22)

paratodo B>0y 0<qy <q<q < +o0.

Tenemos entonces por la linealidad de la convolucién f*xg = f*xgo+ f * g1
y por las propiedades de la funcién de distribucién tenemos la mayoracién

dfeg(@) < dpagy(/2) + dyug, (a/2). (1.23)

Una vez que disponemos de esta descomposicion, vamos a dividir la demostra-

cién en funcién de los valores del pardametro p que caracteriza los espacios de
Lebesgue en la desigualdad (L21)).

e Caso p > 1. Deseamos estudiar la cantidad dj.q, (a/2) para un cierto
a > 0. Para ello nos concentramos en la cantidad |f x g1| y tenemos

|fxgr(@)] < [ flleellgall o

donde % + i = 1, ademds, como se tiene la relacién (L20), tenemos
1 < g <p'y a partir de los controles (L.22) podemos escribir

Fra@)] <l (cBl‘mgnE;,x) .
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Como el valor de la constante B > 0 es abritrario, lo fijamos por medio
de la expresion

/
p
7

% 1 75 p'—q
B = {5z 111z lglla= : (1.24)
de manera que obtenemos el control |f * g1(x)| < /2, y este control nos

indica que se tiene djf.q, (a/2) = 0.

Estudiamos ahora la cantidad d .4, (e/2) y escribimos

1 * golle < [Ifllzellgollzr,

dado que 1 < g, utilizando las propiedades de gg dadas en (.22)) podemos
escribir

1 gollLe < 11l (CB*~ligllTax)

y si reemplazamos el valor de B fijado en (IL.24) obtenemos

a5 (B

If * golle < Ca™? 27 ||f||Lg” “)Ilglngflo "),

de esta manera, por la desigualdad de Tchebychev obtenemos el control
dfugo(@/2) < 7P| f *gollLs

’ ’ P
_ EPES! a( &= a( 5=t
< a? <COé P "'*“||f||L<pp/ Q)||9||Lg,po; “)>

Ca™"[| fllzollglrace-

Con estas informaciones volvemos a la desigualdad (I23)) y escribimos

dfug(@) < dpugo(/2) < Ca™" || flLollgl a0

de donde se deduce el siguiente control uniforme en «

IN

a"djeg(@) < C| fllzellgllzoe,

lo que permite obtener la mayoracion || f*g|

e S Crp @) fllzellgllLaes.

e Caso p = 1. Seguimos esencialmente las mismas ideas anteriores y estu-
diamos la expresion df«g(a) < dfigy(/2) + dfsg, (/2). Para el término
dfvg, estudiamos la cantidad |f * g1| y utilizando las propiedades de la
funcién g7 dadas en (L22), con g1 = 400, tenemos

[f + gr(@)] < Il llgnllze < ([ fll:CB.

Fijamos la cantidad B como B = «(2C||f||z1)~!, de manera que se tiene
|f % g1(z)| < /2y se deduce sin problema que dy.q4, (o/2) = 0. Estudia-
mos ahora el término dy.g, (/2) y para ello escribimos con las propieda-

des dadas en (L22)

1F % gollzr < Izt llgollze < If1lzr (CBgllgase) -
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y con el valor de B fijado anteriormente tenemos

I1f* gollzr < &' 2CN fIIT: 19l Fo.ce -

Con estos resultados, utilizando la desigualdad de Tchebychev podemos
escribir

(0% —
dirgo(@/2) < S f * gollor < Ca™ | fIITllgl 7 ac0-

Con estas estimaciones sobre los términos dyf.q4, y df+«g,, podemos ahora
escribir

dfsg(cx) dfsgo(t/2) + dfsg, (0/2)

dprgo(/2) < Ca | flI 7219l Lace

de donde se obtiene el control uniforme a%ds. () < C|f[|%:]19/|F 0
Recordando que en el caso cuando p = 1 se tiene r = ¢ por la relacién
(C20) y utilizando la propiedad ([H]) de la pagina[l3] podemos finalmente
escribir [lgll e < ClLfllz1 lgllzaos m

IA A

En las condiciones sobre los indices p, q,r establecidas en el teorema ante-
rior, hay casos limites que no han sido tratados y que vamos a estudiarlos a
continuacién.

e Caso cuando r = ¢ = co. En esta situacién, por la relacién (L20) tenemos
p =1,y dado que L°*> = L*, entonces la desigualdad (L.2]]) se escribe

1 * gllzee < fllLrllgllzes,

lo cual no es més que un caso particular de las desigualdades de Young
usuales en los espacios de Lebesgue (ver la Proposicién [LTTT]).

e Caso cuando ¢ = 1. Por la relacién ([L20) debemos tener 1 < p =1 < 400
y vamos a ver que no se tiene la desigualdad

I * gllzre < If]

En efecto, si consideramos sobre R (dotado de su estructura natural)
las funciones f(z) = Ljg1j(z) y g(z) = 1, tenemos por un lado que
Ifllr < 400 para todo 1 < r < +o00 y que ||g||p1.~ = 1. Pero por otro
lado, vemos que el producto de convolucién f % g no estd bien definido,
pues vale infinito en el intervalo [0, 1].

LT gHLl,oo.

e Caso cuando r = 400y 1 < ¢ < 4o0. Por la condicién (L20) tenemos
% + % = 1 pero no se tiene la desigualdad

[f*gllze < flleellgllpace.
1
1
|2 ? In(x)
1

y g(z) = —+, tenemos entonces || f|lzr < +00 y ||g||La== = 1, pero el
|| @

producto f x g vale infinito en el intervalo [0,1/2] y no es por lo tanto
una funcién acotada.

En efecto, sobre R consideremos las funciones f(x) = L0,1/2)(),
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Como vemos con estos resultados anteriores, los espacios de Lorentz LP*° cons-
tituyen una verdadera generalizacién de los espacios de Lebesgue y su uso per-
mite mejorar sensiblemente algunos de los resultados estudiados anteriormente
en donde solo se utilizaban espacios de Lebesgue. Sin embargo, desde el punto
de vista de su estructura, inicamente hemos presentado el hecho de que son
espacios vectoriales cuasi-normados y es necesario estudiar si es posible obtener
estructuras mas fuertes: para ello serd necesario dejar de lado la caracteriza-
cién (L) que se basa en la funcién de distribucién para considerar otro tipo
de funcionales y esto serd realizado en las secciones siguientes.

Las propiedades que hemos expuesto aqui serdn retomadas en un marco mu-
cho mas general a continuacion, pero dado que los espacios LP>*° son particular-
mente importantes en las aplicaciones hemos preferido presentar separadamente
estas propiedades y esperamos que esta redundancia sea 1til pedagdgicamente.

1.2. Espacios L7

Después de haber realizado un primer estudio de los espacios LP*°*°, presen-
tamos ahora los espacios de Lorentz generales LP? en donde los pardametros
reales p, q verifican 0 < p,q < 4+00 y veremos como estos dos indices nos per-
mitirdn medir de manera mucho mas fina el tamano de las funciones. Vamos
a ver en las subsecciones a continuacion, que es posible presentar los espacios
de Lorentz LP9 de distintas maneras. Esto puede parecer engorroso al inicio,
pero veremos que cada caracterizacion de estos espacios tiene su utilidad y su
interés, ya sea para estudiar cuestiones estructurales de estos espacios, ya sea
para poder utilizarlos en aplicaciones concretas.

En la Seccién [L2Z] daremos una primera definicién que estard basada en
la funcién de distribucién dy y veremos algunos ejemplos y propiedades muy
elementales de estos espacios de funciones. Sin embargo, este punto de vista no
es el mas adecuado para estudiar minuciosamente y en detalle los espacios de
Lorentz. Por esta razén presentaremos en la Seccién [L2.3] otra caracterizacion
de estos espacios que se basa en la funcién de reordenamiento decreciente f*
Vv que nos permitird presentar mas propiedades de estos espacios: en particular
veremos que es posible obtener una estructura de espacio normado para cier-
tos valores muy particulares de los parametros p y gq. A pesar de todo esto, la
funcién de reordenamiento decreciente f* tampoco sera suficiente para cubrir
todas las propiedades de los espacios de Lorentz, de manera que daremos un
tercer punto de vista equivalente en la Seccién[[3]en donde, gracias a la funcién
maximal f**, concentraremos nuestro estudio en problemas de metrizabilidad
y de normabilidad.

Uno de los objetivos de nuestra exposicién es evidentemente determinar para
qué valores de los pardmetros 0 < p,q < 400 los espacios de Lorentz LP*? son
espacios de Banach, pero a medida que avanzaremos en nuestra exposicién,
iremos verificando algunas propiedades de estos espacios de funciones. Ciertas
aplicaciones, las més elementales, de los espacios de Lorentz serdn presentadas
directamente en este capitulo y en los capitulos siguientes veremos més ejemplos
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en donde los espacios LP'? juegan un rol predominante.

1.2.1. Primera definicion de los espacios de Lorentz [

Como anunciado, presentamos aqui una primera definicién de los espacios de
Lorentz generales utilizando la funcién de distribucién dy. Para motivar esta
caracterizacion reescribimos de manera ligeramente diferente las férmulas (2]
y ([T4) que nos permitieron definir los espacios de Lebesgue L? y los espacios
de Lorentz LP**° con 0 < p < 4o00:

e =0t ([ (war@?) )"y e =swp fadsia)t}.

Podemos observar que hay un cierto aire de familia entre estas dos cantida-

des, en efecto si notamos Fp(a, f) = adf(a)% y du(a) = 4 “entonces estas

«
cantidades se escriben

e :
1l = p (/ Fp<a,f>Pdu<a>) v ISl = sup {Fylar 1)}

Dicho de otra manera, con las expresiones anteriores, estamos tomando las
“normas” LP y L* de la cantidad F,(c, f) con respecto a la medida dpu.

. Pero qué sucede si consideramos la norma L% con ¢ # p o si ¢ # +o0? La
respuesta a esta pregunta estd dada en la definicién a continuacién.

Definicién 1.2.1 (Espacios de Lorentz) Sea (X, o7, ) un espacio medido.
Sean 0 < p < +o00 y 0 < g < 400 dos indices reales. Definimos los espacios de
Lorentz LP1(X, o, 1, K) como el conjunto de funciones medibles f : X — K
tales que las cantidades a continuacion sean finitas:

£l Lra = p7 (/Om (adf(a)%>q %O‘)% , (1.25)

510 < p,q < +o0.

En el caso 0 < p < +o0 y ¢ =—+0o0 consideramos la cantidad
1
| fllLp.c = sup {adf(oz)P} : (1.26)
a>0

Cuando p = q = 400, definimos L°>>>®°(X, o, 11, K) = L=°(X, o, u, K).

Antes de exponer las propiedades que se deducen de esta definicién, es necesa-
rio hacer algunas observaciones sobre estas expresiones y sobre los valores de
los indices p, q.

El primer punto que es importante notar estd relacionado con la férmula
([T2Z8) que corresponde al caso cuando ¢ — 400 en la expresién (L20) y de
esta manera vemos que los espacios de Lorentz LP'¢ que acabamos de definir
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constituyen una familia de espacios funcionales que contiene naturalmente, es
decir como un caso limite, a los espacios LP'*° estudiados en la seccién anterior
(Ver también el Teorema 4.2.8 del Volumen 1 o la Proposicién [L2.T2 pdgina
[[7, un poco mds adelante en este libro).

Segundo, y como anunciado anteriormente, tenemos el hecho siguiente: si
fijamos ¢ = p en la expresiéon (23], lo que obtenemos son los espacios de
Lebesgue usuales: en efecto siguiendo la Definicién [[L2]] tenemos, para todo
0 < p < 400, la identidad

1
1 JFOO E
1fllzen = p < / apldfm)da) ,
0

y hemos demostrado en la Proposicién [LT.2 pagina [l que esta expresion es
igual a la funcional || f||». De esta manera podemos escribir

[fllzow =l fllze, (1.27)

v hemos verificado el resultado siguiente

Proposicién 1.2.1 Sea (X, o7, 1) un espacio medido. Para todo 0 < p < 400
tenemos la identificacion de espacios

LPP(X, o, pu, K) = LP(X, o, 1, K).

De esta forma obtenemos en este caso muy particular muchos ejemplos cono-
cidos de funciones que pertenecen a estos espacios. Sabemos ademdas que si
1 < p < +00, la cantidad || - ||L» es una norma y los espacios de Lebesgue LP
asociados son espacios de Banach. Dado que se tiene la identidad ([27]), los es-
pacios de Lorentz LPP también seran espacios de Banach cuando 1 < p < +oc:
veremos posteriormente como extender esta estructura topoldgica al resto de
espacios de Lorentz generales.

Indiquemos ahora que el caso p = +o0 y 0 < ¢ < 400 no estd considerado
en la definicién anterior, pero esto no es un problema como tendremos la opor-
tunidad de verlo un poco més adelante con la Observacién [[L8]

Notamos también que el caso p = ¢ = +0oo corresponde simplemente al es-
pacio de Lebesgue L>, que al haber sido estudiado en detalle en el Volumen 1
y Volumen 2, no seré tratado aqui.

Finalmente, podemos ver que tanto los espacios LP'? como los espacios LP>*°
estan caracterizados por medio de expresiones que hacen intervenir las funcio-
nes de distribucion, y entonces es de esperarse que muchas de las propiedades
de los espacios LP**>° que se han expuesto en las paginas anteriores sean comunes
con los espacios de Lorentz generales LP'?. Por ejemplo, todos estos espacios
deben ser considerados como espacios de clases de funciones: dos funciones
f, g que pertenecen a estos espacios seran consideradas iguales si son iguales en
p-casi todas parte.

14Ver la Observacién [[L1], pagina [7 para este punto particular.
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Una vez que hemos aclarado estos puntos, dividimos nuestro primer estu-
dio de estos espacios en diversas subsecciones: primero expondremos algunos
ejemplos fundamentales de funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz
y luego veremos de qué tipo de estructura topolégica general se dispone so-
bre estos espacios, pero lastimosamente, la caracterizacién dada de los espacios
LP% que se basa sobre la funcién de distribucién dy no es de gran utilidad para
estudiar en detalle este aspecto. Generalizaremos después una desigualdad de
interpolacién que serd retomada en el capitulo siguiente y terminaremos con

unas propiedades interesantes de estos espacios cuando el espacio de base es
R™.

A) Primeros ejemplos

Presentamos ahora dos ejemplos de funciones que pertenecen a estos espa-
cios. Como el espacio LP**° ya ha sido estudiado en la seccién anterior, nos
concentramos aqui en los espacios LP'? con 0 < p,q < +00.

(i) El primer ejemplo de funciones que pertenecen a estos espacios es muy
simple: sobre un espacio medido (X, &7, i), consideremos f(z) = 14(x) en
donde A es conjunto medible tal que u(A) < 400 y vamos a ver que esta
funcién pertenece a los espacios de Lorentz LP'9. En efecto, sabemos por
las propiedades de la funcién de distribucién que si 0 < o < 1, entonces
dy(a) = u(A), pero si @ > 1 entonces dy(a) = 0 y esta observacién nos
permite considerar la integral (I.25)) tnicamente sobre el intervalo [0, 1]

y podemos escribir
1 /1 ( (A)l)q da
pr{ ) Lew ”

piu(A)» (/Olaq_lda); = (]—;)%H(A);- (1.28)

De esta manera obtenemos que, para todo 0 < p,q < +00, las funciones
indicatrices de conjuntos de u-medida finita pertenecen a los espacios de
Lorentz LP? y se tiene

Q=

1fllzra

1

1Al = (g) u(A)h.

Notar que en este ejemplo el indice g juega un rol de renormalizacién,
pues si hacemos variar la medida del conjunto A, esta modificacién se
modula unicamente con respecto al primer parametro p.

(ii) Sobre el espacio medido R™, consideramos la funcién siguiente

2] ¥ sifal <1,
fla) = (1.29)

|| si || > 1.
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en donde a,b > 0 son parametros que fijaremos después. Siguiendo los
célculos realizados en la expresién (LO) de la pagina [[4] tenemos el si-
guiente comportamiento para la funcién de distribucién dy:

—a

a v, sia>1,

a"by, sia< 1,

en donde v,, designa el volumen de la bola unidad. De esta manera, te-
nemos para todo 0 < p,q < +oc:

1 —+00
N9 = p/o aq_ldf(a)EdOerp/l aq_ldf(a)ida

L q +oo q
= p/ (@™ %,) P da +p/ a? (b, )P da
0 1

q

q 1 —+o00
_ pvgt/‘Cﬂufﬂ/m—lda_%pvgt/‘ ad(1=b/P) =1
0 1

y por lo tanto vemos que si 1 —a/p > 0y si 1 —b/p < 0, entonces tenemos
f € LP9(R", Bor(R™), dx,R), més precisamente obtenemos

1 1
q 1 q
|f|m(9) < PP ) .
q p—a b-—p

Este tipo de funciones permite, calibrando correctamente los parametros
a, b, construir funciones que pertenecen a un espacio de Lorentz LP0:90,
pero que no pertenecen al espacio LP*>% en donde py # p; y en donde
0 < qo,q1 < 400 son cualquiera.

Indiquemos que estos mismos ejemplo han sido utilizados para diferenciar
los espacios de Lebesgue. En particular el lector notard que en estos ejemplos el
segundo pardametro 0 < ¢ < 400 no interviene para discriminar la pertenencia
a los espacios de Lorentz: dicho de otra manera, si los indices a, b estan calibra-
dos de tal manera que f € LP9 con 0 < p,q < +00, entonces también se tiene
f € LP? con 0 < 0 < +0o. Este aspecto es interesante pues si las funciones
(C29) permiten distinguir los espacios de Lebesgue LP, éstas dltimas no son
suficientes para diferenciar los espacios de Lorentz LP% y P9,

. Qué significa esto? Tanto los ejemplos de funciones indicatrices de conjun-
tos de medida finita estudiados en (28] como las funciones dadas en (29
muestran que, cuando el primer parametro p estd fijo, entonces para todo
0 < ¢ < 400, todos los espacios LP'? miden el tamano de las funciones de
manera (relativamente) similar y esto ejemplifica el rol dominante del primer
pardmetro p (que define el marco general) con respecto al segundo pardmetro
q que permite afinar la informacion.

15Ver la Seccién 4.2.1 del Volumen 1.
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Veremos més adelante, en el Teorema [[.2.9]y con la Observacién [[L10, ejem-
plos de funciones que si permiten distinguir los espacios de Lorentz LP% y
LP% | es decir donde el parametro de base p esta fijo mientras que el segundo
indice varfa.

B) Propiedades estructurales generales

Nos concentramos ahora en el resultado a continuacién que es la generaliza-
cién de la Proposicién [L1.3] a los espacios LP9.

Proposicién 1.2.2 Sea (X, o/, ) un espacio medido, sean 0 < p < +00 y
0 < q < +o0 dos pardmetros reales.

1) Los espacios de Lorentz LP1(X, o/, 1, K) son subespacios vectoriales del
conjunto de funciones medibles.

2) Ademds se tiene la implicacion ||f||rra = 0 = f = 0 en p-casi todas
partes.

Prueba. El caso 0 < p < +00 y ¢ = +00 ya ha sido tratado en la Proposicién
[LT.3l de manera que nos concentramos en el caso cuando 0 < g < +oo.

1) Sea A € K*, por el punto 3) de la Proposicién [LT1] pdgina [0 tenemos
la identidad dxs(a) = df(a/|A|) ¥y con un cambio de variable podemos
escribir

IMflene = pt (/O*"" (adv(aﬁy%@)é
= po (/0+°<> (adf(a/m;)q%)é

L[ N da
ot ([ (aart@?) ) =N 1l (130

de donde se deduce que \f € LP9(X, o, u, K).

Si f,g € LPUX, o, u,K), verifiquemos que f + g € LPYX, o/, 1, K).
Para ello utilizamos los célculos realizados en la Proposicién [[LI1.3] pdgina
I3 en donde se obtienen las desigualdades (L), que reescribimos de la
siguiente manera

o d, () < mix(2,2) (<a/2> 4 (@/2) + (0/2) 4 0] 2)) |

A partir de esta mayoracién reconstruimos la cantidad || - || Lr.« ¥ tenemos

1 e 1\4 do .
I +allna=pt ([ (adrasfer?)" =)

S mix2r 207 (/0“” ((0‘/2) a5 (0/2) + (0/2) dj (a/2))q %a)%
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8

+
< méx(2i,2)méx(21 (/
0

8
ale

. +
+ max(27,2) max(2' ", (/

0

de donde se deduce la desigualdad

If + gllzes < max(27,2) max(2' "7, 25 70) (| fll oo + lgllzea), (131)

lo que muestra que f + ¢ € LP%(X, <, u,K) y hemos verificado que
el espacio LP9(X, o/, u,K) es un subespacio vectorial del conjunto de
funciones medibles.

2) Por las propiedades de la integral que define la funcional || - || r.c, tenemos
1

por el Corolario 3.2.9 del Volumen 1, que ||f||zr« = 0 = « d? (o) =0,
para casi todo a > 0, de donde se deduce sin mayor problema que la
funcién f es nula en p-casi todas partes. |

Con las férmulas (I30), (I3I) y con el punto 2) de la proposicién anterior
hemos verificado lo siguiente.

Corolario 1.2.1 Sea (X, <7, 1) un espacio medido, sean 0 < p < 400 y

0 < ¢ < 400 dos pardmetros reales. La funcional || - ||Le.« determinada por la
expresion (LZ23) y definida sobre los espacios de Lorentz LP9(X, o, 1, K) es
UNG CUAS-norma.

Mostraremos que los espacios (LP+?, || - || L».a) son espacios cuasi-normados com-
pletos, pero posponemos la demostraciéon de este hecho a la Seccién en
donde presentaremos otra manera equivalente de caracterizar los espacios de
Lorentz que nos permitira ir mucho mas lejos en la presentacién de las propie-
dades de estos espacios de funciones.

C) Desigualdad de Interpolacién

Generalizamos aqui el Teoremall.T.2/de la pagina27 a los espacios de Lorentz
LP% que han sido caracterizados por medio de la funcién de distribucién ds en
la Definicién [L2.11

Teorema 1.2.1 (Interpolacién) Sea (X, <7, n) un espacio medido, sean

0 < po < p1 < +oo dos parametros reales y sea f una funcion medible tal
que f € LPo(X, o, u, K)N LP>(X, o7, 1, K), entonces f € LP9(X, o, u,K)
para todo po < p < p1 y todo 0 < g < 400 y ademds se tiene la desigualdad de
interpolacion siguiente

||f||LPv‘1 § C(pOapapla )”f”LPO OQHfHLPI )

donde@—i‘&iflpf; szp1<+ooydondet9—p° s1 p1 = +o0.
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La demostracién de este teorema sigue esencialmente las mismas etapas que las
del Teoremal[l.T.2] pero vamos a presentar los detalles para la mayor comodidad
del lector.

Demostracion. Supongamos para empezar que se tiene 0 < p; < —+oo.
Puesto que f € LPo®(X, o, u, K) N LP12°(X, o7, 1, K), tenemos las mayora-

ciones
W1 w0 WAoo

oPo P

dy(a) <

a partir de lo cual escribimos

df(a) <m ('f'Lpooo |f|LP100).

Po oP1

dy(a) <

Y

Utilizando la definicién de los espacios de Lorentz LP*¢ dada con la expresién

(C28) tenemos:
+oo L2
s = 2 [ ot} (@)da
0

o (e BN
p 0 oPo ’ P

T PO —+00 P1
_Poy_ q— _P1y_ q—
P/ a5 1||f||L§Ov°°dO‘+p/ QY FI L e de,
0 T

IN

IN

1
en donde hemos fijado T' = (Mynim < 400. Como pg < p < pq,

1715 %0.00
evaluando el valor de estas integrales se tiene

q% _m
1£1900 < Co.p, @)IF | L0 T %) + Clp, i, )Hf”Lm LTI
qp(()(p£ p; p(()(m p;)
§ C(pOapaph(I)Hf”Liozjéo ro ||f||LP1 o TP )

y extrayendo la raiz g-ésima de esta desigualdad anterior y con la definicion del
parametro 6 obtenemos

||f||LPv‘1 § C(pOapapla )”f”LPO ‘X’HfHLPl 00y

lo que proporciona la mayoracién buscada cuando 0 < p; < 4o00.

Pasemos ahora al caso cuando p; = +o00. Por definicién tenemos L = [
y entonces se tiene dy(a) =0 si a > || f|| o, lo que nos permite escribir

+o00 L2 || fll oo L
£, = p / ai71d? (a)da = p / ai™1d} (a)da,

pero como df(a) < a P f]|1%, «, entonces

I fllLoo Y qPo
1F 1L < p / T a1 £ 45 < dar,

y evaluando esta integral obtenemos || f]|%,., < C(po,p, q)||f||Lp0 . HfHQ(1 ),

basta extraer la raiz g-ésima para obtener el resultado buscado.
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Observacion 1.5 Nétese que el valor ¢ = +00 no ha sido tomado en cuenta
en este resultado. Esto no es ningiin problema como nos lo indica el Corolario
2.6 de la pagina [l

D) Propiedades particulares cuando X = R"

Para terminar esta seccién generalizamos a los espacios de Lorentz LP'? la
Proposicién[L.T9 pagina 23] que explicitaba dos propiedades adicionales cuando
el espacio de base es R".

Proposicién 1.2.3 (Traslacién y Dilatacién en LP?) Sean 0 < p < 400
y 0 < g < 400 dos pardmetros reales. Consideremos los espacios de Lorentz
LP9(R™, Bor(R™), dz,K). Entonces, para todo 7 € R™ y todo A > 0 tenemos
las identidades siguientes

I frllzoa = 1 flzea g Sxfllre =277

fHLM7

en donde f;(x) = f(x+7) con T € R™ representa la traslacion de la funcion f
y o\[fl(x) = f(Ax1, -, Axy), con XA >0, es la dilatacion de la funcidn f.

Prueba. Estudiamos dnicamente el caso 0 < ¢ < 400 pues el caso ¢ = +00
ya ha sido estudiado con la Proposicién [L1.9y de esta manera trabajamos con
la funcional || - ||Lr.« definida en la férmula (I25). Entonces, para la primera
identidad tenemos por la férmula (ILIZ) que dy, = dy de donde se deduce sin
problema el resultado, mientras que para la segunda identidad basta aplicar la
igualdad ds, ) = A7"dy demostrada en la expresién (LI3) para terminar la
prueba de la proposicion. |

Recordemos ahora la nocién de dimension homogénea de un espacio de fun-
ciones dada en la Definicién 4.2.4 del Volumen 1.

Definicién 1.2.2 (Dimensién Homogénea) Sea £ = {f : R — K :
Ifle < +oo} un espacio funcional. Diremos que el espacio E es homogéneo
st existe un indice real o tal que se tenga para todo f € E la identidad

10alflle = | flle, (a>0).

El pardmetro real o serd llamado la dimensién homogénea del espacio E.

Tenemos entonces que tanto los espacios de Lebesgue LP(R™) con 0 < p < 400
y los espacios de Lorentz generales LP?(R™) con 0 < p < 400y 0 < g < 400
son espacios de funciones homogéneos de dimensién homogéna o = %. Como
vemos aqui, en la dimensién homogénea de los espacios de Lorentz no intervie-
ne el segundo {ndice ¢ y esto es un otro ejemplo, ademéds de los ejemplos (i) y
(ii) dados en la pagina [0, del rol preponderante del primer indice p.

Como vemos con los resultados anteriores, algunas de las caracteristicas de
los espacios de Lorentz LP**° se generalizan sin mayor problema a los espacios
de Lorentz LP9 con 0 < ¢ < +00.
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Hemos presentado aqui relativamente pocas propiedades y seria posible con-
tinuar nuestra exposicion de los espacios de Lorentz utilizando la funcién de
distribucién dy. Sin embargo este punto de vista no es el méds adecuado para
estudiar en detalle la estructura interna de estos espacios de funciones y para
lograr este objetivo serd necesario proceder en dos etapas considerando otras
funciones que remplazaran a la funcién de distribucién.

La primera de estas etapas estd dada en la seccién a continuaciéon en donde
se utiliza la funcion de reordenamiento decreciente f* en lugar de la funcién dy
y tendremos la oportunidad de ver como algunas caracteristicas de los espacios
de Lorentz pueden deducirse muy directamente adoptando este punto de vista.

Lastimosamente el uso de la funcién de reordenamiento decreciente tampoco
sera suficiente, especialmente si estamos interesados en estudiar las propiedades
de normabilidad de estos espacios de funciones, y entonces para completar
el panorama utilizaremos una funcion maximal f**, que presentaremos en la
Seccién [L3 ]y que constituye la segunda etapa mencionada anteriormente.

1.2.2. Funcidén de reordenamiento decreciente f[*

En la secciones anteriores hemos utilizado la funcién de distribucién dy para
definir a los espacios de Lorentz LP9 con 0 < p < +o0 y 0 < ¢ < +00. Vamos
ahora a utilizar la funcién de reordenamiento decreciente para estudiar estos
espacios.

Definicién 1.2.3 (Funcién de reordenamiento decreciente) Sea (X, <, )
un espacio medido. Sean o y t dos pardametros positivos y sea [ una funcion
medible definida sobre X a valores en K. La funcién de reordenamiento decre-
ciente de f es la funcidn f* definida sobre [0,+o0] a valores reales que estd
determinada por la expresion

F1(6) = inf {a: ds(a) < 1}. (1.32)

Usaremos la convencidn inf{0} = +o0.

Notemos que para obtener la funcién de reordenamiento decreciente f* es ne-
cesario determinar primero la funcién de distribucién dy.

Antes de exponer las principales caracteristicas de la funcién de reordena-
miento decreciente f*, vamos a estudiar su comportamiento con cinco ejemplos
sencillos y compararla a la funcién de distribucién dy.

(i) En primer lugar consideramos una funcién simple definida sobre R de la
forma

f(x) = c1la,(z) + c2l a,(2), (1.33)

en donde c; > ¢; > 0 y los conjuntos A; con j = 1,2 son intervalos
disjuntos de medida finita. La funcion de distribucion es entonces

dy(a) = (JA1| + |A2])Tjo.c () + |A2| L, cp) ().
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En este ejemplo, a partir de la férmula (I32)) no es muy dificil determinar
la funcién de reordenamiento decreciente, en efecto: si 0 < ¢ < |Ag| se
tiene f*(t) = co y si |Aa| <t < |Ai|+]|As2| tenemos f*(t) = ¢1, de manera
que podemos escribir

() = calo | aq|((t) + c1lfa,) A, 140 (F)-

(1.34)

Para visualizar estas transformaciones, representamos las funciones f, dy

y f* en el grafico a continuacién:

f dg I
C2 4 — C2 ¢—
[A1l+ A2] ¢——
C1 1 —_— ' C1 + ~——
[Az] —— .
Ay Ay = c1 c2 [Az| [Ay]+ [A2] ¢t

Figura 1.3: Funcién de reordenamiento decreciente de una funcién simple.

Como podemos ver aqui, la funcién f* lleva bien su nombre pues préctica-

mente lo tinico que ha hecho es reordenar de forma decreciente la funcién
inicial f. Desde el punto de vista muy general de medida (o del area bajo

la funcién, si se prefiere) estas modificaciones de la funcién f son “trans-

parentes”, en el sentido que se preserva la medida. Esta propiedad ya
la habiamos verificado para la funcién de distribucién dy con la férmula
(@T3) de la pagina 2y demostraremos en el Corolario [[L2:2 un resultado

andlogo para la funciéon de reordenamiento decreciente f*.

Demos una versién més general del ejemplo anterior: esto es necesario
pues las funciones simples permiten aproximaciones interesantes desde el
punto de vista de la teoria de la integracion de Lebesgue. Entonces, sobre

un espacio medido (X, &7, 1) consideramos la funcién f(z) = Z a;l4,(z),

i=1
en donde los conjuntos A; son conjuntos disjuntos de medida finita y don-

de los reales a; verifican a; > as > --- > a, > 0. Tenemos entonces que

n
la funcién de distribucién asociada se escribe dy(a) = Z bilja,, ai(),
i=1

donde an+1 =0y b; = Zu(Ak). Aplicando los argumentos del ejem-

plo anterior obtenemos que la funcién de reordenamiento decreciente esta

k=1
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(iii)

n
dada por la expresién f*(t) = Zai]l[bi—lybi[(t)7 en donde hemos fijado
i=1

bo = 0.

En algunas situaciones que seran presentadas en las lineas a continuacién,
es interesante disponer de otra caracterizacién de este tipo de funciones y
a la funcion simple f anterior podemos reescribirla de la siguiente manera:

f@) =Y el (@),

en donde los coeficientes ¢; son todos reales positivos y los conjuntos
B; son todos de medida finita y forman una sucesién creciente, es decir
que se tiene By C By C --- C B,. Bajo este punto de vista, lo que se

K3
tiene en realidad son las identidades ¢; = a; — ajy1 v B; = U Ag y una

k=1
vez que tenemos esta representacién de la funcién simple, obtenemos que

su funcién de reordenamiento decreciente asociada puede escribirse por
medio de la férmula a continuacién

Fr) =" el s (t)- (1.35)
=1

El interés de esta representacién de la funcién de reordenamiento decre-
ciente estd dado en que las funciones indicatrices de conjuntos que inter-
vienen aqui forman intervalos de la recta real que son crecientes pues se
tiene por construccién pu(B;) < u(Biy1).

En tercer lugar, consideremos sobre R™ (dotado de su estructura natural)
la funcién
f:R" —R
1 (1.36)

_
T T

con r > 0. Calculemos la funcién de distribucién dy: por definicién tene-
mos

d(a) = [{z € R" : a(l + [a]") < 1},

y vemos que si o > 1 entonces dy(a) = 0, por lo tanto podemos suponer
sin pérdida de regularidad que 0 < a < 1. Luego, escribimos

d(a) = [z eR":|z| < (1/a—1)7}]
= [B(0,1/a—1)7)]
= (1/a—1)%[B(0,1)|
(1/a — 1) 7 v,.

Con estos cdlculos preliminares y junto con la expresién (IL32) que define
la funcién de reordenamiento decreciente, obtenemos para todo ¢ > 0 la
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formula

e 1
fo= L+ (t/vn)

En la figura a continuacién representamos las funciones f, d¢ y f*.

Figura 1.4: Funcion de reordenamiento decreciente de la funcién ﬁ
Este ejemplo merece algunos comentarios. Primero observamos que, con-
trariamente al ejemplo (i) anterior, ya no es totalmente evidente ver que
el area bajo la funcién f y la funcién f* es la misma, pero esto serd
demostrado en el Corolario Segundo, y este punto es mucho més
importante, se tiene que la funciéon inicial f esta definida sobre el espacio
R"™ mientras que la funcién de reordenamiento decreciente f* estd de-
finida sobre el intervalo [0, +oo[: una vez més, y como para la funcién
de distribucién, se transpone la “medida” de una funcién definida en un
conjunto X cualquiera sobre la recta [0, +o00].

(iv) Otro ejemplo estd dado por la funcién

fR* —R
z—s 1 —e Il (137)
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La funcién de distribucién es df(a) = |[{z € R* : 1 —e71*l < a}| y vemos
que si @ > 1 entonces se tiene df(a) = 0, pero si 0 < a < 1 tenemos siempre
d¢(a) = +oo. A partir de esta funcién de distribucién podemos explicitar sin
mayor problema la funcién de reordenamiento decreciente y escribimos f*(t) =
1,sit > 0.

f*

Figura 1.5: Funcién de reordenamiento decreciente de la funcién (L37).

Con este ejemplo, podemos ver que en el paso de f a la funcién de reorde-
namiento decreciente f* se pierde mucha informacién: en particular todo
el comportamiento cerca del origen de la funcién inicial f desaparece
completamente al considerar la funcién f*, sin embargo, la informacién
que se obtiene es suficiente para estudiar el tamano de las funciones, ya
sea desde el punto de vista de los espacios de Lebesgue o de los espacios
de Lorentz como tendremos la oportunidad de verlo.

El dltimo ejemplo que presentamos considera el espacio discreto N y su
estructura usual. En este caso las funciones son sucesiones (an)nen ¥
entonces el hecho de considerar el reordenamiento decreciente de una
sucesion puede verse de manera mas directa como un arreglo particular
(es decir una permutacién) de los valores de la sucesién. Dicho de otra
manera, el uso de la férmula (I32) nos conduce a definir una nueva
sucesién (ay, )nen que verifica ay, = a,(,) en donde ¢ es una permutacion.
Ver mas detalles en la Seccién [LE.T1
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° anp [ a,TL
° °
° : °
¢ °
° : °
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 1.6: Funciéon de reordenamiento decreciente de una sucesién.

Ahora que hemos trabajado un poco con la funcién f*, es necesario exponer
sus propiedades pues éstas determinaran el comportamiento de los espacios de
Lorentz. En las paginas que siguen vamos a descomponer nuestra exposicién
en dos partes: la primera se concentra en las relaciones entre la funcién de
reordenamiento decreciente f* y la funcién de distribucién df, mientras que
la segunda presenta las desigualdades de Hardy-Littlewood que nos llevaran a
considerar la nocién de espacios resonantes cuyas propiedades seran de utilidad
posteriormente.

A) Propiedades y relaciones entre f* y dy

El primer resultado que damos es el siguiente que nos indica que la funcién de
reordenamiento decreciente f* es en realidad un tipo muy especial de funcién
de distribucion.

Proposicién 1.2.4 Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sea f una funcidn me-
dible definida sobre X a wvalores en K. Entonces tenemos dy(f*(t)) < t. Se
tiene ademds la identidad f*(t) = dq,(t),t > 0.

Prueba. Recordemos que por la definicién de funcién de distribucién dy, dada
en la férmula (II) paginalfl tenemos ds(a) = p({x € X : |f(z)| > a}), mien-
tras que para la funcién de reordenamiento decreciente f*, que estd definida
por la expresién (L32), tenemos f*(t) = éI;fO{oz :ds(a) < t}. De esta manera

podemos escribir
dp(f7(t)) = dy(Inf{o : dy(a) < t}) <t,
pues la funcién de distribucién es continua por la derecha.

Pasemos al segundo punto. Tenemos, usando la continuidad por la derecha
de la funcién de distribucién, la identidad

21;13{04 tdp(a) >t = {a:df(a) >t}
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Luego, una vez més por la continuidad por la derecha de la funcién de distri-
bucién tenemos

[r(t) = mf{a: df(a) <t} =sup{a:ds(a) >t} = {a:ds(a) >t} = da, (1),

lo que demuestra el segundo punto. |

Esta proposicion es particularmente interesante pues relaciona de una ma-
nera diferente la funcién de reordenamiento decreciente f* a la funcién de
distribucién dy, pero sobre todo nos indica que la funcién de reordenamiento
decreciente es en realidad una funcién de distribucién, de modo que estamos
en derecho de obtener propiedades similares a las obtenidas para la funcién dy
que se han expuesto en la Proposicién [[LI1], pagina [ y en efecto se tiene el
resultado siguiente.

Proposicién 1.2.5 Sea (X, o/, pu) un espacio medido. Sean f y g dos funcio-
nes medibles definidas sobre X a valores en K, tenemos entonces los puntos
stguientes

1) se tiene f* = (|f|)* y la funcién f* es decreciente continua por la dere-
cha sobre [0, +o0o[. Ademds si f y f son dos funciones equidistribuidas,
entonces se tiene f* = f*,

2) para todo A € K* se tiene (Af)*(t) = |\ f*(¢),
3) i 0 < p < +o0, entonces (|f|P)*(t) = (f*)P(L),

4) si lg(x)| < |f(z)|] en p-casi todas partes, se tiene g*(t) < f*(t), para
t > 0. En particular, si f = f+ — f, se tiene (f¥)*(t) < f*(t).

5) siti,ta >0 entonces (f + g)*(t1 + t2) < f*(t1) + g*(t2),
6) siti,ta >0 se tiene (fg)*(t1 +t2) < f*(t1)g*(t2),
7) si (fn)nen e€s una sucesidn de funciones medibles tales que se tiene

|f(x)] < hm 1nf|fn| en p-casi todas partes, entonces f* < hm_ilrnff
—

Prueba. Muchos de los puntos anteriores pueden deducirse rapidamente si-
guiendo los pasos expuestos en la demostracién de la Proposicién [Tl pero
para la mayor comodidad del lector detallamos un poco los argumentos.

1) La idendidad f* = (|f|)* se deduce por las propiedades de la funcién de
distribucién:

()" (@) = inf {a s dig (@) <t} = it {a: dg(a) <t} = *(0)

Sean ahora to > t; > 0, tenemos por el decrecimiento de la funcién de
distribucién

J*(t2) = ff {a: dp(e) < ta} < fuf o dy(0) St} = [ (1),

de donde se obtiene sin problema el decrecimiento de la funcién f*. La
continuidad a la derecha de f* se deduce de la continuidad a la derecha
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7)

de ds. Finalmente, si f y f son equidistribuidas, por definicién su funcién
de distribucién dy es la misma, de donde se obtiene inmediatamente que

fr=r
Para el segundo punto basta escribir
)" (8) = mf{a: drs(a) <t} = imf{a: dy(a/|A]) <t}
(03
— mE{A s dy(v) < £} = ALF(0).
Si 0 < p < 400 entonces
(P = inffa:p{ee X:[f[P >a}) <t}
= wt{? p(fe € X1 [f] > v)) <t = (F)(8).
Este punto es sencillo pues solo hay que utilizar las propiedades de la fun-
cion de distribucién que permite obtener la funcién de reordenamiento de-

creciente. Ver el punto 2) de la Proposicién [[LT] pdginaf@ En particular
tenemos f*(z) < |f(z)|, de donde se deduce (f)*(t) < (|f])*(t) = f*(t).

Esta desigualdad se basa en las observaciones siguientes: supongamos
primero que f*(t1) 4+ g*(t2) < 400 (sino no hay nada que demostrar) y
entonces escribimos

ditg(f*(t1) + g7 (t2)) < dp(f*(t1)) +dg(g"(t2)) < t1 + 1o,

en donde la primera estimacién estd dada por la propiedad 4) de la Pro-
posicién [LTTl de las funciones de distribucién expuesta en la pagina
mientras que la segunda desigualdad se deduce de la Proposicién [L2.41
Entonces, por definicién de la funcién de reordenamiento decreciente te-
nemos

(f+9)(tr +t2) = mf{a s dpyg(a) <ty +t2} < f7(01) + 97 (t2)-
Este punto se demuestra de forma similar. Observamos en efecto que

dpg(f7(t1)g" (t2)) < dp(f7(t1)) + dg(g™(t2)) < 1 + 1o

por las propiedades de la funcién de distribuciéon y por la Proposicion
[[24l Luego, por definicién de la funcién de reordenamiento decreciente
se tiene

(fg)*(tl + tg) = fnf{a : dfg(a) <t + tg} < f*(tl)g*(tg).

El ultimo punto se deduce utilizando la propiedad correspondiente de la
funcién de distribucién dy. |

Las propiedades anteriores de la funciéon de reordenamiento decreciente f* son
esencialmente una consecuencia del hecho que esta funciéon es una funcién de
distribucién particular, y si bien en la Proposicién[[.2.4lhemos expuesto algunas
relaciones entre la funcién de distribucién dy y la funcién de reordenamiento
decreciente f*, es necesario profundizar un poco mas este punto, pues necesita-
mos definir los espacios de Lorentz, dados inicialmente por medio de la funcién
dy en (L25)), utilizando la funcion f*.
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Proposicién 1.2.6 Sea (X, o7, 1) un espacio medido. Sea f una funcién me-
dible definida sobre X a valores en K. Entonces

1) se tiene f*(ds(a)) < a siempre y cuando df(a) < +oo;
2) si f*(t) < +oo entonces
di(f* () = p({z € X = [f(2)| > [F()}) <t < p({z € X = |f(2)] = [7()}),

3) para 0 < p < 400 se tiene

sup {7 f*(t)} = sup {ad?(a)} ;

t>0

4) las funciones f y f* son equidistribuidas, es decir d¢(a) = ds- (), o de
forma equivalente

p({r e X2 |f(@)] > a}) = [{t € [0, +00[: f*(t) > a}, (1.38)

5) si A C X es un conjunto p-medible y si la funcion f es positiva, entonces

(FLa)" (1) < (0o, (B);
parat > 0. En particular, si p(A) < +oo, se tiene (14)*(t) = Lo ,a)[(t)-
Prueba.

1) Hemos visto en la Proposicién [[24] que se tiene df(f*(¢)) < ¢, en este
punto estudiamos en cambio la funcién f*(ds(«)) y tenemos directamente

fr(dp(a)) = if{ds(v) < dj(a)} <o

2) La primera desigualdad no es més que la primera parte de la Proposicién
2.4 de manera que nos concentramos en la segunda desigualdad. De-
finimos el conjunto A, = {z € X : |f(x)| > f*(t) — 1/n} y observamos
que para todo n > 1 se tiene por construccién p(A,) > t pues basta
reemplazar f* por su definicién. Los conjuntos A,, forman una sucesién
decreciente si n aumenta y su interseccion tendra una medida mayor o
igual a t, la continuidad de las medidas permite concluir.

3) Para el tercer punto, solo debemos demostrar el caso cuando p = 1 puesto
que el caso general se deduce de este caso particular. En efecto, si tenemos

sup {£°(1)} = sup {ady(a)} (1.39)
t>0 a>0
entonces, utilizando el punto 3) de la Proposicién [LZ3] podemos escribir

sup {#71°(1)} = sup { (17 50))" } = sup { (2017157 (9) "}

t>0
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de manera que si se tiene la relacién (L39), podemos escribir utilizando
la. definicién de la funcién de distribucién dy:

s (o)} = s { (ot p0) )
= it;po) {(V%df(l/))p} = il;po) {Vd];(z/)} :

Pasemos ahora a la demostracién del caso p = 1. Suponemos sin pérdi-
da de generalidad que ds(a) < +o00 y f*(t) < +o00. Tenemos entonces
para todo 8 > 0 la desigualdad sup {adf(a)} > Bds(B) y usando el pri-

mer punto anterior para controlar ﬂ , obtenemos la desigualdad uniforme
sup {ads(a)} > f*(ds(B)) ds(B), que nos permite escribir
a>0

sup {a df(a)} = sup{¢f*(t)}.
a>0 t>0

Para obtener la estimacién reciproca procedemos de forma totalmente
similar y consideramos la desigualdad sup {tf*(t)} > 8f*(8), de manera
>0

que por la Proposicién [[.2.4] controlamos el pardmetro 3 y escribimos
sup{tf*(t)} > ds(f*(8)) f*(8), lo que a su vez nos proporciona la de-
>0

sigualdad
sup {tf*(t)} = sup {ads(a)},
t>0 a>0

lo que termina la verificacién del punto 3).

4) Verifiquemos ahora que las funciones f y f* son equidistribuidas. Empe-
zamos fijando a > 0 y vemos que se tiene

dy-(0) = [{t € 0. +ool: £7(2) > o} = sup{f"(e) > .

puesto que f* es decreciente. Por la continuidad por la derecha de esta
funcién podemos escribir

sup{f(c) > a} < M {f*(6) < o},

c>0

pero dado que por el punto 1) demostrado anteriormente tenemos la es-
timacién f*(ds(c)) < «, se deduce entonces dy-(a) < dyf(a).

La desigualdad reciproca se obtiene fijando ¢t > ds- (o) = sup{f (c) > a}.

Se tiene entonces por el decrecimiento de la funcién de reordenamlento
decreciente f*(t) < ay df(a) < d¢(f*(t)) < t, en donde la primera de-
sigualdad anterior es valida por el decrecimiento de la funcién dy y la
segunda se tiene por el punto 2). Si escribimos ahora ¢t = dg+(a) + € con
e > 0, obtenemos dy (o) < ds(f*(t)) < dg+(a)+e¢ y utilizando la continui-
dad por la derecha de la funcién de reordenamiento decreciente tenemos
la estimacién dy(«) < dg+ () . Concluimos entonces que ds« (o) = dy(a),
para todo a > 0.
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5) Dado que fl4 < f obtenemos (f14)* < (f)* y puesto que se tiene para
todo o > 0 la mayoracién p({x € X : |fla(z)] > a}) < p(A), de esta
manera, como la funcién f* es decreciente obtenemos (f1.4)*(t) = 0 si
t > p(A), y por lo tanto se tiene (f1.4)*(t) < f*(t)1jo,uca)((t)-

La identidad (14)*(t) = Lo, uca)(t) si p(A) < +o0, se obtiene directa-
mente por definicién de la funcién de reordenamiento decreciente. |

El punto 4) de la Proposicién [[L2.0 tiene la consecuencia siguiente.

Corolario 1.2.2 Sea (X, o7, 1) un espacio medido y sea f una funcién medible
definida sobre X a wvalores en K. Si f € LP(X, o, u,K) con 0 < p < +00

entonces )
1f e = (/“” f*p(t)dt) " (1.40)
0

En el caso cuando p = +o0o tenemos

[fllzee = f7(0). (1.41)

Prueba. Empezamos con la primera identidad. Utilizando el hecho que las
funciones f y f* son equidistribuidas (lo que ha sido verificado en la Proposicién
[L20) y la férmula general (I.2) de la pagina [I1] que relaciona las funcionales
I - e con las funciones de distribucién, podemos escribir

—+oo —+o0 —+o0
fsrea=p [ e @do=p [ o g = 111,

de donde se obtiene la identidad deseada al extraer la raiz p-ésima en estas
igualdades. La segunda asercién es consecuencia de la definicién de la funcién
de reordenamiento decreciente y de la definicién de la funcional || - || L«: basta
escribir

J7(0) = fuf {a: p({r € X |f(@)] > a}) = 0} = | fllue,
para obtener el resultado buscado. |

Este corolario nos indica, como anunciado, que la funciéon de reordenamiento
decreciente f* también permite caracterizar los espacios de Lebesgue usuales y
disponemos ahora de una tercera manera de calcular la funcional || - || r: ya sea
con su definicién usual, ya sea por medio de la funcién de distribucién con la
expresién (L2) dada en la pdgina[Id] ya sea con la funcién de reordenamiento
decreciente f* con la férmula (LZ0).

Un caso particular de este corolario es la identidad siguiente que completa
la férmula ([L3]) expuesta en la pagina

+oo +oo
1l = /X @)l dulz) = / 4y (a)do = / F (0,

de manera que cuando el espacio X es el intervalo [0, +oo], recuperamos la
propiedad siguiente: el “drea bajo las funciones” |f|, dy y f* es la misma.
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Veamos ahora otra consecuencia de la Proposicion [L2.6F en efecto, a partir
del punto 5) se obtiene el resultado a continuacién.

Corolario 1.2.3 Sea (X, o7, ) un espacio medido y sea f una funcién medible
positiva definida sobre X. Si A C X es un conjunto u-medible entonces se tiene
la desigualdad

n(A)
/Af(w)du(w) S/O FE(t)dt.

Prueba. Podemos suponer para empezar que la medida p(A) del conjunto A
es finita, en este caso escribimos, dado que la funciéon f es positiva

+oo
/A f(@)du(z) = /X (FL4) (@) dul) = / (FLa)* (D),

por la equidistributividad de la funcién de reordenamiento decreciente. Aplica-
mos el punto 5) de la Proposicién[L2.6y tenemos (f1.4)*(t) < f* ()10 .(a)((1),
de donde se deduce directamente

+00 +oo n(A)
/ (FLa)* (D)t < / (L0 p ()it = / £ (t)dt.
0 0 0

En el caso donde la medida del conjunto A es infinita se tiene directamente

/Af(x)dﬂ(x) < /Xf(x)du(x) = /OJm fr(t)dt.

Estudiamos ahora la unicidad del reordenamiento decreciente.

Teorema 1.2.2 (Unicidad del reordenamiento) Sea (X, <7, u) un espacio
medido y sea [ una funcion medible definida sobre X a valores en K. Existe una
sola funcion continua por la derecha, decreciente que es equidistribuida con f.
Dicho de otra manera, el reordenamiento decreciente de una funcion es unico.

Demostracién. Sea f una funcién medible definida sobre X. Vamos a suponer
que existen dos funciones distintas f; y f5 que son decrecientes, continuas por la
derecha y que son equimedibles con f. Existe por lo tanto un tg tal que f;(to) #
f3(to), y sin pérdida de generalidad, podemos considerar que f(to) > f5(to).
Fijemos ahora un real € > 0 tal que f;(to) > f3(to)+e¢. Por la continuidad a la
derecha de las funciones de reordenamiento decreciente, existe un intervalo no
vacio [to, t1] tal que, para todo ¢ € [to, 1] se tenga f1(¢) > f5(to)+e. Utilizando
el hecho de que estas funciones son decrecientes obtenemos que, por un lado:

{t = 0: fy(t) > f3(to) + e} = ta,
pero por otro lado se tiene

{t=0: f3(t) > f3(to) +e}| < to <t
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y esto contradice la equimedibilidad con respecto a f. Concluimos por lo tanto
que fi(t) = f5(t) y que el reordenamiento decreciente es tnico. [ |

Antes de terminar el estudio de las propiedades de la funcién de reordena-
miento decreciente, enunciamos un par de resultados adicionales.

Proposicién 1.2.7 Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sea f una funcidn me-
dible definida sobre X a valores en K. Si la funcion de distribucion dy es
continua y estrictamente decreciente, entonces f* es la funcion inversa de dy.

Prueba. En efecto, si dy(«) < 400, por definicién se tiene
Frds(e)) = i1 - dy (B) < dy(e)},

pero dado que por hipétesis dy es estrictamente decreciente y continua, de
donde se deduce que f*(ds(a)) = a [ |

Proposicién 1.2.8 Si f : [0, 4+00[— [0, +00[ es una funcién continua estric-
tamente decreciente, entonces se tiene la identidad f(t) = f*(¢).

Prueba. Por definicién tenemos
F(t) = inf {o: [{a € [0, +ool: [f(2)| > a}| < 1},

pero como la funcién f es estrictamente decreciente y continua, se obtiene que
la expresién a la derecha corresponde con el valor de f(¢). u

Con estos dos resultados terminamos nuestra exposicién sobre las principales
relaciones existentes entre la funcién de reordenamiento decreciente y la fun-
ci6én de distribucion.

Sin embargo, antes de pasar a la seccién siguiente, es necesario aclarar un
punto particular: hemos anunciado en las péginas anteriores que el hecho de
caracterizar los espacios de Lorentz LP'? por medio de la funciéon de reorde-
namiento nos permitiria disponer (para ciertos valores de los pardmetros p, q)
de una estructura de espacio normado. Sin embargo, como hemos verificado
en la Proposicién [L2.4] la funcién de reordenamiento decreciente es una clase
particular de funcién de distribucién y por lo tanto no deberia ser de utilidad
para obtener la desigualdad triangular, al menos no directamente. En efecto,
no se tiene en toda generalidad (puntualmente), para dos funciones medibles f
v g, la desigualdad triangular

(f+9)" @) < f @) +g° (1)

Veamos un contraejemplo: sean f(z) = 1—x y g(x) = x dos funciones definidas
sobre el intervalo [0, 1]. Un célculo evidente muestra que (f 4 g)*(t) = 1o,1)(¢)
y que f*(t) = g*(t) = (1 = t)1jg4)(¢), de modo que no se cumple la estimacién
(f+9) @) < F7(O) + g7 ().
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. Qué significa esto? Si bien la funcién de reordenamiento decreciente es una
funcién de distribucion, esta transformacién de las funciones posee muchas
otras propiedades adicionales y en la seccidén que sigue vamos a exponer algunas
caracteristicas que nos permitiran verificar que los espacios de Lorentz LP*9 son
espacios normados para ciertos valores particulares de p y q.

B) El Teorema de Hardy-Littlewood y espacios resonantes

Empezamos esta seccién con el problema siguiente: sean (a;)i1<j<n ¥ (05)1<j<n
dos sucesiones finitas de reales estrictamente positivos, jcudl es la mejor ma-
n

nera de combinar estos valores para maximizar la cantidad Z Ao (j)by(j)> €N
=1
donde a,(;) ¥ by(;) son permutaciones de las sucesiones (a;)1<j<n ¥ (bj)1<j<n?

Este problema fue estudiado por Hardy@ y Littlewood 1 quienes encontraron
que la solucién estaba dada al considerar el reordenamiento decreciente de estas
sucesiones, es decir que esta cantidad es maximal cuando se considera la suma

n
E a;b;, dicho de otra manera, tenemos siempre la desigualdad
Jj=1

n n
D aoibygy < Y ajby,
j=1 j=1

como nos lo indica el Teorema [[.2.3] a continuacion.

Si bien el hecho de establecer esta desigualdad anterior es importante en si,
la busqueda de los casos cuando es posible obtener la igualdad nos llevara a
introducir el concepto de espacio medido resonante cuyas propiedades seran de
utilidad para el estudio de la estructura topoldgica de los espacios de Lorentz.

La generalizacién de esta desigualdad a espacios medidos generales estd enun-
ciada en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 (Hardy-Littlewood) Sea (X, .o, 1) un espacio medido y sean
f vy g dos funciones integrables definidas sobre X a valores en K tal que su pro-
ducto sea de mddulo integrable. Se tiene entonces la desigualdad

+oo
/If(x)g(x)ldu(:v)é/ fr(t)g" (t)dt. (1.42)
X 0

Demostracién. Dado que las cantidades al interior de las integrales son todas
positivas, podemos suponer sin pérdida de generalidac@ que las funciones f, g
son a valores en [0, +oo[. Escribimos entonces

+00 Foo
f(z) :/O Tip@>ayday  g(x) :/O 1iy(a)>oydo,

16Godfrey. H. Hardy (1877-1947), matemético inglés.
17John E. Littlewood (1885-1977), matemadtico inglés.
18Por el punto 1) de la Proposicién pagina
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de manera que se tiene

+o0 400
/Xf(fﬂ)g(f)dﬂ(fﬂ) = /X (/O 1{f(z)>a}d04) (/O Liga >a}d0) du(z),
y aplicando el Teorema de Fubini podemos escribir
+oo “+o0
/X f(@)g(x)dp(x) / / (/ Lyg( )>a}11{g(z)>g}du(x)) dado
+oo +oo
/ / ( / Ly >>a}m{g<z>>o}du(x)) dodo
+oo +oo
[ [ miner@) > ah) . utlafe) > ah)dade
+oo +oo
[ [ mindst). dyfo))dads

pero como las funciones f y g son equidistribuidas con sus funciones de reor-
denamiento decreciente f* y g*, tenemos

/ fle /+°° /+°° min (ds- (), dg+(0))dado.

En este punto observamos que, por el decrecimiento de las funciones f* y g*,
la cantidad min (ds-(a), dg«(0)) verifica

IN

IN

min (dy-(a), dg-(0)) = min ([{f* > o}, {g" > o}|) = {f* > a}n{g" > o},

de manera que se tiene

+oo +oo
/X f@)g@)du(z) < / / "> a} N {g" > o}|dado

400 ptoo +oo
/O /O (/O 1{f*(t)>a}]1{g*(t)>g}dt) dado,

aplicando una vez mas el Teorema de Fubini escribimos

+o0 +oo +o0
/ f(x)g(x)du(z / </ ]l{f*(t)>a}do‘) (/ ﬂ{g*<t>>a}d0> dt
X 0 0 0

+oo
/0 (g (t)dt,

IN

IN

IN

lo que termina la demostracion de la desigualdad de Hardy-Littlewood. |
Corolario 1.2.4 Sea (X, o/, u) un espacio medido y sean f,g dos funciones

integrables definidas sobre X a wvalores en K. Para toda funcion g : X — K
que es equidistribuida con g se tiene

+oo
/If z)|dp(z) < /0 5 ()g*(t)dt.
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Si bien la verificacién es inmediata dado que la prueba del teorema anterior se
basa tinicamente en las propiedades de la funcién de distribucién, este resulta-
do plantea un problema interesante: puesto que es posible considerar familias
de funciones equidistribuidas, ;bajo qué condiciones se tiene la igualdad en la
desigualdad anterior? Es decir, es posible que la funcién g no permita obte-
ner de manera directa la igualdad en la desigualdad anterior, pero quizas una
transformacién adecuada (en el sentido de que se mantiene la misma funcién
de distribucién) de esta funcién si lo permita.

Veamos un ejemplo de esta situacién: en el caso de sucesiones finitas (a;)1<j<n
y (bj)1<j<n de reales estrictamente positivos la respuesta es positiva y muy sen-
cilla de conceptualizar, es decir que no es muy dificil verificar que se tiene la

identidad . .
Z ajéj = Z ] ],
j=1 j=1

en donde la sucesion (b]-)1< j<n DO es mas que una permutacién adecuada de la
sucesién original (b;)1<j<n-

El caso general (medidas generales) es un poco més delicado de estudiar y
es por eso que presentamos las dos definiciones a continuacién.

Definicién 1.2.4 (Espacio resonante) Sea (X, .o, u) un espacio medido, di-
remos que este espacio medido es resonante si para todo par de funciones in-
tegrables f,g : X — K se tiene la identidad

—+o0

| rorea= sw [ @), (1.43)
0 g dg—d

en donde el supremo corre sobre todas las funciones medibles g que son equi-

distribuidas con g.

Observacién 1.6 Sabemos por el primer punto de la Proposicién [LTT] pagi-
nafl que las funciones g y |g| son equidistribuidas. De esta manera, es posible
ajustar la funcién §, tomando por ejemplo en el caso real § = —§ en los con-
juntos en los cuales f es negativa, de tal manera que se tenga la identidad

/fédm

En lo que sigue utilizaremos principalmente la primera expresion anterior, pero
la segunda sera de utilidad posteriormente.

sup /X |F(@)§(@)|du(z) = sup

g:dg=dgy gids=d,

En el caso en que el supremo es alcanzado se tiene al concepto siguiente.

Definicién 1.2.5 (Espacio fuertemente resonante) Un espacio medido
(X, o, p) es fuertemente resonante si para todo par f,g: X — K de funciones
integrables existe una funcion g que es equidistribuida con g tal que

/0+°Of tdt = /|f z)|dp(x). (1.44)
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Evidentemente, se puede ver sin ningin problema que todo espacio medido
fuertemente resonante es resonante y pronto veremos ejemplos en donde no se
tiene la reciproca.

Estos dos conceptos que acabamos de presentar son por el momento muy
abstractos y es necesario relacionar estas propiedades de resonancia de los es-
pacios medidos con caracteristicas mas sencillas de comprobar en la practica.
Para ello necesitaremos un lema y una definicion.

Lema 1.2.1 Sea (X, 7, 1) un espacio medido no atémico de masa total finita
(u(X) < 400). Si f: X — K es una funcion integrable y si 0 <t < u(X) es
un real, entonces existe un conjunto medible Ay que verifica 1(A¢) =t y tal que

/Atl a)|dp(x /f

Los conjuntos A; pueden ser construidos de tal manera que sean crecientes con
respecto al indice t, es decir si to < t1, entonces se tiene A, C Ay, .

Prueba. Supongamos para empezar que existe un real o > 0 tal que dy(a) = ¢.
Entonces por la definiciéon de funciéon de reordenamiento decreciente dada en
la expresién (L32) de la pégina A6 tenemos f*(t) = inf{a : df(a) = t}, y la
continuidad por la derecha de la funcién de distribucién nos permite escribir
ds(f*(t)) = t. De manera equivalente el conjunto A, = {x € X : |f(x)| > f*(t)}
verifica u(A;) = t. Nétese en particular que al ser la funcién f* decreciente,
se tiene que el conjunto A; es creciente con respecto al pardmetro ¢. Estos
argumentos muestran que la funciéon de distribucién de la funcion f1 4, estd
dada por

t si0 < a< f(1),

d(sua,) (@) =
dr(a) sia> f*(1).

Asf mismo, la funcién de distribucién de la funcion f*1pg , es

t si0 < a< f*(1),

d(f*ﬂ[o,t[)(a) =
de-(a) sia> f*(1).

Pero como las funciones f y f* son equidistribuidas, tenemos dy = dy-, de
donde se deduce por las expresiones anteriores que las funciones fl4, y f*1Lg 4
son equidistribuidas y por lo tanto las integrales de sus funciones de distribucién
respectivas son las mismas. De esta manera podemos escribir

/A 1 @)l du(z)

/X F@) L, (@) dpu()
+oo +oo
= /0 d(fua, )da—/ d(se1g0,) dx

- /Omf H[Otdsf/f
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lo que demuestra el lema en el caso cuando existe un real a > 0 tal que
df (a) =1.

Pasemos ahora al caso cuando el valor de £ no estd en el rango de valores
posibles de la funcién df. Esta situacién se presenta cuando la funcién de
reordenamiento decreciente no es estrictamente decreciente (ver el Ejercicio
para més detalles). En este caso, dado que por hipétesis la medida del conjunto
X es finita y que la funcién f es integrable, por el teorema de convergencia
dominada tenemos las identidades

lim dy(n) = lm p({z € X:|f(2)]>n})=pn({z € X:|f(2)]=+oo}) =0

n—-+oo

y como la funcién de distribucion es decreciente deducimos

agl}goodf( a) =0. (1.45)
Sea ahora ap = f*(t) y supongamos que se tiene ag > 0. Como ¢ > 0, por
la definicién de la funcién de reordenamiento decreciente dada en la férmula
([T32) y por la propiedad (L4H) anterior se tiene que ay es finito. Adem4s si ¢
no esta en el rango de valores de dy, tenemos por el punto 2) de la Proposicién
las desigualdades df(ap) < t < ds(e) para todo « tal que 0 < o < .
Ahora, si ¢ es el limite por la derecha de la funcién d¢(eyg ), cantidad que
esta bien definida pues la funcion de distribucion es continua por la derecha y
decreciente, entonces

tozdf(ao) <t§df(a6):t1, (146)

lo que muestra que se tiene en realidad la identidad f*(s) = Ao para todo
to < s < t1 y esta situacién corresponde cuando la funcién de reordenamien-
to decreciente f* no es estrictamente decreciente y presenta una “meseta”.
Tenemos ahora la igualdad

tr=p({r € X :|f(2)] > ao}), (1.47)

en efecto, definimos para n > 1 los conjuntos B,, = {:E € X :|f(z)] >ap— }
y como por hipétesis la masa total es finita, u(X) < +oo, por el teorema de
convergencia dominada podemos escribir

p{x e X : |f(z)] > ap}) = hm w(Bp) = hm dy < ap — %) =ds(ag ).

— 400 n—-+oo

Por las férmulas ([46) y (C47) obtenemos que el conjunto C' = {z € X :
|f(z)| = ao} es de p-medida t; —tg, y como la medida es no atémica, existe un
subconjunto D; C C de medida t — ty. El conjunto A; definido por la expresién

Ar={x e X :|f(x)] > ag} U Dy,

tiene medida df(ag) + (t — to) =t como se deseaba y podemos escribir

) |du(x) = x)|du(x ) |du(x).
/Atlf( )l dp(z) /{f|>%}|f< )ldu >+/Dt (@)l du(z)
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Ahora, por ([[46) el valor de ¢y no esta en el rango de valores de la funcién

to

dy y entonces la primera integral / | f(x)|du(x) tiene valor f*(s)ds,
{lf1>a0} 0

ademds, como |f(z)| = ag sobre el conjunto Dy, la segunda integral verifica

t
aop(Dy) = a(t —tg) = / f*(s)ds
to
y de esta forma se obtiene la identidad enunciada en el lema.

Para terminar la demostracién, es necesario estudiar el caso cuando oy = 0.
En esta situacién, en lugar de la desigualdad (46]) obtenemos

p{z e X:|f(2)] > 0}) = to <4,

y en este caso es posible escoger el conjunto D; disjunto del soporte de f y
de medida p(D;) = t — to. Utilizando la misma definicién de los conjuntos
A; presentada anteriormente, y observando que la funcién de reordenamiento
decreciente f* se anula para los valores mayores o iguales que ¢, obtenemos

/At' o)l /f ds—/f

Lo tnico que falta verificar es que los conjuntos A; son crecientes con respecto
al pardametro ¢ en el caso cuando el valor de ¢ no estd en el rango de valores
posibles de la funcién d: aqui se puede escoger sin mayor dificultad los conjun-
tos D; de tal manera que éstos sean crecientes con respecto al parametro t en
cada uno de los intervalos Jtg,t1] y de esta manera terminamos la verificacién
de este lema. |

Necesitamos ahora una definiciéon antes de enunciar un primer resultado que
caracteriza, por medio de conceptos estudiados anteriormente, a los espacios
medidos fuertemente resonantes.

Definicién 1.2.6 (Espacio completamente atémico) Diremos que un es-
pacio medido o-finito (X, <7, 1) es completamente atémico si todos los elemen-
tos de la o-dlgebra o/ son dtomodd.

El ejemplo de base de espacio medido completamente atémico esta dado por el
conjunto de nimeros naturales N dotado de la medida de conteo.

Con esta nocién adicional, presentamos la proposicién siguiente que relaciona
el concepto de espacio medido fuertemente resonante con propiedades usuales
de los espacios medidos. Dicho de otra manera, para determinar si un espacio
medido es fuertemente resonante, no serd necesario estudiar la identidad (I44)
sino que bastara verificar ciertos puntos que son mas sencillos de comprobar en
la préctica.

9Recordar que A C & es un dtomo para la medida p si u(A) > 0y si todo subconjunto B
de A o tiene la misma medida que A o es de medida nula.
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Proposicién 1.2.9 Sea (X, 7, ) un espacio medido o-finito de masa total
finita que verifica uno de los dos puntos siguientes

1) el espacio medido es no atémico,

2) el espacio medido es completamente atémico y cada dtomo es de igual
medida.

Entonces el espacio medido (X, 7, 1) es fuertemente resonante.

Prueba. Comencemos pues suponiendo que el espacio medido es de masa to-
tal finita, completamente atémico y que cada atomo es de igual medida. En
este marco de trabajo debemos verificar que para todo par de funciones inte-
grables (en este caso se trata de sucesiones) f,g existe una funcién § que es
equidistribuida con g y tal que se tiene la identidad

+oo
/ £ ()" (t)dt = / (@) () [dpu(z).
0 X

en donde, como se ha evidenciado anteriormente, basta considerar funciones
positivas lo que haremos en todo lo que sigue.

Esta situacion que estudia sucesiones es sencilla de verificar pues, una vez que
se ha reordenado decrecientemente la funciéon f por medio de una permutacién
de sus valores para obtener la funcién f*, la funciéon g se obtiene reorganizan-
do la funcién inicial g de manera a hacer coincidir los productos f*(¢)g*(t) y
f(@)g(z) de tal modo que se obtiene la identidad buscada y ademds, como la
transformacion realizada no es mas que una permutacién de los valores de la
funcién g, se obtiene sin problema la equidistributividad de g y g.

Consideremos ahora el caso de un espacio medido no atémico de masa total
finita. Sea (gn)nen una sucesién creciente de funciones simples positivas tales

que h'rJIrl gn = g (ver el Teorema 3.2.4 del Volumen 1). Vamos ahora a construir
n—-+oo

una sucesion creciente de funciones simples positivas (g, )nen tales que cada g,
es equidistribuida con g,, y tales que se tenga para todo n > 0 la identidad

+oo
| @ @ldu) = [ £ og0a (149
X 0
de esta manera, por el punto 6) de la Proposicién [Tl dada en la pagina
[ tenemos que la funcién § = h'rJIrl gn es equidistribuida con la funcién g, y
n—-+oo

entonces, a partir de la identidad (48] anterior, utilizando el punto 7) de la
Proposicién[[L2.5]dada en la padginaB52y el teorema de convergencia mondtona,
podemos deducir la propiedad de resonancia fuerte expresada con la férmula
(T44)). De esta manera, solo debemos construir las funciones simples tales que

se tenga (L48).

Para algin n > 0, notamos ahora h = g,, y reescribimos como en el ejemplo
(ii) de la pagina [T esta funcién h de la siguiente manera

h= iCj]lBj,
j=1
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donde los conjuntos (B;)1<j<m son crecientes: By C By C --- C By, y los
nimeros reales (¢;j)1<j<m son todos estrictamente positivos.

Entonces, por el Lema[[.2.1] tenemos que existen conjuntos 4; C Ay C -+ C
A, tales que pu(A4;) = pu(B;) con la propiedad

w(Bj)
/ f(@)duz) = / £ (0)dt. (1.49)
A 0

m

para todo 1 < j < m. A partir de estas observaciones, definimos h = Z cila,,
=1

de manera que se obtiene

m
W= el sy = (h)"
j=1

es decir que las funciones de reordenamiento decreciente de h y de h, de donde
se deduce que estas funciones son equidistribuidas. Entonces, a partir de la
identidad (LZ9) tenemos?]

/X f(x) ;cjmj du(x):;% /A S

m 1(B;) oo
- ch/ f*(t)dt=/ > el (1)t
=1 0 0 Jj=1

+oo
- / (O by,

/ F(@)h(x)dp(z)
X

y si definimos g, = iL, entonces obtenemos que la funcién g, es equidistribuida
con g, y entonces se tiene la identidad buscada ([L4])) para estas funciones.

Como las funciones g, son crecientes con respecto al pardmetro n, por el
Lema [[27] se tiene que los conjuntos A; considerados en la expresién (L49)
también pueden ser crecientes, lo que implica que las funciones g,, también son
crecientes. Una vez que tenemos este resultado, por las propiedades de paso al
limite expresadas en las lineas precedentes obtenemos que el espacio medido
(X, o, ) es fuertemente resonante. |

Este resultado anterior se generaliza a los espacios medidos resonantes de la
siguiente manera.

Proposicién 1.2.10 Sea (X, o7, u) un espacio medido o-finito que verifica uno
de los dos puntos a continuacion:

1) el espacio medido es no atémico,

20Recordar que podemos suponer sin pérdida de generalidad que todas las funciones son
positivas.
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2) el espacio medido es completamente atdmico y cada dtomo es de igual
medida,

entonces el espacio medido (X, o/, 1) es resonante.

Prueba. Consideremos sin pérdida de generalidad dos funciones f, g integra-
bles positivas. Vamos a verificar que para todo real s > 0 que verifica

+oo
0<s< / fr(®)g*(t)de, (1.50)
0
existe una funcién medible positiva § que es equidistribuida con g y tal que
s< [ r@st)dutz). (1.51)
X

Dado que el espacio medido (X, .o, u) existe una sucesién creciente (A, )nen
de conjuntos medibles de medida finita tales que su unién es todo X (ver Ob-
servacién 2.5 del Volumen 1). Sean ahora (fy,)nen ¥ (gn)nen dos sucesiones de
funciones simples positivas, a soporte sobre A, que convergen crecientemente
hacia f y g respectivamente. Por la desigualdad (LE0) y por las propiedades
de las funciones de reordenamiento decreciente, existe un entero N € N sufi-
cientemente grande tal que se tenga

+oo
s</0 £tk (t)dt. (1.52)

Si consideramos la restriccién de la estructura de espacio medido (X, 7, u)
al conjunto Ay, obtenemos un espacio medido o-finito de masa total finita,
que por la Proposicién [[L2.9] anterior es fuertemente resonante. De esta manera
existe una funcién medible h definida sobre Ay que es equidistribuida con la
funcién gl 4, y que verifica la identidad

n(AN)
F@)h(@)du(z) = / (FLay ) (0)(gLax )" (1),

AN

Observamos ahora que se tiene por contruccion las mayoraciones fl14, > fnv y
gla, > gn, de manera que a partir de la identidad anterior y de la mayoracion
(CE2) obtenemos, extendiendo con el valor 0 la funcién h fuera del conjunto Ay,

la desigualdad 0 < s < / f(z)h(z)dp(x). En este punto, definimos la funcién
b

g = hlay + glx\a, ¥y podemos ver sin mayor dificultad que esta funcién es
equidistribuida con g. Se tiene entonces § > h y por (L52) escribimos

0<s< /X F@)h(@)dp(z) < /X F(@)3()du(a),

de donde se obtiene (L5]) y por lo tanto que el espacio medido considerado es
resonante. |

Como vemos con estos dos resultados, los ejemplos mas usuales de espacios
medidos como son los conjuntos R™, N o Z dotados de sus estructuras natura-
les son espacios resonantes y disponemos entonces de la importante identidad
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([TZ3) que sera utilizada en la Seccién [[23

Demos ahora dos ejemplos que ilustran las proposiciones anteriores y la di-
ferencia existente entre espacios resonantes y espacios fuertemente resonantes.

(i) Empecemos pues considerando la funcién f(z) = 1 — e~ ® definida so-
bre el intervalo [0, +o0o[ dotado de la medida de Lebesgue. De la misma
manera que con la funcién dada en la expresién ([L37) de la pdgina [A9]
vemos sin mayor problema que la funcién de reordenamiento decreciente
f* es constante e igual a 1. Si fijamos ahora la funciéon g como la funcién
indicatriz del intervalo [0, 1[ tenemos g = g* = 11| y vemos que si §
es equidistribuida con g, entonces |g| es la funcién indicatriz de algin
conjunto A C [0, +o0[ de medida igual a 1. De esta manera tenemos la
desigualdad estricta

+o0 +00
/o |f(2)g(x)|dz = /A l—ede<1= /0 fr(@®)g*(t)dt.

Sabemos por los teoremas demostrados en las lineas anteriores que el es-
pacio medido ([0, +ool, Bor([0,400[), dx) es resonante y los célculos an-
teriores muestran que este espacio no es fuertemente resonante. De esta
manera concreta vemos que un espacio resonante no es necesariamente
un espacio fuertemente resonante.

(ii) Veamos un segundo ejemplo. Sobre el espacio medible (R, Bor(R)) con-
sideramos la medida p definida sobre dos dtomos 0 y 1 con los valores
p(0) = 1y p(1) = 3. Definimos luego las funciones f = 113 y g = 1oy ¥
un célculo directo determina que f* = 1o 31y g* = 1o,1], de esta manera

+oo
tenemos / f*()g*(t)dt = 1. Pero para toda funcién g equidistribuida
0

con ¢ tenemos que la integral / |f(x)g(x)|dp(x) es nula puesto que las
R

funciones f y g deben tener soporte disjunto. Este ejemplo muestra que
ningin espacio medido que contiene dos dtomos con pesos distintos es
resonante.

Estos ejemplos nos permiten completar las Proposiciones [[2.9 y [L2.10 de la
siguiente manera.

Teorema 1.2.4 Un espacio medido (X, o/, ) o-finito es fuertemente reso-
nante si y solo si es de masa total finita y verifica uno de los dos puntos a
continuacion:

1) el espacio medido es no atémico,

2) el espacio medido es completamente atdémico y cada dtomo es de igual
medida.

Demostracién. La condicién suficiente ha sido demostrada en la Proposicién
2.9 y nos concentramos en la condicién necesaria. Observamos por el ejem-
plo (ii) anterior que si el espacio medido (X, 7, 1) es fuertemente resonante,
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entonces en caso de contener dtomos, todos éstos deben ser de igual medida y
siguiendo esencialmente los mismos argumentos, vemos que el espacio medido
(X, o, p) no puede contener una mezcla de dtomos y partes no-atémicas, de
manera que si el espacio medido es resonante, entonces o es no atémico o es
completamente atémico con dtomos de igual medida.

Por otra parte, el ejemplo (i) en las lineas precedentes muestra que si el
espacio es fuertemente resonante, entonces debe ser de masa total finita, pues
caso contrario con este ejemplo se tendria una contradiccion. |

Teorema 1.2.5 Sea (X, o/, 1) un espacio medido o-finito que verifica uno de
los dos puntos a continuacion:

1) el espacio medido es no atémico,

2) el espacio medido es completamente atémico y cada dtomo es de igual
medida,

entonces el espacio medido (X, o/, 1) es resonante.

Demostracién. De la misma manera que en el teorema anterior, la condicion
suficiente ha sido tratada en la Proposicién [L2Z.T0 Los ejemplos (i) y (ii) mues-
tran que un espacio medido resonante es necesariamente de uno de los dos tipos
explicitados en este teorema. |

Con el resultado siguiente recopilamos hechos que se deducen de lo anterior.

Corolario 1.2.5

1) Un espacio medido (X, o/, u) o-finito es fuertemente resonante si es un
espacio medido resonante de medida finita.

2) Un espacio medido (X, o/, ) resonante es un espacio o-finito que es no
atomico o que es la union numerable de dtomos de igual medida.

Observacién 1.7 Con el fin de utilizar la identidad ([43]) supondremos a
menudo que el espacio medido (X, o7, i) sobre el cual se trabaja es un espacio
medido resonante. Esto es, por el Corolario [[ 2.5 consideraremos espacios me-
dido o-finitos no atémicos o espacios medidos o-finitos completamente atémicos
cuyos atomos son todos de igual medida.

El hecho de tomar en cuenta espacios resonantes permite estudiar con una
sola nocién dos grandes familias de espacios medidos: los espacios no atémicos
(que permiten estudiar funciones) y los espacios completamente atémicos (que
permiten estudiar sucesiones).

1.2.3. Segunda definicion de los espacios de Lorentz [P

Una vez que hemos detallado estas propiedades adicionales de la funcién de
reordenamiento decreciente, podemos definir los espacios de Lorentz LP>? utili-
zando la funcién f* y vamos a ver que se obtiene la misma funcional || - ||zs.q
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utilizada en la Definicién [LZIl Pero esta verificacién de rutina no tendria
sentido si no se pudiera sacar provecho de esta nueva caracterizacion de los
espacios de Lorentz, de manera que, inmediatamente después de verificar que
esta segunda definicién corresponde con la primera, pasaremos a detallar al-
gunas propiedades adicionales de estos espacios que son sencillas de demostrar
utilizando la funcién de reordenamiento decreciente.

Definicién 1.2.7 (Espacios de Lorentz) Sea (X, o7, ) un espacio medido.
Sean p y q dos indices reales. St 0 < p < 400 y 0 < ¢ < 400, los espacios
de Lorentz LP%(X, o, 1, K) estdn constituidos por las funciones medibles f
definidas sobre X y a valores en K tales que la cantidad a continuacion sea

finita: 1
£l poa = </O+Oo (t%f*(t))q %) " (1.53)
En el caso 0 < p < 400 y ¢ =400 escribimos
flleroe = sup {t%f*(t)}. (1.54)

Como anunciado, antes de pasar al estudio de las propiedades que se deducen
de esta definicion, lo primero que es necesario hacer es verificar que la cantidad
I - [|Lr-e definida aqui arriba con las férmulas (L53) y (I54) coincide con la
funcional dada en la Definicién [[2] de la pagina

Para ello consideramos primero el caso 0 < p < +00y 0 < ¢ < +00. Por el
punto 3) de la Proposicién [LZH] pdginaB2 tenemos las identidades:

[ ) = [T gea= [ damr o,

ahora por la Proposicién [L2:4] pagina BT} se tiene la identidad (| f[?)* = dg,,,,
y escribimos

+oo . +oo .
e we = [, 0
0 0

+o0 g +o0
/ tr (/ ]l{dfq(a)>t}da) dt,
0 0

aplicando el Teorema de Fubini obtenemos

+o0 disjale) p [T q
= / / tr Lt da:—/ (djfja)” dex
0 0 q.Jo

P [ e e X ) S o
- / (ul{z € X : |f@)] > a})

q

LSS

do

= 2 [ (uttr e x:15@) > a) d

Haciendo el cambio de variable 57 = «, se tiene

—+o0

(5‘%‘(5)%)(]%,

- Z_j +oo . . . % -1 -
_ q/o (u({z € X < |f(0)] > B})* 48 dﬂ—p/O
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==

de donde finalmente obtenemos la identidad
K

[ Ere) L= [ (pat) L,

lo que demuestra, extrayendo la raiz g-ésima de la expresién anterior que se
tiene la igualdad entre las expresiones (L53) y (L25).

Pasemos ahora al caso 0 < p < +00 y ¢ = +o00, por el punto 3) de la
Proposicién [L2Z.6 pagina b4l se tiene la identidad

sup {t%f*(t)} = sup {ad% (04)}7

t>0 a>0

de donde se deduce directamente la igualdad entre (I54)) y (L26).

Estudiemos el caso p = 400 y ¢ = +00. En esta situacién la férmula (L54)
se escribe sup {f*(¢)}, pero como la funcién f* es decreciente y continua por
>0

la derecha se tiene
sup {f*(t)} = £7(0),
t>0

y esta cantidad corresponde por la identidad (I41]) del Corolario[[L2Z2] pagina
B6, a la norma || - || -

Con esto vemos que la funcional ||- || L».« que se basa en la funcién de distribu-
cién dy como indicado en la Definicién [[L2ZT] también puede ser caracterizada
por medio de la funcién de reordenamiento decreciente f* como en la Definicién

27

Observacién 1.8 El caso cuando p = 400y 0 < ¢ < +00 no estaba tratado en
la Definicién [[L2.]] pero si puede estudiarse con la Definicién [[L2.7] Sin embargo,
cuando la medida es mo atdmica los espacios L% con 0 < ¢ < +0o estan
reducidos al elemento nulo y por lo tanto no presentan ningun interés.

oo dt
En efecto, para los valores p = +00y 0 < g < 400, si la cantidad / f*(t)q?
es finita se tiene que f = 0 en pu-casi todas partes. Para veriﬁcarl(;) procedemos
por el absurdo y suponemos que f # 0. En este caso existe al menos un ¢ > 0
y un conjunto A de medida positiva y finita tales que |f(z)| > ¢ para todo
2 € A. Por el punto 5) de la Proposicién [LZ.8 pagina 54y por la monotonia
de la funcién de distribucién (ver el punto 4) de la Proposicién [L2ZH] pagina
(2) tenemos entonces las mayoraciones

+o0 dt +o0 dt w(A)
[ronz [ enreds [ e -
0 0 t 0 t
de donde se deduce que L>(X, o7, u,K) = {0} para todo 0 < ¢ < +o0.

Veremos sin embargo en la Seccién que cuando la medida es completa-
mente atomica, el estudio de los espacios de Lorentz de indices p = 400 y
0 < g < +o0 es totalmente diferente.
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Observacién 1.9 Es muy importante notar aqui que, gracias al Teorema [[.2.2]
de unicidad del reordenamiento decreciente, las funciones que pertenecen a los
espacios de Lorentz estan totalmente caracterizadas por medio de la funcion
de reordenamiento decreciente f*.

Esta observacion tiene algunas consecuencias interesantes. Sabiamos por la ca-
racterizacion de los espacios de Lorentz dada en la Definicién [L21] que si f
y g son dos funciones equidistribuidas, entonces la informacién dada por la
funcional || - ||zr.e es la misma. Con la Definicién [[2.7 y la observacién an-
terior obtenemos una propiedad adicional: dos funciones que tienen el mismo
reordenamiento decreciente tienen el mismo comportamiento con respecto a la
funcional || - ||zr.a, es decir que los espacios de Lorentz LP¢ son invariantes
por reordenamiento decreciente. Como por el Corolario [[.2.2] también podemos
caracterizar los espacios de Lebesgue LP por medio de la funcién de reordena-
miento decreciente, obtenemos que estos importantes espacios de funciones son
asimismo invariantes por reordenamiento decreciente.

Una vez que hemos visto que la segunda definicién de los espacios de Lorentz
LP% dada con las expresiones (L53) y (IL54) coincide con la primera definicién
expuesta en las férmulas (L20) y (L26), vamos a sacar provecho de las propie-
dades de la funcién de reordenamiento decreciente para estudiar méas en detalle
las propiedades de estos espacios.

Para mayor claridad en la exposicién, vamos a dividir en cuatro partes nues-
tra presentacion en donde veremos algunas caracteristicas fundamentales de
los espacios de Lorentz asi como las limitaciones que existen al trabajar con la
funcién de reordenamiento decreciente. Los temas que vamos a tratar son los
siguientes:

A) Propiedades adicionales de la funcional || - || ze.a.
B) Propiedades relativas a la teorfa de la medida.
C) Relaciones entre los espacios de Lorentz.

D) Un primer estudio de normabilidad de los espacios de Lorentz.

Los tres primeros puntos aqui arriba seran estudiados desde un punto de vista
general, mientras que para tratar el altimo punto necesitaremos que el espacio
medido considerado sea resonante.

A) Propiedades adicionales de la funcional || - ||1».q

En esta secciéon vamos a presentar dos resultados que se deducen muy fécil-
mente de la caracterizacion por medio de la funcién de reordenamiento decre-
ciente de los espacios de Lorentz.

El primero de ellos es una generalizacién de una propiedad que ha sido pre-
sentada para los espacios de Lebesgue en el Ejercicio 4.4 del Volumen 1.
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Proposicién 1.2.11 Sea (X, o/, ) un espacio medido y sea f una funcion
medible definida sobre el conjunto X a valores en K. Entonces, para todo
0 < p,r <+00 y para todo 0 < g < 400 se tiene la identidad

A1 e = 1 F T orar-

Prueba. La demostracion de esta identidad es totalmente directa gracias al
punto 3) de la Proposicién [[28 pédgina Empecemos con el caso cuando
0 < ¢ < 400, por la definicién ([LH3]) escribimos

T R YN ey A
/Om (17 £) ™ L = 1l

de manera que al extraer la raiz g-ésima de esta expresion se obtiene el resultado
buscado. En el caso cuando ¢ = +o0, utilizamos la férmula (I.54) y tenemos
de manera totalmente similar las identidades

B =
~—
s

*
~—
~
N
=

3
N———

1 % 1 *
1A = sup {5 (A7) @)} = sup {5 () (1)}
>0 >0
. r
= swp {(t51®) } = Iz
>0
lo que termina la verificacién de esta proposicién. |

Presentamos ahora una primera versién de las importantes desigualdades de
Holder en los espacios de Lorentz generales.

Teorema 1.2.6 (Desigualdades de Hoélder) Sea (X, o7, ) un espacio me-
dido. Sean p y q dos indices tales que 1 < p < +oo y 1< q < +oo y sean p' y
q' sus conjugados armdnicos respectivos. St f y g son dos funciones medibles
tales que f € LPUX, o, u,K) y g € L (X, o, 1, K), entonces tenemos la
desigualdad

‘/X f@)g(@)du(@)| < [[fllzeallgll pora- (1.55)

Demostraciéon. En la verificacion de este resultado vamos utilizar la caracte-
rizacion de los espacios de Lorentz por medio de la funciéon de reordenamiento
decreciente junto con la desigualdad de Hardy-Littlewood presentada en el Teo-
rema [[L23] en efecto por la mayoracién ([L42), pdgina 59 podemos escribir

+o00
/X |f(@)g(z)|dp(x) < /0 FH(t)g*(t)dt.

Suponemos para empezar que 1 < ¢,¢" < +00, entonces dado que se tienen las
relaciones % + % = i + % =1, tenemos la igualdad

1

+oo +oo 1 1
[ rogaa= [ aire e @
0 0
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En este punto es suficiente aplicar la desigualdad de Holder usual (ver el Teo-
rema 4.2.3 del Volumen 1) en los espacios de Lebesgue con indices ¢ y ¢’ a las

dos funciones ¢(t) = t%_%f*(t) y ¥(t) = tﬁfqi’g* (t) para obtener

1 _ 1
7 7

+oo 11 oo
/ B ) Y g ide = / o) (t)dt
0 0

</O+OO cp(t)th) % < O+OO w(t)q'dt> ’ .

Reemplazando los valores de las funciones ¢ y ¢ y junto con la caracterizacién
(CE3) de la funcional || - ||gr.« se tiene

IN

< ([T o) ([T ea))’
< ([ Eroyg) ([T o) g)
< Wfllzrallglipe.e s

lo que termina la demostracion de las desigualdades de Holder en el caso cuando
1 < ¢,q < +oo. Cuando q = +o0, se tiene entonces ¢ = 1 y escribimos
utilizando la férmula (54)

+oo +oo L 1
/ F(Hg* (e = / £ £ () t7 7 g (1)t
0 0

+oo
sulo{rf%f*(rf)}/O g (1)L

)
t>0 t

IN

de donde se deduce la estimacién / |f(z)g(z)|dp(z) < ||flleeeellgll poris evi-
X

dentemente, el mismo razonamiento se aplica cuando ¢ =1y ¢’ = +oo. |

Es interesante comparar este resultado general con el Corolario [[LT.3] presen-
tado en la pagina [30 que estudiaba tinicamente a los espacios LP*°. En efecto,
en ese corolario se obtiene la estimacion

11
1ol < CO P Nerellgllir s (45 =1), (1.56)

v
en donde suponemos por comodidad que 1 < p,p’ < -+oo, mientras que el
teorema anterior proporciona la mayoracion

1 1
Hfg”Ll < HfHLp,oo||gHLp/71 (_ + _ 1).

p oy
Si deseamos comparar lo que es comparable, es 1til aplicar las relaciones de
inclusion entre los espacios de Lebesgue y de Lorentz explicitadas en la Propo-
sicién [[L.T.01 de la pagina 22 (es decir || fgl| 1. < || fgllL1), para poder reescribir
esta ultima mayoracién de la siguiente manera

[fgllree <[ fllzeoellgllLora- (1.57)
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Ahora, si bien ambas estimaciones (L56) y (LE1) entran en la familia de las de-
sigualdades de Holder, cada una de ellas proporciona informaciones distintas y
la diferencia (a parte de las técnicas de demostracion) se sitia en las cantidades
llgll o.c ¥ llgll»7.1 que intervienen en la parte derecha de estas mayoraciones.

Es entonces totalmente natural preguntarse cual de estas dos estimaciones es
mas precisa, y haciendo abstraccién de la constante que aparece en (ILh0), la
respuesta a esta pregunta pasa por una comparacién entre || g ;7.0 ¥ |9l 115
lo que equivale a estudiar las relaciones de inclusién existentes entre espacios de
Lorentz, este tipo de problemas seré estudiado en la parte C') a continuacién,
pero antes presentamos unos resultados adicionales.

B) Propiedades relativas a la teoria de la medida

En esta seccién presentamos dos propiedades importantes de los espacios de
Lorentz LP? que son el lema de Fatou y el andlogo del teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue. Estos dos resultados son fundamentales pues
permiten utilizar argumentos de paso al limite que son esenciales en el analisis
matematico. Empecemos con nuestro primer resultado. El caso p = ¢ = +00
no es estudiado pues corresponde por definicién al espacio L*° que ya ha sido
tratado anteriormente en el Volumen 1.

Teorema 1.2.7 (Lema de Fatou) Sea (X, .7, ) un espacio medido y sean
p,q dos pardmetros reales tales que 0 < p < +00 y 0 < ¢ < +00. Sea (fn)nen
una sucesion acotada de funciones positivas que pertenecen al espacio de Lo-
rentz LP9(X, o/, u,K), si se tiene ngigoff" = f en p-casi todas partes, enton-
ces la funcion f pertenece al espacio de Lorentz LP4(X, o/, u,K) y tenemos la
desigualdad
HfHLp,q S h/ml/l’lfonHLp,q.
n—-+o00

Demostracién. La demostracion es directa una vez que se tiene el resultado
cldsico para la integral de Lebesgue (ver el Teorema 3.3.2 del Volumen 1) y el
punto 7) de la Proposicién [L2H] pagina En efecto, dado que tenemos la
estimacién f* < légirgoff;, al construir la funcional ||-||zr.« cuando 0 < ¢ < +00

se obtiene

+o0 +oo
/ tr () (t)dt < h’minf/ tr ()t dt,
0 0

n—-+oo

es decir || f||zra < 11'm411nf||fn||Lp,q. El caso cuando g = +o00 se estudia de manera
n—-+4oo
similar y se tiene la mayoracion
t5 f*(t)dt < lminf t5 f3(t
P P
fr()dt < liminf tv £7(t),

de donde se deduce sin problema que || f||zp,+oc < Hm inf]| fiu|l Lo too- [ |
n—-+o0o

Pronto veremos algunas aplicaciones interesantes de este resultado que nos
permitirdn estudiar méas en detalle las propiedades de los espacios de Lorentz
LP4 pero en lo inmediato veamos cémo utilizar el Lema de Fatou en la genera-
lizacién del teorema de convergencia dominada en estos espacios de funciones.
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Teorema 1.2.8 (de convergencia dominada) Sea (X, .o/, u) un espacio me-
dido. Sean 0 < p < 400 y 0 < g < +o0 dos reales y sea (fn)nen una sucesion
de funciones que pertenecen al espacio LP9(X, o 1, K) tal que se tienen el
limite fn(x) — f(x) en p-casi todas partes.
n—-+oo

Si existe una funcion g € LPY(X, o, u,K) tal que |fn(x)] < g(x) en p-casi
todas partes (que es la condicidn de acotacion), entonces se tiene que la funcion
f pertenece al espacio LP4(X, o/, 11, K) y ademds || frn — f]|Lr.a nohe 0.

Demostracién. De la misma forma que en los espacios de Lebesgue la de-
mostracién de este resultado se basa en el Lema de Fatou. En efecto, por la
hipétesis de dominacion, la sucesién (fy,)nen s acotada por la funcién g € LP+9,
luego por el punto 4) de la Proposicién [L25] piginalB2] se obtiene que la fun-
cién limite f también pertenece al espacio de Lorentz LP'9. Tenemos entonces
f*4 < g*?y porlo tanto f*7+ g*? > 0, de manera que aplicando el Lema de
Fatou podemos escribir

n—-+oo

+oo B +o0 4
[+ ta <mit [ (700 + 6 00)
0 0
y puesto que la funcién g pertenece al espacio de Lorentz LP*? obtenemos
+00 . +o0 p
/ frat)trtdt < h’minf/ fra(t)trtdt.
0 n—-+oo 0
Razonando de forma similar tenemos que g*? — f*4 >0y

+o0 +oo
/ (g79(t) — £79() t7 ' dt < lim inf / (g% () — fr(t) tv
0 0

n—-+oo

es decir, sustrayendo g* 9, se tiene por el Lema de Fatou

+o0 oo
/ *f*tI(t)t%_ldt < h'ml'nf/ *f;q(t)t%_ldt,
0 0

n—-+oo
lo que es equivalente a
JFOO q JFOO q
/ fraetar > h’msup/ fra(eyte—tat.
0 n—+oo Jo
Hemos entonces construido las acotaciones siguientes:

o0 4 o0 4 o0 4
Hmsup/ fraytetat < / fraytetat < h’minf/ fratytetat,
n—+o0 Jo 0 n—+o0 Jo
lo que termina la demostracion del teorema de convergencia dominada en los
espacios de Lorentz LP9. |
C) Relaciones entre los espacios de Lorentz

. Qué relaciones de inclusion existen entre todos estos espacios de Lorentz?
Sabemos por la Proposicién [LT6 pagina 22 que en el caso general se tiene
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la inclusién LP C LP*° para todo indice 0 < p < 400 y también sabemos por
la Proposicién [L2.1] pagina B9, que se tiene la identificacién LP? = LP entre
los espacios de Lorentz y de Lebesgue. Recordamos ahora que gracias a las
funciones dadas en la expresién ([L.29) de la pdgina[dQ los espacios de Lorentz
Lpod0 v P14 con 0 < pg,p1 < 400y 0 < qo,q1 < 400 son distintos en el sen-
tido que no existen relaciones de inclusion entre ellos, sin embargo este ejemplo
no permitia distinguir el caso de los espacios LP'% y LP%1 es decir cuando el
primer indice es el mismo mientras que el segundo varia.

En esta seccién vamos a estudiar mas en detalle estos aspectos y vamos a
mostrar con el Teorema [[.2.9] las relaciones de inclusién que existen entre los
espacios de Lorentz y veremos algunas aplicaciones de estas inclusiones.

Pero antes, la siguiente proposicién nos explica lo que sucede con los espacios
de Lorentz LP'? si hacemos variar el indice ¢ hacia el infinito.

Proposicién 1.2.12 Sea (X, o7, ) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un
pardametro real y sea f: X — K una funcion medible que pertenece al espa-
cio de Lorentz LP% (X, of 1, K) para algin indice qo tal que p < qp < +00.
Entonces tenemos el limite  Wm || f||zr.a0 = || || Lr.oc-

qo——+o00

Prueba. Una vez que disponemos de la caracterizacién de los espacios de
Lorentz dada en la Definicién [[L2.7] pégina [f0] que se basa en las funcién de
reordenamiento decreciente, la prueba de este resultado es muy similar al caso
de los espacios de Lebesgue LP . En efecto, por la fé6rmula (IL53) tenemos

1 lman = < / T erm)” %) _ ( / T rm)” dt) "

cantidad que puede verse como la norma L% de la funcién tr w0 f*(t), de es-
ta manera aplicando el Teorema 4.2.8 del Volumen 1, podemos hacer tender
qo — 400 para obtener el resultado deseado. |

Este resultado muestra la estabilidad de la funcional || - || L.« cuando se hace
tender el segundo indice al infinito, mostrando de esta manera una cierta forma
de continuidad con respecto a este segundo parametro.

Veamos ahora el resultado méds importante de esta seccién que explica las
relaciones de inclusion entre los espacios de Lorentz L9 cuando el primer indice
esta fijado y hacemos variar el segundo indice.

Teorema 1.2.9 (Inclusiones entre espacios de Lorentz) Sea (X, </, u) un
espacio medido y sean p,qi,qe tres indices reales tales que 0 < p < 400 ¥y
0 < ¢1 < g2 < +oo. Entonces el espacio de Lorentz LP9 (X, o, 1, K) estd
estrictamente incluido en el espacio LP%2(X, o/, u,K), es decir que los espa-
cios de Lorentz son crecientes con respecto al sequndo indice. Al nivel de las
normas, esta propiedad se refleja por la estimacion

1fllzpaz < C|| fllzpoar- (1.58)
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1 a2—4q1
con C = (%)ql siqe =400y C = (%) g0 < go < 400.
Demostracion. Consideremos primero el caso ga = +00, 0 < p < 40 y

0 < g1 < 400. Podemos escribir entonces bajo estas hipdtesis la identidad

- (2 / (s+r®)" d—>_ .

Dado que la funcién de reordenamiento es decreciente, tenemos la desigualdad
f*(t) < f*(s) para todo 0 < s < t, de donde obtenemos la mayoracién

£ () < (%1 /Ot (s5r)" %)_

a partir de la cual se obtiene sin problema la estimacion siguiente que es uni-
forme con respecto a la variable ¢

s (& [ (e )

es decir, utilizando la Definicién [[L2.7] pagina [[0 de los espacios de Lorentz
obtenemos

1
1 % ql a1
Il =sup(es 0} < ()" 1l (159
y se tiene la inclusién de espacios L9 C LP**>° para todo 0 < ¢; < +o0.

Estudiemos ahora el caso 0 < p < 400y 0 < ¢1 < ¢2 < +00. Para ello
escribimos

< sup{t £} " (/O+°° (t%f*(t))ql %)E

t>0

y dado que acabamos de verificar que se tiene la inclusiéon LP-¢* C LP-*° utili-
zando la estimacién (L59) tenemos

92 —d4d1
q1 i q2 -
s < () Welzwa ) 11
g2 —4d]1 @ a1 g2 —d4d1
g1\ 9o 1—4 a1 g1\ 19z
< (;) ||f||Lp,zf|f|zzms(g) 1l

hemos entonces demostrado que si una funcién f pertenece al espacio de Lo-
rentz LP'? entonces también pertenece al espacio LP%2 con 0 < ¢1 < g < +00.

Para terminar la demostracién del teorema necesitamos demostrar que las
inclusiones son estrictas y para ello vamos a exhibir una funcién tal que, para
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todo parametro 0 < p < 400 y para todos dos indices 0 < g1 < g2 < +00,
se tiene que f pertenece al espacio LP'%2 pero f no pertenece al espacio LP9t.
Por simplicidad, consideramos como marco general de trabajo la recta real R
dotada de su estructura natural. Empezamos con el caso 0 < ¢; < g2 < 400y
sea entonces la funcion

F0e 5] — R (1.60)

1

AT e

en donde los pardmetros « y S son reales positivos que seran determinados
posteriormente en funcién de los indices p, q1 y ¢2. Observamos que esta funcion
es continua y estrictamente decreciente, por lo tanto por la Proposicién [L2.8]
pégina b8 tenemos f = f* lo que nos permite escribir por un lado

_B8
o

ooy @ dt ¢ a1 1
B = tv f(t ) — :/ te T ——— i
g = [ (Fre)" F= [ T

_8

e « 1
= dt,
/0 iren="5 In(¢)[fa

y por otro lado, por los mismos argumentos tenemos:

e a
1
@ = dt.
1Fz5.e /0 tHee =3 | In(t) e

Estas integrales, conocidas como integrales de Bertmn, son finitas si la po-
tencia de la variable ¢ es estrictamente inferior a 1 o si esta potencia es igual
a 1y la potencia del logaritmo es estrictamente mayor a 1 (ver el Ejercicio [[4]
para mas detalles). De esta manera, si fijamos a = % y si fijamos el pardmetro

8 de tal manera que se tenga q; < % < @2, entonces tenemos que la cantidad
[ £||zp-a2 es finita mientras que la cantidad || f||zr.e1 no lo es y de esta manera
podemos evidenciar que las inclusiones entre espacios de Lorentz son estrictas.

Falta considerar el caso cuando 0 < p < +00y 0 < ¢1 < g2 = +00. Vamos
pues a mostrar una funcién que pertenece al espacio de Lorentz LP*° pero que
no pertenece al espacio LP'%, en efecto si consideramos la funcién

f:0,1] — R
v o fla)=a"7,

que es estrictamente decreciente, por la Proposicién [[2.8 pagina [£8] tenemos
1
la identidad f = f* y entonces la cantidad || f||zr..c = sup{t? f*(¢)} es finita.
>0

Pero se tiene que la cantidad

o = [ ()" = [ 2

21 Joseph Bertrand (1822-1900), matemético francés.
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nunca es finita y asi mismo tenemos que las inclusiones entre espacios de Lorentz
demostradas anteriormente son estrictas. |

Observacién 1.10 Los ejemplos de funciones presentados en la férmula (T.29)
de la pagina M0 permitian distinguir los espacios de Lorentz LP19t y [P292
cuando los pardmetros p; y p2 son distintos, pero estos ejemplos no distinguian
dos espacios de Lorentz LP?* y LP*92 con el mismo indice p y con valores
distintos del segundo indice. Para verificar que estos espacios son en verdad
diferentes utilizamos las funciones dadas en la expresién (LL60): esto nos lleva
a decir grosso modo que los espacios de Lorentz constituyen una correcciéon
logaritmica de los espacios de Lebesgue.

En el siguiente gréafico ilustramos las inclusiones existentes de los espacios
de Lebesgue y de Lorentz, en donde los parametros reales pg, p1, g, verifican
O<po<l,l1<pi <400, 0<r<lyl<q<+oo.

P =Ppo p=1 pP=p1 p =400
Lpor e Lpur LT = {0}
N N N
LPo:po = [Po :
N N N
Lpol Lt =rt Lput L=t = {0}
N N N

: L4 = {0}
N N N
: . [,P1:P1 — [Pt
N N N
Lpoa Lt :
N N N
Lpo:>® Lt Lp1:>® L[oo%° = [

Figura 1.7: Relaciones entre espacios de Lorentz LP9.

Recordamos que las inclusiones dentro de cada columna son estrictas y que
en el caso general no existe ninguna relaciéon de inclusién entre columnas.

Una vez que hemos aclarado las relaciones de inclusion entre los espacios de
Lorentz LP9, podemos responder a la pregunta planteada al final de la seccién
anterior, en la pdgina [[& ;cudl de las desigualdades de Holder (I56) o (L57)
es mas precisa? La primera desigualdad es

1£9llLroe < CllFlzroo gl Lo
1, 1

con - + 5 = 1, mientras que la segunda es

1£9ll e < NFllzreeliglpora
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Gracias al teorema que acabamos de demostrar, tenemos la mayoracién siguien-
te |19l poroe < Cllgll o1, de donde se deduce sin problema que la desigualdad
(LE0) es més precisa que la estimacién (LE7), es decir que tenemos

1£9llLr0e < ClifllLreellgllpeoe < ClfllLoeellgllpos-

Sin embargo hay una pequena ventaja en la segunda desigualdad (LEZ1) que
consiste en la ausencia de constante, lo cual puede ser muy ttil en las aplica-
ciones.

Veamos ahora un corolario que completa el Teorema [[L2.1] de la pagina

Corolario 1.2.6 Sea (X, o/, ) un espacio medido, sean 0 < py < p1 < +00
dos pardmetros reales y sea f una funcién medible tal que f € LP>9 (X, of  u, K)N
LPr9 (X of 1, K) donde 0 < qo, 1 < +00, entonces f € LP>(X, o, u,K) pa-
ra todo pg < p < p1 y se tiene la desigualdad de interpolacion siguiente

[ fllzoee < C o0y P15 905 @)1 | Froao |1 Frtras

dondeﬁzﬁsz’p1<+ooyd0nd69:%"sip1:+oo.

Prueba. Por el Teorema [[.2.1] se tiene la desigualdad

1 lls < Cwo, P, p)IF | Tp0.00 | £l 72700

para algin 0 < ¢ < +o0. Basta entonces aplicar a ambos lados de la desigualdad
anterior la inclusién de espacios LP'? C LP**° (que se traduce por la estimacién

[fllzro < Cllf|lzra). u

Presentamos otro corolario de estas inclusiones entre espacios que permite
estudiar un poco més en detalle la estructura de los espacios de Lorentz LP9,
generalizando de esta manera el Teorema [[LT.1l pdgina 20

Proposicién 1.2.13 Sea (X, o, 1) un espacio medido. Sip,q son dos pardme-
tros reales tales que 0 < p,q < 400, entonces los espacios de Lorentz generales
(LPU(X, o, 11, K), || - ||zea) son espacios de cuasi-Banach.

Prueba. El hecho que los espacios de Lorentz (LP9(X, o/, u,K), || - ||Lr.a) son
espacios cuasi-normados ya ha sido verificado en el Corolario [L2.] pagina [43]
usando la caracterizacién de la funcional || - || z».« basada en la funcién de distri-
bucién, de manera que lo tnico que queda por verificar es la completitud con
respecto a esta funcional.

Dado que el caso cuando 0 < p < 400 y ¢ = +oo ya ha sido tratado
en el Teorema [LTI] consideramos tinicamente el caso 0 < p,q < +00. Sea
pues (fn)nen una sucesién de Cauchy en donde todas las funciones pertenecen
al espacio de Lorentz LP'9. Dado que se tiene la inclusién LP9 C LP°°, la
sucesion (fp)nen también es una sucesién de Cauchy para el espacio LP™
y por la expresién ([LI0) se tiene que también es una sucesién de Cauchy
en p-medida, entonces por la Proposicién de la pagina [[9 existe una
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subsucesion (fn, )ken que converge en p-casi todas partes hacia una funcién
medible f. Fijemos kg € N, entonces como se tiene

[f(@) = fpy (@) = Um |, (2) = frp, (2)],

k——+oo

podemos aplicar el punto 7) de la Proposicién y obtenemos
(F = Frug)" () < 80y — i, )* (1)

Reconstruyendo la funcional || - ||ze.« & partir de esta estimaciéon podemos es-
cribir, aplicando el Lema de Fatou

||f - fnko ||%qu S lklfgilolofonk - fnko ||%P,q7

hacemos ahora tender kg hacia el infinito y usamos el hecho que la sucesion
es de Cauchy para obtener la la subsucesién (fn, )ken converge en los espa-
cios de Lorentz LP-9. Para terminar, como estamos trabajando sobre espacios
cuasi-normados, aplicamos la Proposicién[[LT.4lde la pdgina[I8 que nos permite
concluir que la sucesién (f,)nen de Cauchy es convergente hacia una funcién
feLpra |

Como vemos con este resultado, disponemos de una estructura de espacio
cuasi-normado completo para todos los espacios de Lorentz LP:9, pero esta
estructura atin deja mucho que desear y pronto veremos cémo obtener una ver-
dadera norma para estos espacios.

Mientras tanto, y para terminar esta seccién, generalizamos el Corolario[l.1.2)
presentado en la pagina 2] con el resultado a continuacién en donde se obtienen
relaciones de inclusion si la masa total del espacio es finita.

Proposicién 1.2.14 (Inclusiones - Medida finita) Sea (X, <7, 1) un espa-
cio medido de masa total finita. Si 0 < p < ¢ < +o0o entonces para todo
0 < r < +o0, los espacios de Lorentz L4 (X, o/, 1, K) estdn contenidos en los
espacios LP* (X, o/, u, K) para todo 0 < s < +00.

Prueba. Supongamos para empezar que 0 < s < +00. Sabemos por el resulta-
do general dado en el Teorema que se tienen las inclusiones L?" C L%
para todo 0 < 7 < 400, lo que se refleja con la desigualdad (59), es decir
Ifllzace < C|fllLer. De esta manera, lo tinico que debemos verificar es la
mayoracion siguiente

[ fllzee < Cls,p, @)p(X)F 77 || fl| pae, (1.61)

1
en donde se tiene 0 < p < ¢ < 400, 0 < s < +o0 'y C(s,p,q) = (ﬁ)s.

Ahora, como tenemos la identidad f = f1 x, por el punto 5) de la Proposicién
[L2.6 pagina b4l tenemos la mayoracién (flx)*(t) < f*(t)1jo,u(x)[ ¥ como la
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medida del conjunto X es finita, podemos escribir

il = ([ (Bunre) )
([ romeny ) = ([ re ).
como 0 < p < g < 400, entonces
WX L sar)” wx)
</O (tvf(t)) %) = (/O tr ot

1 w(X) s_s_q
< supftaf*(t)} (/0 trTa dt) :

t>0

£ llzr.s

IN

s

N

(f *)S(t)dt>

o=

y después de integrar se obtienen las mayoraciones

Q=

pq : 1_
e < Ul (525 ) 0

de donde se deducen las inclusiones L%°° C LP5,

El caso cuando s = +00 es totalmente similar, en efecto: por los mismos
argumentos utilizados aquf arriba tenemos (puesto que 0 < p < g < 4+00)

1 * 1 1o, 1_1
te (flx)"(t) <te fr ()L, =t f (0)t7 el )

sup{t4 (1) bu(X) 777

M0

IN

. . 11 .
hemos entonces verificado la mayoracion || f||e.c < p(X)? ™ 9| f|| L., que im-
plica la inclusiéon L%°° C LP>*°, lo que junto con las inclusiones generales dadas
en el Teorema [[.2.9] permite terminar la demostracién de la proposicién. |

Es importante notar que la hipétesis p < g no puede ser dejada de lado, pues
caso contrario es posible encontrar sin mayor dificultad contraejemplos para las
inclusiones consideradas.

D) Un primer estudio de normabilidad de los espacios de Lorentz

Hemos caracterizados a los espacios de Lorentz LP'? por medio de la funcional
| - [[r.a que puede ser definida ya sea usando la funcién de distribucién dy, ya
sea utilizando la funciéon de reordenamiento decreciente f* y cada uno de estos
puntos de vista permite obtener resultados y propiedades que nos informan
sobre las propiedades de estos espacios de funciones, y en particular sabemos
que todos estos espacios disponen de una estructura de espacio de cuasi-Banach.

Vamos a ver ahora que una propiedad importante de la funciéon de reorde-
namiento decreciente es que permite, junto con la nocién de espacio medido
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resonante, demostrar de manera elemental que los espacios de Lorentz son en
realidad espacios normados. Sin embargo la prueba que vamos a presentar solo
sera valida para un cierto rango de los pardmetros p y ¢, y para estudiar otros
casos serd necesario considerar un tercer punto de vista que sera detallado en
la Seccién

El resultado siguiente nos proporciona pues un primer estudio sobre la nor-
mabilidad de los espacios de Lorentz.

Teorema 1.2.10 (Normabilidad) Sea (X, <7, 1) un espacio medido resonan-
te. Si los indices p,q verifican 1 < ¢ < p < +00 entonces el espacio de Lorentz
(LPUX, o, 1, K), || - | zr.a) €s un espacio normado.

Demostracion. Cuando 1 < p < +o00 y si p = ¢, entonces no hay nada que
demostrar pues los espacios de Lorentz se reducen en este caso a los espacios
de Lebesgue LP que son espacios de Banach.

Suponemos entonces que 1 < ¢ < p < +00. En estas condiciones, la funcién
t —s ¢! es continua y estrictamente decreciente sobre [0,4o00[ y tenemos
por la Proposicién [L2.8] pagina by la identidad (t%_l)* =t» L Ahora, como
por hipoétesis el espacio medido es resonante, disponemos por definiciéon de la
identidad (T43)), pagina GBIl y podemos escribir

(f s 4 gy %t)dt)le

_ (sup /X (@) +g(x)|q|h(fc)|du(x)) g

en donde el supremo es tomado sobre toda las funciones h equidistribuidas

L, e . . . . ..
con la funcién t» . Reescribimos ahora esta identidad anterior de la siguiente
manera

1f +gllzra

1
q

15 + gl =5 ([ [r@ln@l + s auo)

y puesto que 1 < g < 400, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski usual
y la subaditividad del supremo para obtener

15 + gl < s | If(w)lqlh(w)ldu(x))% wsu ([ la@@lnt))

Utilizando una vez més el hecho de que el espacio medido es resonante, que se
q q
tiene la férmula (t»~1)* = t» ! y que se tiene la identidad (T43) escribimos

I +allore < ( [ mt%—lufw)*(t)dt); +(/ mt%—lugw)*(t)dt); |

finalmente, utilizando el punto 3) de la Proposicién [L2.5] pagina 52 tenemos

Wt < (70 *(”)th)é : (/Omf%‘l(g*(t))w);

[fllzea +[lgl[Lra,

A

IN
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lo que termina la demostracion de la desigualdad triangular. ]

En la verificaciéon de este teorema hemos utilizado el concepto de espacio
medido resonante, que permite pasar de una integral sobre las funciones de
reordenamiento decreciente a una integral en donde podemos aplicar la de-
sigualdad triangular usual en los espacios de Lebesgue. Pero para realizar estos
célculos necesitamos que el peso 5! sea estrictamente decreciente, lo que se
tiene por la hipétesis 1 < g < py en el caso cuando p < ¢, no es posible utilizar
los argumentos anteriores.

Pero esto no significa que en estas situaciones los espacios de Lorentz corres-
pondientes no sean normables, simplemente tendremos que cambiar de punto de
vista y para ello serd necesario reemplazar la funcién de reordenamiento decre-
ciente f* por una nueva funcién, que notaremos f**, y que verifica propiedades
que nos permitiran hacer un estudio detallado de la eventual normabilidad de
estos espacios de funciones.

1.3. Distancias y Normas en los espacios de
Lorentz

En esta seccién concentramos nuestro estudio en la posibilidad de dotar (o
no) a los espacios de Lorentz LP? de una estructura de espacio métrico y de
espacio normado.

Sabemos que los espacios de Lebesgue LP son espacios normados cuando
1 < p < 400 y que son espacios métricos si 0 < p < 1. Dado que los espacios de
Lorentz son generalizaciones de los espacios de Lebesgue, es de esperarse que
estos dos casos se den igualmente pero con una dificultad suplementaria pues
también hay que tomar en cuenta el indice g. Un primer ejemplo del rol de
este pardmetro puede verse en el Teorema [[.2.10 anterior, en donde se obtenia
que los espacios de Lorentz LP? eran espacios normados cuando los indices p
y q verificaban la condicién 1 < ¢ < p < +o00 y cuando el espacio medido era
resonante.

En este sentido, el objetivo de toda esta seccion es triple: primero, en el ca-
so cuando el parametro p que caracteriza los espacios de Lorentz LP'? verifica
0 < p < 1, es de esperarse que estos espacios puedan ser dotados de una distan-
cia al igual que los espacios de Lebesgue LP correspondientes y deseamos por lo
tanto exhibir esta distancia. Segundo, estudiar el caso cuando los parametros
p v ¢ que determinan los espacios de Lorentz verifican 1 < p < ¢ < 400, es
decir cuando estamos fuera del marco de trabajo del Teorema Tercero,
obtener resultados de normabilidad sin la condicién de resonancia exigida en
la seccién anterior.

Antes de pasar a los aspectos técnicos, recordemos que por el Corolario [[.2.]]
presentado en la pdgina 3] en el caso general (cuando 0 < p < 400y 0 <
q < +00) tenemos que la funcional || - [[r.« es una cuasi-norma: es decir que el
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problema de saber para qué indices p y ¢ los espacios de Lorentz disponen de
una distancia o de una norma se “reduce” a estudiar la desigualdad triangular
y vamos a ver en las paginas que siguen que obtener esta desigualdad no es un
ejercicio totalmente trivial.

1.3.1. La funcién maximal f**

Recordemos que los espacios de Lorentz LP? con 0 < p < 400y 0 < ¢ < 400,
habfan sido definidos por medio de la funcional || - ||Lr.« que podia expresarse
de dos maneras distintas:

e ya sea utilizando la funcién de distribucién dy con la férmula (25):

s ([ o) 2)

e ya sea por medio de la funcién de reordenamiento decreciente f* con la

expresién (L53):
ooy dt .
o= ([ (Bro) §)

con las modificaciones del caso en ambas expresiones cuando ¢ = 400,
ver las férmulas (L20) y (L54) para los detalles.

Sin embargo, ninguna de estas dos expresiones permitia obtener directamente
la desigualdad triangular para esta funcional pues no se tiene a disposicién
estimaciones puntuales del tipo

dg(@) < dg(@) +dg(a) o (f+9)"(H) < f7() +97(D),

como hemos visto con los contraejemplos correspondientes que han sido pre-
sentados en las paginas [I6] y

La idea es entonces reemplazar las funciones de distribucién dy y de reorde-
namiento decreciente f* por una funcién diferente, que notaremos f*, que si
nos permita obtener este tipo de desigualdades puntales. Empezaremos pues
nuestra exposicién con la definicién de esta funcién f;* y de sus principales pro-
piedades, para luego compararla con la funcién de distribucién dy y la funcién
de reordenamiento decreciente f*.

Definicién 1.3.1 (Funcién maximal f;*) Sea (X, o7, ) un espacio medido
y sea r un real tal que verifica la condicion 0 < r < 400. Si f es una funcion
medible definida sobre X y a valores en K, definimos entonces la funcion ma-
zimal f* 3]0, +o00[— [0, +o0[ por medio de la expresion

ﬁﬂﬂ(%ﬁqW@mﬁi. (162)

En el caso cuando r = 1, notaremos mds simplemente f** = f;*.
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Como la funcién f es medible, entonces tiene sentido considerar su funcién
de distribucién dy que a su vez permite determinar sin problema la funcién de
reordenamiento decreciente f*, a partir de la cual definimos la funcién maximal
fx*: vemos entonces que para obtener esta funcién maximal f* es necesario
realizar dos transformaciones a la funcion inicial f. Esta manipulaciones suce-
sivas pueden resultar dificiles de realizar en la préctica, pero las propiedades
que vamos a obtener de esta funcién maximal justifican plenamente su estudio.

Antes de pasar a la exposicién de algunos ejemplos y propiedades de es-
ta funcion, vamos a justificar su denominacién de funcidon mazimal y para
ello fijaremos por comodidad » = 1. Sabemos por la desigualdad de Hardy-
Littlewood demostrada en el Teorema [[.2.3] pdgina B9, que si f y g son dos
funciones integrables definidas sobre el espacio medido (X, <7, i) a valores en
K, entonces se tiene la desigualdad general

[ 11@g@du(o) < /O+Oof*(5)g*(5)d5~

Fijemos ahora la funcién g de tal manera que sea la funcién indicatriz de
un conjunto medible A de p-medida igual a ¢, es decir g(z) = La(x) con
u(A) = t. Sabemos entonces por el ejemplo (i) de la pagina @6l que se tiene
g*(s) = Lo,y (8) = Lo,4(5), y por lo tanto la desigualdad anterior se escribe

[ 1@t /f

de manera que dividiendo ambas partes de esta estimacién por p(A) =t obte-
nemos

— | 1r@linta /f s = 17 (2). (1.63)

Esto significa que el promedio de la funcién |f| sobre todos los conjuntos de
medida ¢ es siempre controlado por el correspondiente promedio de su funcién
de reordenamiento decreciente f*, que es por definiciéon igual al valor de la
funcién f** evaluada en t.

Pero esto no es todo, por la misma desigualdad de Hardy-Littlewood, aplica-

1
da esta vez al caso del intervalo ]0, +o00[, tenemos que la cantidad n / fr(s)ds
0

es maximal (por ser la funcién f* decreciente) si se la compara con todos los
promedios posibles de la funcién f* sobre intervalos de tamano t. Es entonces
esta propiedad de “doble” maximalidad que explica el nombre dado a la fun-
cion f**.

Este tipo de funciones maximales juegan un rol absolutamente fundamental
en el analisis arménicd?? y han sido la fuente de numerosos desarrollos como

tendremos la oportunidad de verlo en algunos de los capitulos siguientes.

Consideremos ahora un par de ejemplos de determinacion de la funcién f*.

22Desde un cierto punto de vista, puede decirse que el estudio de las funciones maximales
marca el inicio del andlisis armoénico moderno.
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(i) Sea (X, o, u) un espacio medido y sea A un conjunto de p-medida fini-

ta. Si consideramos su funcién indicatriz f(x) = 14(z), sabemos que la
funcién de reordenamiento decreciente asociada es f*(s) = Lo, (a)((s) ¥
por lo tanto tenemos

o= t(f*)f(s)ds)’l' (3] tn[o,MA)[(s)ds)}',

y a partir de esta expresién vemos que si se tiene 0 < ¢t < p(A) entonces
1
(

fX*(t) = 1, mientras que si u(A) <t obtenemos f*(t) = (“TA)> " Enla

figura a continuacién representamos esta funcién:

*k
T

1(A)
Figura 1.8: La funcién f* asociada a una funcién indicatriz.

Es decir, tenemos para esta funcién indicatriz

1 510 <t < u(A),

(@)i si u(A) <t. (1.64)

frr(t) =

Este ejemplo merece dos observaciones. La primera de ellas tiene que ver
con el soporte de la funcién maximal f** con respecto a la funcién inicial
f: a pesar de haber partido de una funcién simple a soporte compacto,
obtenemos una funcién definida sobre todo el intervalo |0, +oo[ y esto
indica que, contrariamente a la funcién de distribucién d¢ y a la funcién de
reordenamiento decreciente f* que mantenian esta propiedad de soporte,
el comportamiento de la funcién maximal f* es radicalmente diferente.

La segunda observacién es en parte una consecuencia de este hecho: aun
cuando se toma en cuenta una funcién indicatriz de un conjunto de me-
dida finita (que pertenece por lo tanto a todos los espacios de Lebesgue
y de Lorentz), la funcién maximal resultante puede no ser ni siquiera
integrable, este es stempre el caso cuando r > 1 y cuando 0 < r < 1, la
potencia % de la férmula (L62) sirve justamente para que esta funcién
sea integrable. Esta propiedad de las funciones maximales tiene algunas
consecuencias que estudiaremos en su debido tiempo.
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(ii) Veamos ahora otro ejemplo. Fijemos un real 0 < r < 400 y sobre el in-
tervalo |0, 4+o00[ dotado de su estructura natural consideramos la funcién
fz) = 7% con 0 <1 < p < +00, que es una funcién real, continua y
estrictamente decreciente. Por la Proposicién [[L.2.8 de la pagina B8] obte-
nemos entonces que es igual a su funcién de reordenamiento decreciente,
es decir f*(s) = s7r. A partir de estas observaciones, es sencillo deducir
la expresion explicita de la funciéon maximal correspondiente y aplicando
directamente la definicién ([C62) se obtiene

p
p—r

FE) = ——t77.

Notese bien aqui el rol del pardmetro r y de la condicién 0 < r < p: esto
permite evaluar la integral que define la funcién f;*. En particular, es
importante observar que no es posible considerar el caso cuando p = r
pues en esta situacién la integral de la expresion (IL62)) no estaria definida.

Este ejemplo muestra que, salvo una constante multiplicativa, la funcién
maximal f* preserva las funciones (reales) del tipo 2~ % cuando se tiene
la condicién 0 < 7 < p < +00. En las lineas siguientes veremos la utilidad
de esta propiedad.

Estos ejemplos permiten ver desde ya algunas de las caracteristicas de esta
funcién maximal f* y en lo que sigue vamos a continuar la exposicién de sus
principales propiedades con varios lemas y proposiciones. Todos estos resulta-
dos seran utilizados en las secciones siguientes, en particular cuando se trate de
dar una caracterizacion de los espacios de Lorentz por medio de esta funcién

f**
P

El primer resultado que presentamos recopila algunas particularidades de
la funcién maximal que son heredadas de las funciones de distribucién y de
decrecimiento decreciente.

Proposicién 1.3.1 Sea (X, &7, 1) un espacio medido, sea 0 < r < 400 un real
y sean [ y g dos funciones medibles definidas sobre X a valores en K. Tenemos
entonces los puntos siguientes.

1) Se tiene (|f]);* = f* y la funcion mazimal f}* es una funcion positiva,
decreciente y continua sobre |0, +-00[. Ademds, si f y f son dos funciones

k%

equidistribuidas, entonces se tiene fi* = fX*,
2) para todo A € K*, tenemos la identidad (Af):* = |A|f*,

3) si se tiene la estimacion |g| < |f| en p-casi todas partes entonces para
todo t > 0 se tiene g*(t) < f*(t),

4) si (fn)nen es una sucesion creciente de funciones medibles tal que se
tiene la estimacion | fn ()] < |f(z)| en p-casi todas partes y si ademds se
tiene el limite HI—P [fnl = |f| en p-casi todas partes, entonces tenemos

n—-+00

la desigualdad f}*, (t) < f3*(t) y Er}rl 1, (6) = f*(t) para todo t > 0,
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5) La funcién mazimal f* es idénticamente nula si y solo si se tiene f =0

en p-casi todas partes.

Prueba.

1)

La identidad (|f]):* = f}* se deduce directamente la propiedad corres-
pondiente (|f|)* = f* de las funciones de reordenamiento decreciente
demostrada en el punto 1) de la Proposicién[L20] paginaB2l A partir de
este hecho se obtiene sin problema que la funcién f* es positiva.

El hecho que la funcién maximal es decreciente se deduce del siguiente
hecho general que enunciamos por separado en el lema a continuacion.

Lema 1.3.1 Sea ¢ una funcion a valores reales definida sobre |0, +oo|, decre-
ciente y positiva. Si x,y son dos reales tales 0 < x < y, entonces tenemos la
estimacion

L[ et <2 [ etsias

Prueba. Como la funcién ¢ es decreciente tenemos por un lado la ma-
yoracién

o [ oteis <o [ ptwrts = (- apeeta),

T
y por otro lado la estimacién 0 < / (¢(s) — ¢(x))ds, pues sobre el inter-

0
valo s €]0, z] se tiene el control ¢(s) > ¢(x), lo que a su vez implica la es-
x

timacién z f () < / ©(s)ds, de esta manera la primera mayoracién aqui

y T
arriba se reescribe x/ o(s)ds < (y — x)/ ©(8)ds, y por la linealidad
T 0

Yy T
de la integral obtenemos x/ ©o(s)ds —l—x/ p(s)ds < y/ ©(s)ds, de
T 0 0
Yy T
donde se deduce sin problema la desigualdad :c/ w(s)ds < y/ o(s)ds,
0 0

lo que concluye la prueba de este lema.

De esta manera, para obtener que la funcién maximal f* definida por
medio de la férmula (CG2) es decreciente, es suficiente aplicar este lema
a la funcién (f*)" que verifica todas las hipétesis necesarias.

La continuidad de esta funcién f* se obtiene por la continuidad de la
integral con respecto a la cota superior (ver el Corolario 3.3.2 del Volumen
1).

Finalmente, si f y f son dos funciones equidistribuidas, por el punto 1) de
la Proposicién [[25 se tiene f* = f*, de donde se obtiene por definicién
de la funcién maximal la identidad f7* = f*.

El segundo punto se deduce sin problema de la propiedad (Af)* = |\|f*
de la funcién de reordenamiento decreciente que ha sido demostrada en el
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punto 2) de la Proposicién [[LZF de manera que los detalles son dejados
al lector.

3) Se obtiene este punto utilizando el punto 4) de la Proposicién [LZ0] y
reconstruyendo la funcién maximal f** dada en (LG2]).

4) Gracias al punto 3) anterior obtenemos la mayoracién f% (¢) < f*(¢t) y
el paso al limite se basa en el teorema de convergencia mondétona.

5) Para el ultimo punto, se tiene f* = 0 si y solo si la funcién de reor-
denamiento decreciente f* es nula, lo que es equivalente al hecho que la
funcién inicial f es nula en p-casi todas partes. |

Con el resultado a continuacién comparamos la funcién maximal f* con la
funcién de reordenamiento decreciente f*.

Proposicién 1.3.2 Sea (X, o7, 1) un espacio medido, sea 0 < r < +00 un real
y sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K. Entonces se tiene
la desigualdad

@) < (),
para todo 0 < t < 4o00.

Prueba. Como la funcién f* es decreciente se tiene sobre el intervalo 0 < s < ¢
que f*(s) > f*(t), de manera que podemos escribir

o= (L[ oron) = (wrol [ o)

lo que termina la verificacion de esta proposicién. |

f(®),

Vemos entonces que la funcién maximal f* siempre controla a la funcién
de reordenamiento decreciente f* y pronto utilizaremos esta informacién para
seguir adelante con nuestra exposicién. Una consecuencia particular de este
hecho es el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.3 Sea (X, o7, ) un espacio medido, sea 0 < r < +00 un
real y sea f una funcion medible definida sobre X a wvalores en K. Si f €
L>(X, o, 1, K), entonces se tiene

[fllzee = sup £ (2).
>0

Prueba. Por el resultado anterior tenemos supf*(t) < supf;*(t), pero como
t>0 >0

la funcién f* es decreciente, utilizando la férmula (Z41]), pagina B0l se tienen
las identidades sup f*(t) = f*(0) = ||f||z=, de donde se obtiene la mayora-
>0

cién || fllpe < sup f¥*(¢). Por otro lado, por la definicién de la funcién f* y
>0

utilizando el decrecimiento de la funcién f*, tenemos

5W0=(%A%ﬂyﬁﬂa%Sf%@(%éua%=fﬂm=HNUm
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de donde se obtiene el control sup f*(t) < ||f|| - |
>0

Regresemos ahora unas pocas paginas hacia atrds para interesarnos un poco
més en detalle en la estimacién (L63)) de la pagina [R7 y la pregunta que nos
planteamos consiste en estudiar en qué ocasiones se tiene la igualdad en esta
expresion.

Recordemos que esta mayoracién tiene como origen la desigualdad de Hardy-
Littlewood (42) y justamente habfamos introducido en paginas anteriores las
nociones de espacios medidos resonantes y fuertemente resonantes con las De-
finiciones [[L.2.4] y [L2.5] respectivamente, para caracterizar las situaciones en las
cuales se tiene la identidad en la desigualdad de Hardy-Littlewood.

Siguiendo estas ideas tenemos el resultado a continuacién.

Proposicién 1.8.4 Sea (X, o7, 1) un espacio medido y sean r,t dos reales tales
que 0 < r < +00 y0<t<pu(X). Sea f una funcién medible definida sobre X
a valores en K.

1) Si el espacio medido es resonante, entonces tenemos la identidad

fr 0= s (ﬁ / If(w)l"du(x))% .

2) Si el espacio medido es fuertemente resonante, entonces existe un con-
Junto medible A tal que u(A) =t y tal que se tenga la identidad

= (2 [ voram)

Prueba.

1) Debemos verificar que se tiene la identidad

o= [ t(f*)’“(s)dsf = s (o /. |f<x>|rdu<x>)’l' |

Pero por el punto 3) de la Proposicién [[2Z3] pagina B2 tenemos (f*)" =
(IfI")*, de manera que si definimos |h| = |f|", podemos reescribir la
identidad buscada de la siguiente manera:

& t h*(s)ds)’l' = s (o [ @) ) g

Ahora, como se tiene 0 < t < p(X) y como el espacio medido es resonante,
existe un conjunto medible A C X tal que se tenga p1(A) = ¢. Si definimos
g(x) = 14(z), entonces la funcién de reordenamiento decreciente estd
dada por g*(s) = Lo ,(a)[(s) = Ljo¢((s). En este punto observamos que
una funcién § es equidistribuida con g si y solo si |g| es igual en p-casi
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todas partes a la funcién caracteristica de algin conjunto medible B tal
que pu(B) = p(A) = t. Entonces, como por hipdtesis el espacio medido es
resonante tenemos la identidad ([L43) que se escribe en este caso como

+oo
| et = s [ @@,
0 n(A)=t
de manera que dividiendo esta identidad por ¢, reemplazando la expresién
de la funciéon h y extrayendo la raiz r-ésima en ambas partes de esta
férmula se obtiene la identidad deseada.

2) El caso de espacios fuertemente resonantes es totalmente similar y hasta
un poco mas sencillo de estudiar puesto que en esta situaciéon no hace
falta tomar el supremo: por hipétesis de resonancia fuerte disponemos de
una funcién que realiza la identidad. |

Esta proposicién es totalmente fundamental en el estudio de los espacios
de Lorentz que nos proponemos realizar en las secciones siguientes y justifica
por si sola el uso de la funcién maximal: en efecto, recordamos que tanto las
funcién de distribucién dy como la funcién de reordenamiento decreciente f*
no verifican una desigualdad triangular puntual (ver la pagina[8@), pero gracias
al resultado anterior tenemos el corolario siguiente.

Corolario 1.3.1 (Subaditividad de la funcién maximal f**)

Sea (X, o, 1) un espacio medido resonante y sean f,g dos funciones medibles
definidas sobre X a valores en K. Si1 < r < 400, entonces se tiene la siguiente
desigualdad puntual

(f +9):7 () < [75(8) + 977 (D),

dicho de otra manera, en los espacios medidos resonantes, la funcion maximal
fr* es subaditiva.

Prueba. Por el primer punto de la Proposicién[[.3.4 anterior, si r > 1 tenemos:

r

(f+9)2f*(t)=<sup /If + g(@)"dp(x >> ,

p(A)=t ,LL

de manera que usando la desigualdad de Minkowski y la subaditividad del
supremo obtenemos la mayoracién

o 1 x)|"dp(x % su |
(f+9)" (1) < (iﬁf’_t 5 [ rerau )) +<M<A)ptﬂ 5 [ lota)rdnta ) ,

aplicando una vez més la Proposicién [[L3.4] escribimos

(f +9)7(t) < f7(8) + 97" (8),
es decir que hemos obtenido la subaditividad de la funcién maximal cuando

1<r < 4. ]

En el caso cuando 0 < r < 1, no se tiene la desigualdad de Minkowski que
permite obtener la subaditividad, pero se tiene el resultado a continuacion.
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Corolario 1.3.2 Sea (X, .o/, 1) un espacio medido resonante y sean f,g dos
funciones medibles definidas sobre X a wvalores en K. S10 < r < 1 es un
pardmetro real, entonces tenemos la desigualdad

(f+ 9" @) < (f7)" () + (g7)" (B)-

Prueba. La verificacién de este hecho es muy similar a la del corolario anterior
y se basa en la Proposicién [[L3.4l En efecto, aplicando el primer punto de esta
proposicién podemos escribir

S\ T 1 r
(F+9)7) = swp — [ 17(a) + gl duto),
w(A)=t 1(A) Ja

pero como 0 < r < 1, por el Lema 4.2.1 del Volumen 1 tenemos la desigualdad
puntual

[f (@) +g(@)[" < |f(@)]" +[9(=)]",
de manera que por la subaditividad del supremo obtenemos

1 : 1 :

(F+97Y 0= s — [ 1f@ldu@) + sw = [ o)l duo)
w(A)=t 1(A) Ja w(A)=t 1(A) Ja

es decir, utilizando otra vez la identidad del primer punto de la Proposicién

[[L3:4] hemos obtenido la mayoracién

((f +9)7)" (1) < (F77)" (1) + (g77)" (8),

lo que termina la prueba del corolario. |

Como el lector puede intuir sin ningtn problema, estos dos corolarios nos ayu-
daran a dotar a los espacios de Lorentz de una estructura de espacios métrico
y en algunos casos de espacio normado. Pero en estos resultados estamos utili-
zando una hipotesis adicional, que es la condicién de resonancia exigida para
el espacio medido. Si bien los espacios medidos resonantes corresponden a los
casos més usuales en la practica, es interesante estudiar si es posible generalizar
estas desigualdades a los casos de espacios medidos generales.

Para ello vamos a ver que todo espacio medido general (X, o7, 1) puede re-
plicarse en un espacio medido no-atémico ()_( .., [i), y a partir de este hecho
podremos deducir la subaditividad de la funcién maximal f** en el caso gene-
ral. En efecto, si (X, <7, 1) es un espacio medido o-finito cualquiera, entonces
podemos escribir

X =X, U U A,
JEN
en donde el conjunto Xy es no-atémico y los conjuntos A; son 4tomos disjuntos
y de medida positiva finita. N6tese que al ser el espacio (X, <7, u) o-finito, solo
hay a lo mucho un infinito numerable de tales dtomos. Definimos ahora el
conjunto X por medio de la identidad

X =X,U Ulj ,
JEN
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en donde los conjuntos I; son subintervalos disjuntos de la recta real tales que
1] = p(A;).

Diremos ahora que un subconjunto E de X es medible si su interseccién con
Xy es p-medible y si su interseccion con los intervalos I; es Lebesgue-medible.
Por toda la teoria desarrollada en el Volumen 1 tenemos que la coleccién de
estos conjuntos medibles forman una o-dlgebra, que la notaremos .27. Sobre
esta o-algebra definimos ahora la medida iz por medio de la expresién

A(E) = p(E N Xo)+ S (BN,
jEN
de donde se obtiene entonces que el espacio ()_( ../, i) es un espacio medido
o-finito no-atémico.

Ahora, a toda funcién medible f definida sobre el espacio medido (X, <7, i)
a valores en K, podemos asociarle la funcién f definida sobre el espacio medido
(X, [i) de la siguiente manera: f coincide con f sobre el conjunto Xy y f
es constante sobre los intervalos I; y toma los valores de f sobre los conjuntos
A;j. De esta manera obtenemos una funcién f que es equidistribuida con f y
por los primeros puntos de las Proposiciones v [3 ] se tiene entonces las
identidades

=y = (1.65)
Con esta funcién f y con estas identidades anteriores tenemos el resultado

siguiente.

Teorema 1.3.1 Sea (X, o7, ) un espacio medido o-finito. Si f y g son dos
funciones medibles definidas sobre el conjunto X a valores en K, entonces tene-
mos la desigualdad puntual siguiente para todo 0 <t < +oo y todo 0 <7 < 1:

((F +9))" @) < (f7)" (O + (977)"(®).

En el caso cuando 1 < r < 400 tenemos en cambio la mayoracion

((f+9)77)(0) < (f77) (1) + (977)(®),

en particular, cuando r =1 la funcion mazximal f** es subaditiva.

Demostracién. Empezamos notando que se tiene la identidad (f + g) = f+g
que se deduce sin problema de la definicién de la funcién f descrita anterior-
mente. Dado que el espacio medido (X, .27, i) es o-finito y no-atémico, por el
Teorema este espacio es resonante y por lo tanto, aplicando el Corolario
tenemos la desigualdad

([(F+9)l) @) = (IF + 1) () < (F7) () + (g77) " (1),

pero como por construccién las funciones f y f son equidistribuidas, se tienen
las identidades (LG, de donde se deduce la desigualdad puntual deseada.

Para el caso 1 < r < 400 basta utilizar los mismos argumentos y aplicar el

Corolario [[L3.11 [ ]
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1.3.2. Tercera definicion de los espacios de Lorentz [P

En esta seccién vamos a sacar provecho de las propiedades de la funcién ma-
ximal f** que han sido expuestas en las paginas anteriores para obtener una
caracterizacién equivalente de los espacios de Lorentz LP-9.

En efecto, contrariamente a la funcién de distribucién dy y a la funcién de
reordenamiento decreciente f*, que permitian ambas definir una misma fun-
cional || - ||re.q, la funcional que obtendremos utilizando la funcién maximal
f¥* no serd exactamente la misma pero serd mas que suficiente para definir
sin ambigliedad los espacios de Lorentz y, sobre todo, nos permitird obtener
resultados estructurales interesantes sobre estos espacios de funciones.

Empecemos pues con la definicién de la funcional que nos permitird presentar
una nueva caracterizacién de los espacios de Lorentz.

Definicién 1.3.2 (Funcional ||| - ||[p.q.r) Sea (X, 7, 1) un espacio medido y
sea f una funcion medible definida sobre X a wvalores en K. Sean r,p,q tres
indices reales tales que 0 < r < p < 400 yr < q < +00. Definimos entonces la
funcional ||| - |||p,q,r por medio de la expresion

Wllhar = ([ (t570))° %) . (1.66)

En el caso 0 <r <p < 400 y q=+00 tenemos
1 ok
11 lllpoor = sup {2 £(1)} (1.67)
t>0

Cuando r = 1, por simplicidad notaremos ||| f|||p.q en vez de ||| f|||p.q.1-

Notamos que las férmulas ([LGG) y (67) son casi idénticas a las funcionales
CE3) y ([C54) dadas en la Definicién [L271] de la pdgina solo cambia la
funcién de base f;* en vez de la funcién de reordenamiento decreciente f*.

Sin embargo este cambio tiene consecuencias importantes y con el objetivo
de ilustrar y comparar la acciéon de esta nueva funcional, vamos a calcular en
los dos ejemplos siguientes las cantidades || - || ze, || - [[ze.a ¥ ||| - ||lp,q,r-

(i) Sobre el espacio medido (X, .7, u) consideramos la funcién indicatriz
f(z) = 14(z), en donde A es un subconjunto de p-medida finita de
X y suponemos que se tiene 0 < r < p,q < 4oo. Entonces, de forma
inmediata tenemos || f||r» = u(A)% y recordando la férmula (L28)) de la

1

pégina A0 tenemos || f|| Lr.a = (%) " u(A)7. Gracias a la expresién de f*

calculada en la pagina [B8] obtenemos sin dificultad

+oo . A % q %
7 lllpar = (/ (ﬁ (ﬂ]o,uw(t)+ﬂm<A>,+m[<t> (“2) )) ?)

+oo 11 1 a dt .
(/O (7 oy (®) + 1577 1 A) L) 4oel (1)) 7) :
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Utilizando el soporte disjunto de las dos funciones que conforman la in-
tegral anterior y el hecho que se tiene 0 < r < p, obtenemos

#(A) q +oo 4_4 a !
/ trdt +/ to (AT dt
0 n(A)

7 1lp.q.r

I
7N
7 N
ESH k]
~_

=
—
=

LIS

+
7N
<)
=

3
[ 1=
=
"
—
=

Sk

=

o

SN~—

1)

|

S
~_

Ql

- (7))

Todos estos calculos, a pesar de ser sencillos, son muy reveladores del com-
portamiento de la funcional ||| - |||p,q,-- Observamos primero que cuando
se tiene 0 < p,q < +00, las tres funcionales || - ||ze, || - [[zea ¥ || ||lp.gr
miden el tamano de las funciones indicatrices de manera muy similar:
en cada una de estas funcionales la informacion relevante estd dada por
M(A)%.

Una segunda observacién tiene que ver con la condiciéon 0 < r < p exigida
en la Definicién dado que la funcién maximal f* asociada a una
funcién indicatriz de un conjunto de medida finita no es una funcién a
soporte finito, esta condicién es indispensable para poder evaluar la se-
gunda integral en el célculo de la funcional |||-|||p,q,» realizado aqui arriba.
Noétese que la condicién r < ¢ no interviene en los cdlculos anteriores y
serd considerada mas adelante.

(ii) Sobre el intervalo ]0,+oo[ estudiamos ahora funciones reales del tipo
flx) = 277 con 0 < 1 < p < +4o0. Estas funciones no pertenecen a
los espacios de Lebesgue LP pero tenemos por los cédlculos realizados en
la pagina [[4 que || f||Ls.c = 1, es decir que estas funciones si pertenecen
a los espacios de Lorentz LP>°.

Vamos ahora a evaluar la cantidad ||| f|||p,c0, segin la férmula (LE7).

=

Sabemos por el ejemplo (ii) de la paginaB9 que se tiene f*(t) = I%t_ ,
de manera que

L sk i p -1 b
=supste t}:su tr t7p 5 = ,
WAl =i {6 170} =sup {63 (L2 )3 ) = 2

como vemos, la funcional ||| - |||p,co,r también tiene sentido al estudiar las
funciones de este tipo, y la tinica diferencia con la funcional || - ||pr.= estéd

dada por la constante —2-.
p—r

Como podemos ver con estos dos ejemplos, la funcional ||| - |||p,q,» POSee un
comportamiento muy similar al de la funcional || - ||r.¢, pero el resultado ob-
tenido en calculos concretos como los anteriores no es exactamente el mismo,
sino que difieren por una constante.

Estas observaciones muestran, al menos empiricamente, dos puntos: prime-
ro, la funcional ||| - |||p,q,» captura esencialmente la misma informacién que la
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funcional || - ||zr.a, es decir que serd posible caracterizar los espacios de Lo-
rentz utilizando la funcién maximal y las férmulas (IL66) y (LE67). Segundo, la
caracterizacién obtenida no serd exactamente la misma, serd tinicamente una
caracterizacién equz’valent, lo que para nuestros fines es mas que suficiente.

De esta manera, en lo que queda de esta seccidén, vamos a demostrar con
el Teorema a continuacién cémo es posible caracterizar los espacios de
Lorentz generales usando la funcién maximal f}*. Para ello necesitaremos el
resultado siguiente que sera la clave para obtener las mayoraciones buscadas en
la demostracién de las equivalencias entre las funcionales || - [[zr.a ¥ ||| - |l|p,q.r-

Proposicién 1.3.5 (Hardy) Sea f una funcidn positiva definida sobre el in-
tervalo 10, +oo[ dotado de su estructura natural. Si o y B son dos pardmetros
reales tales que 1 < a < 400 y 0 < 8 < 400, entonces tenemos las desigualda-
des siguientes

([ (o) ) <
(7 () oty ) <

Prueba. Para la desigualdad (LGS]), tenemos al elevar a la potencia a-ésima:

/0+oo </Otf(5)d5)aﬁ‘% /0“’" </Otf(s)t2ds)at1dt’ (1.70)

y nos interesamos en la integral entre paréntesis, que reescribimos de la siguiente
manera,

(1.68)

VRS
N
+
8
@
-
—
®
N~—
N~—
Q
%
Tl &
i
~_
°

Q=

Q
I/~
:N

8

f(s)asfl—sﬁ) o (169)

C e /Otf(S)ds )
(/Of(S)t ‘*d5> = W

(5)
p /Otsglds

Ahora aplicamos a esta tltima expresién la desigualdad de Jensen (ver el Teo-
8 _
rema 4.3.4 del Volumen 1) con respecto a la medida f‘lgil‘fs -notar que la
o 8o Tds
medida del intervalo [0,¢] con respecto a esta medida es exactamente 1- para

23En andlisis, mientras no sean fundamentales, “todas las constantes son iguales y valen
uno”. Lastimosamente, las constantes son (casi) siempre fundamentales.
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obtener

t
o / [f(s) s_g"'l} se~1ds a 0 gi-1g
e a 8 sotds
(E) : /tsglds < <E> /o (f(s)s a“) 7/t5§1d8a
0 0

de donde se tiene

</tf(s)t§ds)a < (%)al/t (f(s)S*ngl)asgflds =
0 0

A partir de esta estimacién reconstruimos la expresién (IL70) para obtener la
desigualdad

+o0 + 5 )a o a—1 +oo t 5 a g dt
S)tTads | t7idt < (—) / / s)s”atl) sa—lds
/0 ( 0 /) B 0 0 <f( ) ) ta+l

a—1 ,too +oo d

Finalmente, aplicando el teorema de Fubini se tiene

[ ([ o) < (5) [ e

lo que termina la demostraciéon de la primera desigualdad al extraer la raiz
a-ésima de esta expresion.

La segunda desigualdad (I.69) sigue exactamente los mismos argumentos an-
teriores de manera que los detalles son dejados al lector. |

Es importante notar que para poder aplicar la desigualdad de Jensen son
necesarias las dos condiciones « > 1y 5 > 0.

Con esta proposicién preliminar, podemos ahora enunciar el resultado mas
importante de esta seccién que nos permite relacionar las funcionales || - ||zs.a

y - Mg,

Teorema 1.3.2 (Caracterizacién equivalente) Sea (X, o/, pu) un espacio
medido. Sean p,q,r tres indices reales tales que

O<r<p<+4ooy r<q<+oo.

Para toda funcion f que pertenece al espacio de Lorentz LP9(X, o , u, K) tene-
mos las desigualdades

P %
1150 < Wlllar < (52 ) 1l (11)

Es decir que las cantidades || - |[Lr.a y ||| - ||[p,q,r definen espacios equivalentes.
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Antes de pasar a la demostracién de esta equivalencia, observamos que el caso
cuando p = 400 y 0 < ¢ < 400 no entra en consideracién en este resultado.
Esto no es ningtn problema pues por la Observacién [[L8] pagina [T} sabemos
que cuando el espacio medido es no atémico, los espacios L°? se reducen
al elemento {0}. El caso de espacios completamente atémicos serd estudiado
posteriormente en la Seccién Notemos también que el caso p = ¢ = +o0
tampoco es tomado en cuenta, pero en esta situacién se tiene por definicién
L5 = [°° que es un espacio que ya ha sido estudiado en el Volumen 1 y 2.
Notemos también que los ejemplos (i) y (ii) de la pagina [@6] y los cdlculos ahi
realizados verifican la cadena de desigualdades (11T

Demostracién. La primera estimacion es inmediata gracias a la Proposicion
32 en donde se tiene el control puntual f*(t) < f*(¢): en efecto, a partir de
esta desigualdad, y utilizando las propiedades de monotonia de las integrales
consideradas, es suficiente reconstruir las funcionales para obtener, en el caso
O<r<p<+4+ooyr<qg<-4oo:

= ([ (@) 2) < ([ (5 0) %) = el

Enelcaso 0 <r <p< 400y g =400 tenemos
1 1
1l =sup {5 £ (1) b < sup {67 170} = 111l lpocr-
t>0 t>0

Para la segunda parte de (L11]),en el caso 0 <r <p < +ooy r < g < +00,
utilizamos la definicién de la funcién maximal f;* dada en la expresién (L.62)
para escribir

[T @)y = [T (té (+] f*(s)’“ds)i)q%

a
r

[ (o)

En este punto aplicamos ahora la desigualdad de Hardy (LG8), con oo = % y
8= % — %, para obtener

a
s

/(ﬁoo (/Ot f*(S)Tds) t%fl;l < (ppr)% /O+oo (s%f*(5)>q %7

es decir que se tiene
e adt P G
W= [ (i)' S < (G2)
9
p ks
(52) 11t

y al extraer la raiz ¢-ésima de estas estimaciones se obtiene la cadena de de-

sigualdades (ICITT)).
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En el caso cuando 0 < r < p < 400 y r < ¢ = 400 escribimos
Lok 1 1 ¢ * r B
W flllpoer = sup{t5 £ (0} =supts (5 [ f(s)7ds
>0 >0 t Jo
(1 s e \7
= sup{tr (—/ f*(s)rs555ds)
>0 tJo
1 1 ]_ ¢ r "
sup{sif*(s)}sup tr (—/ 5_5d5>
$>0 >0 t Jo
) 1 1
1 P _r\" p "
< 1l sup{tv (: (%)) } ~(52) W,
t>0 p—r p—r

lo que termina la demostracion del teorema. |

IN

Observacién 1.11 Las condiciones 7 < p y r < ¢ exigidas para obtener la
equivalencia de estas funcionales provienen de las desigualdades de Hardy enun-
ciadas en la Proposicion Pero esto no es un simple detalle técnico pues
en caso de no tener estas relaciones entre los indices p, q y r es posible exhibir
contraejemplos que muestran que las funcionales ||| Lr.a ¥ [||-|||p,q,r 1O SO0 equi-
valentes, en efecto, se puede ver sin problema que se tiene ||| - ||]1,00,1 = || |22
y sabemos que el espacio L! es muy diferente al espacio L1'*°. Ver m4s detalles
en el Ejercicio y en el Ejercicio [[LT3]

*

Como anunciado, la funcional ||| - |||p,q,» Permite caracterizar a los espacios de
Lorentz LP% con 0 < p < +00 y 0 < ¢ < 400 (con las condiciones 0 < r < py
r < q), en el sentido siguiente: sobre un espacio medido (X, &, i), una funcién
medible f : X — K pertenece al espacio de Lorentz L?9(X, o7, 1, KK) si y solo
i [[1£lllpar < +oo.

Esta tercera manera de caracterizar a los espacios de Lorentz nos permitira
obtener més informacién sobre las diversas estructuras topoldgicas existentes
sobre estos espacios como lo veremos en la secciéon a continuacion.

1.3.3. Distancias, normas y problemas de normabilidad

En esta seccién estudiaremos bajo qué condiciones los espacios de Lorentz
son espacios métricos o espacios normados. Evidentemente, lo que se busca es
obtener una estructura lo mas fuerte posible, pero vamos a ver que este pro-
blema es mas delicado de tratar pues no todos los espacios de Lorentz admiten
una norma.

Sabemos por el Teorema [[L.T.1l pagina 20 y por la Proposicién de la
péginalBTlque todos los espacios de Lorentz LP? con 0 < p < +ocoy 0 < ¢ < 00
son espacios cuasi-normados completos. Pero esta informacién, si bien es 1til,
deja mucho que desear y en realidad vamos a ver se puede ir mucho maés lejos
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utilizando la funcional ||| - |||p,¢,» que presentamos en la seccién anterior.

Empezaremos nuestra exposicién examinando de qué manera es posible do-
tar estos espacios de funciones con una distancia, para luego ver si es posible
fortalecer esta estructura de espacio métrico para obtener una estructura de
espacio normado. Finalmente expondremos algunos problemas que surgen al
estudiar este tipo de propiedades.

A) Distancias en los espacios de Lorentz

El siguiente resultado nos indica que todos los espacios LP*? poseen una
agradable estructura métrica.

Teorema 1.3.3 (Distancias en los espacios de Lorentz) Sea (X, 1)
un espacio medido. Sean T, p y q tres indices reales tales que se tenga 0 < r <
p < +oo yr < q< +oo. Entonces los espacios de Lorentz LP9(X, of , i, K) son
metrizables con la métrica definida por

a(f,9) = Il = glllyq,

Una vez mas, los casos p = +00, 0 < ¢ < +00 y p = ¢ = +00 no son conside-
rados aqui: el primero porque en el caso de medidas no atémicas se reduce al
elemento {0}, el segundo porque corresponde con el espacio de Lebesgue L™
que ya ha sido estudiado en el Volumen 1.

Demostracién. Empezamos con el caso cuando 0 < r <p < 4ooyr < g <
+o00. 81 f,g € LP9(X, o, u, K), tenemos entonces

Mﬁ@”ﬁgmﬁm<éﬂmeaf”?@0q%>?

Se tiene sin problema la propiedad de simetria d(f, g) = d(g, f) y la propiedad
de separabilidad, d(f,g) = 0 <= f = g, se obtiene por el punto 5) de la
Proposicién [L31] pagina 89

Solo queda por verificar entonces la desigualdad triangular para esta distan-
cia, es decir d(f, g) < d(f,h)+d(h,g),en donde f,g,h € LPU(X, o/, 1, K). Para
ello escribimos

[5S)
1G]

d(f,9)

S

+oo
.:[; G —h+h—g)r) ()] dt,

y aplicamos el Corolario [[.3.2] pdgina [@4] que nos proporciona la desigualdad
puntual

(f=h+h—g)7)" () < ((f = h)7")" (&) + ((h = 9)7")" (1),
lo que nos permite escribir

q
T

q oo q
d(f,9)" < /O 2 (=R (@) + ((h—g)y™)" ()] dt.
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Escribiendo la expresién anterior de una forma méas adecuada se tiene

4q
™

q JFOO q r q r
drt < [ [ =mry O+ -0 0]

si notamos () = Vi ((f = b)) () v w(t) =tV ((h - g9)i)" (1),
tenemos

q JrOO q
a(f,9)" S/O [(t) + (1)) dt.

Luego extrayendo la raiz g—ésima se tiene

i(f.g) < < / e 1w dt); |

pero dado que 7 < g, se tiene 1 < Z y entonces podemos aplicar la desigualdad

de Minkoswki usual en la integral anterior para obtener

wros ([ *”(”3"”); (L ?ﬁ(t)?dt);

Volviendo a las definiciones de las funciones auxiliares ¢ y 1, obtenemos la
estimacién:

d(f,g)
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([ @) §) s ([T (o-ore)§)’

d(f,h) +d(h, g),

IN

de manera que hemos obtenido la desigualdad triangular para esta distancia.

En el caso cuando 0 < r < p < +00 y r < g = +00, utilizando el Corolario
[[.3.2] escribimos

B(f-gi) ) = t
t

<

(f =h+h=g)) (1)
((F =R (O +t7 (h—g)7™)" (8),

tomando el supremo sobre ¢t > 0 y gracias a la definiciéon de la funcional
[l ||p,c0,r dada en la férmula (I.67) obtenemos

d(f,g) = |||f _g|||;<>o,r < |||f - h“l;,oo,r + |||h_g|||;,oo,7' = d(fa h) +d(h,g),

y esto termina la demostracién del teorema. |

Bl osIs

Observacién 1.12 Este resultado, junto con la Proposicion[[.2Z.T3lde la pagina
[Tl hace que todos los espacios de Lorentz LP*? con 0 < p < +ooy 0 < ¢ < 00
son espacios métricos completos.
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B) Normas en los espacios de Lorentz

Pasamos por fin al estudio de la normabilidad de los espacios de Lorentz y
veremos que para cierto rango de valores de los indices p y ¢, los espacios LP4
son espacios de Banach, lo que nos permitird aplicar en la Seccién [[L5] todos
los resultados del analisis funcional obtenidos en el Volumen 2. El resultado
fundamental de esta seccién y que justifica plenamente el uso de la funcién
maximal para caracterizar los espacios de Lorentz es el siguiente.

Teorema 1.3.4 (Normabilidad de los espacios de Lorentz) Sea (X, <, )
un espacio medido no atémico. Si los indices p,q que determinan los espacios
de Lorentz verifican las condiciones

1) 1<p<+ooyl<qg<+oo,
2)p=q=10p=q=+oo,

entonces los espacios de Lorentz (LP9(X, o7, 11, K), ||| - |||p.q) son espacios nor-
mados.

Demostracion. Solo nos interesamos al primer punto pues el segundo corres-
ponde a los espacios de Lebesgue L' y L™ que ya han sido tratados en detalle
en el Volumen 1.

Recuérdese que por simplicidad hemos notado ||||||p.q = I||*|/|p,q,1, de manera
que la funcién maximal que interviene en esta funcional dada en la Definicién
32 es la funcién f** = f{*. Con esta observacién en mente, debemos pues
verificar los tres axiomas de norma para la funcional ||| - ||[p,q-

La separabilidad de esta funcional, es decir |||f|||py =0 < f =0en
p-casi todas partes, se obtiene por el punto 5) de la Proposicién [[3], pagina
B9 mientras que la homogeneidad, es decir |||Af]||p,q = |Al|||f]llp.q Para todo
A € K*, se deduce sin problema del punto 2) de la misma Proposicién [371

De esta manera, basta verificar que la desigualdad triangular es véalida para
la funcional ||| - |||p,q- Entonces, si f,g : X — K son dos funciones medibles
que pertenecen al espacio de Lorentz LP9(X, o/, u,K), debemos demostrar la
mayoracion

1+ glllp.g < 11 1llp,q + 111 1]p,q-

Para ello utilizamos el Corolario [[L3.1] de la pdgina [@3] que nos proporciona la
desigualdad puntual siguiente:

(f+9)7 @) < f7(0) + 97 (1)

Notese bien que esta estimacion se tiene bajo las condiciones 1 < p < +00 y
1 < g < 400, lo que corresponde con las condiciones exigidas en el primer punto
del teorema. Ahora, a partir de esta estimacion reconstruimos la funcional



1.3. Distancias y Normas en los espacios de Lorentz 105

Il llp,q ¥ podemos escribir, en el caso cuando 1 < ¢ < +o0:
+ d 7
o *ok adt
W+alee = ([ (Fu+ar)'$)
0
([ @ ewram) )
0
1
Foo 11 11 q a
(/0 (B3 + 7" ) dt) ,

y como se tiene 1 < g < +o00, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski
usual en la integral anterior para obtener

=

IN

IN

</O+Oo (t%_%f**(t))qﬁ); i </O+°° (t%_%g**(t))th>;

11 11p.a + Mglllp.a:

IN

S+ 9lllp.g

IN

lo que demuestra la desigualdad triangular cuando 1 < ¢ < +o0.

Cuando ¢ = +o0, utlizamos la misma estimacién puntual y la subaditividad
del supremo para escribir

f +lllpoe = s {3 (74970}

t>0
sup {t%f**(t)} + sup {t%g**(t)}
t>0 t>0

< .00 +1llgll]p,00-

IN

lo que termina la demostracion del teorema. |

Con este resultado y con la Proposicién [[L2.13] pagina[RI] obtenemos inme-
diatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.3.3 Sea (X, o7, 1) un espacio medido no atémico. Si los indices
p,q son tales que

1)1<p<+o00yl<g<+oo,
2) p=q=1o0p=q=+o0,

entonces los espacios de Lorentz (LP9(X, .o, 1, K), ||| - |||p,q) son espacios de
Banach.

De esta manera, lejos de cerrar la puerta al estudio de las propiedades de
los espacios de Lorentz, el hecho de disponer de una estructura de espacio de
Banach abre muchas otras posibilidades de estudio que seran realizadas un
poco mas adelante.
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C) Problemas de normabilidad

Los casos que no han sido tratados en el Teorema [[.3.4] -es decir en donde
la caracterizacién basada en la funcién maximal no es de utilidad para obtener
una estructura de espacio normado- también merecen ser estudiados pues surge
naturalmente la pregunta siguiente: ;es posible considerar otra funcional que
caracterice a los espacios de Lorentz restantes, y que los dote de una estructura
de espacio normado?

En el teorema a continuacién responderemos a esta pregunta y vamos a mos-
trar que en estos casos los espacios de Lorentz no son normables, en el sentido
que no existe ninguna norma equivalente que sirva para definirlos. Si bien en
algunos casos la ausencia de estructura de espacio normado es relativamente
natural a la luz de lo que se conoce sobre los espacios de Lebesgue (como por
ejemplo los espacios LP*? con 0 < p < 1), vamos a ver que hay que tener cuidado
pues en otras situaciones, quizas menos naturales, ciertos espacios de Lorentz
tampoco son normables.

En el teorema a continuacién vamos a considerar medidas no atémicas, para
dejar el caso de medidas completamente atémicas para la Seccién

Teorema 1.3.5 (Espacios de Lorentz no normables) Sea (X, </, ) un es-
pacio medido no atémico. Los espacios de Lorentz LP9(X, of , u, K) no son nor-
mables para los siguientes valores de los indices p y q:

1) 0<p<lyl<g<+oo,
2) 0<p<4o0oyl0<g<l,
3)p=1yl<q<+oo.

Antes de pasar a la verificacién de este resultado conviene hacer unas obser-
vaciones. El punto 1) es bastante l6gico, pues sabemos que el pardmetro p de
los espacios de Lorentz LP*9 es en un cierto sentido el indice dominante, de
tal manera que haciendo un paralelismo con lo conocido sobre los espacios de
Lebesgue LP, que no son espacios normados cuando 0 < p < 1, podemos intuir
que los espacios de Lorentz LP'? correspondientes tampoco seran espacios nor-
mados.

El punto 2) es un poco més sorprendente pues aqui vemos la influencia del
segundo pardmetro ¢: atin cuando se tiene 1 < p < 400 (situacién en la cual
los espacios de Lebesgue son normables), si se tiene 0 < ¢ < 1 entonces los
espacios de Lorentz LP'? no son normables.

Finalmente, la propiedad realmente importante tiene que ver con el punto
3), donde p=1y 1< g < +o00, pues siguiendo el paralelismo con los espacios
de Lebesgue, se esperaria disponer de una estructura de espacio normado pero
vamos a ver que éste no es el caso.
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Demostracion. La idea general de la demostracion es construir una sucesién
de funciones (f;);en tales que

D0

1

]:
L (1.72)
Z Hf] || Lp.a
j=1
y esto muestra que no existe ninguna norma equivalente a || - || L».« pues nunca

se obtendra la desigualdad triangular. Para verificarlo vamos a exhibir contra
ejemplos adaptados a cada uno de los casos considerados en el Teorema [[.3.9]

Es importante precisar que, puesto que estos espacios son invariantes por
reordenamiento decreciente y dado que la medida es no atémica, es suficiente
estudiar la no normabilidad cuando X = [0,1] 6 X = [0, +o0o[ (dotado de la me-
dida de Lebesgue). En efecto, las propiedades estudiadas aqui de las funciones
definidas originalmente sobre un espacio medido arbitrario (X, ./, 1) pueden
transportarse al dominio de definicién de la funcién de distribuciéon y es asi que
se obtienen uno de estos dos casos anteriores segun si la medida del conjunto
X es finita o no.

Con estas observaciones preliminares pasemos ahora si a la verificacién del
teorema.

1) Caso 0 < p < 400y 0 < g < 1. Vamos a considerar la sucesién de
funciones (f;);en definida sobre [0, 4+o00[ por
1
1)‘12J’ si 0<z <27,
fi(z) = (p

0 sino.

Vemos fécilmente que |/ fj||zr.« = 1 para cada j = 1,2,..., en efecto,

0\ ojq [T 0
£l = (‘) 2”/ tr~ g g-sp(t)dt = 1.
b 0

tenemos?4
De esta manera obtenemos que el denominador de la expresién ([72) es
igual a n.

n

Ocupémonos ahora del numerador, es decir de la expresiéon g 1
J=1 Lr.a
Para ello notamos v, (z) = g f; v calculamos la funcién de reordena-

j=1
miento decreciente v} (t). El lector puede darse cuenta sin mucho esfuerzo

24ver también la férmula (I28) de la pagina @
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(al tratarse de funciones indicatrices de conjuntos) que se tiene la siguien-
te expresion

% n n—1 J
V() = (2) 11[0,27@[(15) (Z 2k> + Z 11[27<j+1)p72—jp[(t) (Z 2k> )
p k=1 j=1 k=1

de donde se deduce el siguiente cédlculo

o—np n q

q a_
Ialld. = (—) / th 1(2?’“) dt

P/ Jo 1

n—1 ,9—ip 7 q

ta-l k
2 dt,

(OS2

es decir
n 9 n-1 q
[nllfa = 277 <Z2’“> +Z2 (127 )(Zz)
k=1 Jj=1 k=1
n n—1
<22<"’“>> +(1—27¢ Z<Z2 G- k)
k=1 Jj=1 =
n—1

= 29(1-27")"+(1-2" 22‘1 (1-2-

Puesto que 0 < ¢ < 1y que (1 —279) < 1 podemos escribir (1 —277) <
(1 —277)4 y obtener

n—1
[Ynl|dpa > 29(1—27")7+ (20 -1) Z (1—279)
j=1
> (29-1)(n—2+427"),

y se tiene entonces la minoracién
Hwn”LM > (2q — 1)5(71 —24 2—n+1)%.

De esta manera, volviendo a la expresién (72 se obtiene, dado que
O0<g<1:

) P
! L”"’>(n 22 ) —  +o0,

Z;’Lzl ||fjHLp,r1 o n n—-+o0o

de donde se deduce que en este caso los espacios de Lorentz LP*¢ no son
normables.
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2) Caso 0 < p <1yl < g < +oo. Supongamos primero que ¢ < +00 y
fijemos un parametro real € tal que 1 < € < 1—1) Definimos entonces las

funciones f; sobre [0, +oo[ por

1
()" 575+ s j-1<a<

fi(z) =

0 sino.

Observemos que, para todo j = 1,2, ..., se tiene || fj||zre < 1 pues 1 <
e< %. En efecto:

q q e 17 — 91 qe 94 ge
||fjHLqu == . tr 1[071[(75)] P dt=j""» ,

p
n
es decir | fj||Lr.e = —— < 1. Pasemos ahora al cdlculo de ij
jr -
J=1 Lp.a

De la misma manera que anteriormente, escribimos

() = ifm - (&) éj—%“ﬂu_m(x).

Puesto que estamos trabajando con funciones indicatrices de conjuntos
no es dificil ver que se tienen la identidad ¢} = v, por lo tanto

q

+o0 n
q a_ 1,
lonldn = (—) R D S s TRV

- 205

Ahora, como 0 < p <1y 1< g+ oo tenemos (];1)% < j];.l, es decir:

1
q

n
lallzns = [ S50

j=1

y haciendo una comparacién suma-integral obtenemos ||ty Lr.e > Cnc.
Por lo tanto, regresando a la expresién ([L72) podemos escribir

oo
n] Lra Zna—l s too,
Zj:l ||fjHLp,q n—+oo

pues habiamos fijado 1 < & < %, de donde se obtiene que en este caso los
espacios de Lorentz no son normables.
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Estudiemos ahora la situaciéon cuando 0 < p < 1y ¢ = +00. Para ello
consideramos esencialmente las mismas funciones:

Tt s jol<z<y,
fiz) =
0 sino.
Tenemos entonces para todo j = 1,2, ... la estimacion
1 oy
1fillire = sup t3f2(8) < 1.
0<t<1
Sin embargo se tiene
n 1 n 1
Sa| st (Cagwit) <
=1, t>0 =

p,o0
por lo tanto, regresando con estas estimaciones a la expresién ([72) ob-
tenemos

n

=l

~n e =N —  +00,

Zj:l 151l Looo n—+oo
y entonces el espacio de Lorentz LP>*° no es normable cuando 0 < p < 1.

3) Casop=1y 1< q < +oo. Empecemos con el caso p =1y q = +oc.

Fijemos n un entero y definamos sobre [0, 1] la funcién

fole) =3~

) i1y /m.j/nl (@), (1.73)
J=1

en donde o(j) es una permutacién del conjunto {1,2,...,n}. Notaremos
por S, el conjunto de todas las permutaciones de este conjunto y por id
la identidad (es decir que no modifica el orden del conjunto), recordamos
ademads que el cardinal de S,, es n!.

Verifiquemos que se tiene || f»|| 1.0 = 1. Obsérvese que la funcién de reor-
denamiento decreciente f es la misma para toda permutacién o pues por
la expresién (L73)) se tiene una suma de funciones indicatrices de conjun-
tos disjuntos que tienen todos la misma medida, por lo tanto es suficiente
tratar el caso de f;q para calcular || f,||r1.<. Entonces, por construccién
la funcién f;q es decreciente y tenemos por lo tanto f¥ = fiq. Es decir

* - n
fa®) =>" FLG-n/maml()
=1

y es sencillo notar (hacer un dibujo si necesario) que se tiene

[ fiall 1 = sup t f75(t) = 1.
t>0
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De esta forma vemos que se tiene para toda permutacién o € S, la iden-
tidad || fo[[L1. ¥ entonces obtenemos s [|follp10 = n!.

Definimos ahora, para todo n > 1, la funcién v,, = Z fs v pasemos

geSy
>t

o€Sn L1
definicién de las funciones f,, se tiene la identidad

al cdlculo de |9y 1. = . Vemos en particular que, por

n

Un(@) = D Z%ﬂm 1/mg/ml(T) | = ”'Z Tjo,1q(=

ceS, \Jj=1

por lo tanto, se obtiene sin ninguna dificultad que

n
1
[nllree = [ =
=17

Para terminar nuestra construccién, volvemos a la expresién (L72)) y
obtenemos
IE -

HZaGSn f"HLLoo = 1/
ZUESn

lo que muestra que en el caso p =1y ¢ = 400, los espacios de Lorentz
L% no son normables.

- —
|fO'HL1,oo n! n—-+oo +007

Sigamos conelcasop = 1y 1 < g < 400. Sea n un entero fijo y definamos,
para 1 < j < n, las funciones siguientes sobre [0, +00[:

Z 1+ [( +j Jmod(n )]l[(i_l)/”vi/n[(z)'

=1

Observemos para empezar que para todo 1 < j < n se tiene la igualdad
[5(t) = fi(t); en efecto, como para la funcién definida en (LT3), las fun-
ciones f; se deducen a partir de f; mediante un reordenamiento especial
dado por la funcién mod(n) y esto nos permite concentrarnos en calcular
unicamente la cantidad || f1||1.«. Asi se obtiene

e 1 e 1
1A, = [ etima= [ e Z() oY

-2 (- ()

Notemos que tenemos la estimacién siguiente

2 (-(5))=xs
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y para convercerse de ello el lector puede estudiar la funcién g(x) =
qr?™t + (x — 1) — 29 y verificar que esta funcién auxiliar es siempre
positiva. Obtenemos entonces la mayoracién siguiente:

no\ @
[ fillra < (Z g) ;
i=1

es decir:

Y lfillra < (Z %) : (1.74)
j=1

i=1

Pasemos ahora a la segunda parte que nos interesa para la construccién
de nuestro contra ejemplo. Puesto que se tiene

n n 1
S p=nyot
j=1 i=1
escribimos

n 1 : "1
S| = (5) D% (1.75)
j=1 Ll =1

Juntando las férmulas (L74) y (L75) obtenemos

1

1
n q n 1—1
szzl f]‘ Lia (%) HZM% <1>L11 "1 a .
n = == - E - — Q.
Zj:l Hfj”Ll,q n (2?21 %)é q — n—+oo

Con este resultado, damos por terminada la primera parte del estudio de las
propiedades estructurales de los espacios de Lorentz: en el caso general todos
estos espacios son espacios métricos completos y en algunos casos es posible
fortalecer esta estructura y obtener espacios normados. Sin embargo, hay que
tener mucho cuidado pues los espacios L% con 1 < ¢ < +00 y L> no son es-
pacios normables, y el Gnico espacio de Lorentz que admite una norma en esta
“familia” de espacios L9, con 1 < g < 400 es el espacio L1'! que corresponde
al espacio de Lebesgue L!.

La segunda parte del estudio de las propiedades topolégicas de estos espacios
se realizard posteriormente al considerar los espacios duales y las topologias
asociadas.

Observacién 1.13 Como anunciado, para estudiar las propiedades topoldgi-
cas de los espacios de Lorentz es necesario presentar diversos puntos de vista
con las funciones de distribucién d¢, las funciones de reordenamiento decrecien-
te f* y las funciones maximales f**. Si bien la presentacion de estos espacios
que utiliza las funciones maximales es la que més propiedades estructurales tie-
ne, este enfoque no es necesariamente el mas utilizado en la practica y una vez
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que sabemos que estos espacios son normables (para los valores de los indices
convenientes), basta utilizar cualquier otra caracterizacién equivalente.

En el siguiente cuadro resumimos el estudio de la normabilidad de los espacios
de Lorentz LP9(X, 7, 1, K), donde el espacio medido (X, <7, u) es o-finito y

no atémico.

I [O0<p<1] p=1 [ 1<p<+oo | p = +oo I
0<g<1 NO NO NO no definido
g=1 NO SI. Ll =1L1 SI no definido
1<qg<+o0 NO NO SI no definido
q = oo NO NO SI SI: Lo = [°°

Figura 1.9: Normabilidad de los espacios de Lorentz LP9(X, o7, u, K).
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1.4. Algunas generalizaciones

Una vez que tenemos a disposicién esta primera serie de resultados estruc-
turales sobre los espacios de Lorentz LP9, vamos a estudiar en las subsecciones
siguientes tres puntos fundamentales en muchas aplicaciones.

Primero presentaremos las desigualdades de Holder, que son herramientas
constantemente utilizadas pues permiten controlar el producto de dos funciones
y siempre es interesante disponer de una informacién precisa dada en términos
de espacios de Lorentz.

Luego estudiaremos cudndo los espacios de base usuales (espacio de funcio-
nes simples integrables, espacio de funciones continuas a soporte compacto)
son densos en los espacios de Lorentz. Esta propiedad es fundamental porque
autoriza aproximar las funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz por
medio de funciones mas simples. En particular, si podemos exhibir un espacio
denso que es numerable, obtendremos que los espacios de Lorentz son separa-
bles lo cual es una propiedad muy util al estudiar la dualidad y sus topologias
asociadas como hemos podido ver en la Seccién 1.4.3 del Volumen 2.

Finalmente, generalizaremos el producto de convolucién a los espacios de
Lorentz. Este punto es particularmente interesante pues los operadores que ad-
miten un nicleo de convolucién (ver la Seccién 4.5 del Volumen 2 y los capitulos
siguientes de este libro) son la base de muchos desarrollos en donde aparecen
naturalmente los espacios de Lorentz.

Como hemos demostrado en las paginas anteriores que las caracterizaciones
de los espacios de Lorentz por medio de la funcién de distribucién df, de la
funcién de reordenamiento decreciente f* y de la funciéon maximal f** son todas
equivalentes, utilizaremos cualquiera de estos tres puntos de vista en funcién
del objetivo buscado.

1.4.1. Desigualdades de Holder

En las paginas anteriores ya hemos realizado un primer estudio de estas
importantes desigualdades haciendo intervenir espacios de Lorentz. En efecto,
por un lado en el Teorema [[.T.3] pagina 28 habiamos obtenido la estimacién

1fgllzree < Cp,prsp)lfll o llgl Loz, (1.76)

en donde f,g : X — K son dos funciones tales que f € LPv>°(X, o/, u,K)

y g € LP»>*°(X, o7, 1, K) y donde se tiene la relacién % = %1 + %2 con 0 <

p,p1,p2 < +-00.

Por otro lado, en el Teorema[[.2.6 de la pdginalf3 demostramos la mayoracién

Ifglley < 1 fllpera llgl rzz (1.77)

en donde f,g9: X — K son dos funciones tales que f € LPv8 (X, o7 1, K) y
g € LPv2 (X, o7, 1, K) y donde se tienen las relaciones 1 = %14—%2 yl= %14—%2
con 1 <pi,ps <400y 1<qr,q < +oo.
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Como vemos, en la desigualdad ([C76]) tnicamente intervienen espacios de
Lorentz del tipo LP*°, mientras que en la desigualdad (I77)) tenemos por un
lado el espacio de Lebesgue L! (o si se prefiere el espacio de Lorentz L) y
por otro lado dos espacios de Lorentz.

En el teorema siguiente vamos a dar un resultado mas general en donde todos
los espacios considerados son espacios de Lorentz.

Teorema 1.4.1 (Desigualdad de Hoélder) Sea (X, o, u) un espacio medi-
do y sean 0 < p,p1,p2 < +00 y 0 < q,q1,q2 < 400 reales positivos tales que
% = %1 %2 y% = %1—1—%2. Si f,g: X — K dos fuciones medibles que pertene-
cen a los espacios de Lorentz LP1 1 (X, o, u, K) y LP>%2 (X, o, u, K) respectiva-
mente, entonces el producto fg pertenece al espacio de Lorentz LP1(X, o7, u, K)
y se tiene la desigualdad

1
1fgllLra < 27 (| fllLrrarllgllLraiaz (1.78)

Demostracion. Empecemos con el caso cuando 0 < ¢, ¢q1, g2 < +00. Escribi-
mos entonces
a.dt

ol = [ (0 @)" %,

utilizamos ahora la desigualdad puntual (fg)*(t/2+1¢/2) < f*(¢t/2)g*(t/2) que
ha sido demostrada en el punto 6) de la Proposicién [LZ5 pdgina B2 para
obtener
q [T 1 adt
Ifalon <28 [ (@2 @0 w)"
1
P1

1

dado que se tiene la identidad % =5 T oy escribimos

a qdt

JrOO 1 1
Ifaln <28 [T (/2% @202% 0 0r)"

Con un cambio de variable reescribimos la estimacién anterior de esta manera

s e de

+oo g s
Ifgle,., < 2% / s7 1*9(s) 575 g 9(s) (1.79)

S

Sea ahora a = %1 y 3= %2, por la relacién entre los indices ¢, g1 y g2 tenemos
entonces é + % = 1 y aplicamos en la integral aqui arriba la desigualdad de

Holder con respecto a la medida du(s) = % para obtener

1 1
a ([T ag . ds\ = [ [t ag ., ds\”
1£gll%,. < 23 </ s qa(s)_> (/ s7Pyg qﬂ(s)_) 7
0 S 0 s

de manera que reemplazando los valores de o y 8 tenemos

q a T W ds ar T e o ds iz
1fgllfo.e <27 sv fr(s)— s2g*(s)— )
0 s 0 s
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en este punto, basta extraer la raiz ¢-ésima de esta estimacion para obtener

1 1
1 Foo q d H Foo g d E
Ifglre < 2} (/ sﬁf*%)—S) (/ sﬁg*‘”(s)—S)
0 S 0 S

1
27 [ fllzrvar llgll Lrz-oz

A

IN

que es el resultado deseado cuando 0 < ¢, q1, g2 < +00.

Estudiemos ahora el caso cuando ¢; = 400 0 g2 = +00. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que g = 400, y en ese caso tenemos q¢ = q;.
Volviendo a la desigualdad (I79) escribimos

q +OO q q d
2t [ st ri(s) s )T
0 S

q 1 q oo a d
2hsup {stg ()} [ )%
0

>0 S

19l %s.0

IN

IN

de manera que, con la Definicién [L2.7], pagina [70] de los espacios LP**° que se
basa en la funcion de reordenamiento decreciente, y extrayendo la raiz ¢g-ésima
en la expresién anterior tenemos la desigualdad buscada:

1
1fgllra <27 || fllLevallglrae.

El 1ultimo caso corresponde cuando ¢ = g1 = q2 = 400 y si bien este caso ha
sido ya tratado en el Teorema utilizando la definicién de los espacios de
Lorentz que utiliza la funcién de distribucién, ahora vamos a dar una demos-
tracién diferente utilizando la funcién de reordenamiento decreciente. Tenemos
entonces, con los mismos argumentos anteriores:

ol = sup{ti(70) (1)}

t>0

< 2hsup {(t/2)7 F*(/2) (+/2)7 9" (1/2)}
< 2rsup {(1/2)75 1 (1/2)} sup{(4/2)71 9" (1/2)]
< 25| f oo [lglrace.

El lector comparara esta demostracién con la verificacién del Teorema [[LI.3
este es un ejemplo en donde los calculos se simplifican considerablemente al
considerar el punto de vista adecuado. |

El caso p = 400 y 0 < ¢ < +00 no es tratado aqui, pues cuando el espacio
medido es no atémico los espacios de Lorentz L7 son triviales (ver la Obser-

vacién [L8] pagina [1)).
Una aplicacién directa de las estimaciones anteriores es la siguiente.

Corolario 1.4.1 (Desigualdad de Interpolacién en espacios de Lorentz)
Sea (X, o, 1) un espacio medido. Consideremos los pardmetros reales siguien-
tes 0 < p,p1,p2 <400 y 0 <q,q1,q2 < +00.
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Si f es una funcion tal que f € LP»9 (X, o, u, K) N LP22 (X, o7 1, K) en-
tonces la funcion f pertenece a todos los espacios de Lorentz LP9(X, o, u, K)
intermedios, es decir con.% = pil + 11;;29 Y % = (% + 1q;29 en donde 0 < 6 <1 es
un real, y se tiene la desigualdad

1 _
1Fllzea < 27 [Lf 11 Zoran [N Lo

Prueba. Empecemos escribiendo || f||ze.a = ||| f|llzoa = || £1°]F1* 0| zra y de-

finamos los parametros siguientes oy = %17 pr = %1 y g = (lp_zg), B2 = (1‘1_19).
: 1_ 1 1,1 _ 1 1 :

Notamos que se tiene = ar Ta; ¥g =3 T35 ¥entonces podemos aplicar

las desigualdades de Holder (78] para obtener

_ 1 _
£ lzea = WAL 2o < 20 11N porn 110N g e

En este punto aplicamos la Proposicién [[L2.11] pagina [[3] y podemos entonces
escribir

1 zra < 281 £1%lgos s 110N e oo
< 251G 0mromn NN oresa-rs
< 201 Gonns I ks = 27 £ s | N hes
lo que termina la demostracion de estas desigualdades. |

1.4.2. Propiedades de densidad

Recordemos que sobre un espacio medido (X, 7, 1) toda funcién simple in-
n

tegrable se escribe de la forma Zaj]lAj en donde (aj)o<j<n son escalares y
j=0
(Aj)o<j<n son conjuntos medibles tales que 0 < u(A4;) < 4o0.

El primer resultado de densidad que enunciamos es el siguiente.

Teorema 1.4.2 (densidad - funciones simples integrables) Sea (X, <7, 1)
un espacio medido en donde la medida (1 es no atomica. Entonces, el conjunto
formado por todas las funciones simples integrables es denso en el espacio de
Lorentz L9 X, o, 1, K) para 0 < p < 400 y 0 < ¢ < +o0.

Demostracion. Para demostrar que el conjunto de funciones simples integra-
bles es denso en el espacio LP*4(X, &7, u, K) mostramos que, para toda funcién
arbitraria f de este espacio, es posible encontrar una sucesién de funciones
simples (p;);en tal que
—jllpa  —> 0.
I1f = eillera 2

Dado que por la Proposicién [L211] pégina [[3] se tiene ||f||ze.c = |||f||lLras
podemos suponer sin pérdida de generalidad que la funcién f es a valores
reales y positiva y existe por lo tanto (ver el Teorema 3.2.4 del Volumen 1) una
sucesion de funciones simples integrables tales que 0 < ¢; < f para todo j > 1
y ¢j .— [f en p-casi todas partes.

J—+oo
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Ahora, puesto que se tiene la mayoracién (f — ¢;)(z) < f(x) + ¢;(z), por
las propiedades de la funcién de reordenamiento decreciente explicitadas en la
Proposicién [L2Z5 pagina (2, obtenemos las desigualdades

(f = @i)" (1) < F7(8/2) + 5 (t/2) < 2f7(t/2),

y aplicamos entonces el Teorema usual de convergencia dominada de Lebesgue
(ver el Teorema 3.3.3 del Volumen 1) para obtener

i 17— il = tim [ (0 e 0) T <o
jiinm Pillpp.a = jﬁlinoo ; ©j P
de donde se obtiene el resultado de densidad deseado. |

Cuando se trabaja sobre un espacio X que posee un poco mas de estructura,
tenemos el resultado a continuacién que nos proporciona un segundo teorema
de densidad en los espacios de Lorentz.

Teorema 1.4.3 (densidad - funciones continuas de soporte compacto)
Sea X un espacio topoldgico separado localmente compacto a base numera-
ble y sea (X, 7, 1) un espacio medido regular. Entonces el espacio de funcio-
nes continuas a soporte compacto C2(X,K) es denso en el espacio de Lorentz
P9 X, o, 1, K) para 0 < p < 400 y 0 < g < +o00.

Demostracion. Siguiendo las ideas del Teorema 4.5.2 del Volumen 1, empe-
zamos verificando que el espacio de funciones continuas a soporte compacto
es denso (con respecto a la funcional || - ||zr.«) en el espacio de las funciones
simples integrables.

Sin pérdida de generalidad podemos considerar el caso de funciones a valores
reales, es decir K = R, y concentrarnos en una funcién indicatriz 14 en donde
0 < p(A) < +o0. Como el espacio medido (X, o7, i) es regular, para todo e > 0
existe un conjunto cerrado F'y un conjunto abierto U tales que FF C A C U
y tales que pu(U \ F) < € (ver el Teorema 2.4.2 del Volumen 1). Por el lema
de Urysohn existe una funcién continua ¢ : X — [0,1] tal que ¥(F) =
1y ¢(U¢) = 0y por lo tanto ¢ € C/(X,R). Tenemos entonces |1 4(x) —
Y(x)| < 1y\p(x), de donde se deduce, utilizando las propiedades de la funcién
de reordenamiento decreciente:

[ @0 wr0) E < [T (o) 4
< /Et%_ldt: Pes.
0 q

Obtenemos entonces que las funciones continuas a soporte compacto son densas
en el espacio de funciones simples integrables que son a su vez densas en los
espacios de Lorentz LP'? de manera que, por la transitividad de la densidad
(ver la Proposicién 4.5.1 del Volumen 1) se deduce el resultado deseado. ]

L4 =70

El hecho de que los espacios de Lorentz LP? admitan subconjuntos densos
es una propiedad topoldgica muy util pues permite utilizar aproximaciones in-
teresantes. Pero si los espacios de Lorentz admiten un subconjunto denso que
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ademds es numerable (es decir si son espacios separables), entonces podremos
obtener algunas propiedades adicionales, especialmente cuando nos interesemos
en estudiar las topologias duales como lo haremos en la Seccién

En este sentido conviene estudiar cuando los espacios de Lorentz son separa-
bles y, al igual que los espacios de Lebesgue (ver la Seccién 4.5 del Volumen 1),
esta caracteristica depende del espacio medido (X, <7, i) sobre el cual se tra-
baja. En efecto, recordemos la nocion de o-dlgebra numerablemente generada:
si &/ es una o-algebra sobre un conjunto X, diremos que &/ es numerable-
mente engendrada si existe un conjunto de cardinal numerable K € o7 tal que

o(K)=4.

Con esta condicién sobre el espacio medido, habiamos demostrado en la
Seccién 4.5.2 del Volumen 1 que los espacios de Lebesgue LP con 1 < p < +00
son separables y pasamos ahora la verificacion correspondiente para los espacios
de Lorentz.

Teorema 1.4.4 (Separabilidad de los espacios de Lorentz) Sea (X, <7, 1)
un espacio medido y sean p,q dos reales tales que 0 < p < 400 y 0 < g < +00.
Si la medida p es o-finita y si la o-dlgebra o/ es numerablemente generada,
entonces el espacio de Lorentz LP9(X, o, u, K) es separable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer considerar K =
R (para el caso K = C basta estudiar las partes reales e imaginarias por sepa-
rado). Sea entonces f : X — R una funcién que pertenece a los espacios de
Lorentz LP9(X, o, 11,K) con 0 < p < 400y 0 < g < +00.

Por el Teoremall.4.2] anterior sabemos que para todo € > 0 existe una funcién

n
simple integrable g = Z a;la;, con o € Ry pu(Aj) < o0, tal que se tenga
j=0
Ilf = gllLra < ey por el Teorema [[33, sabemos que la funcional [[| - |||},
definida con la férmula (L68), pdgina@8l con 0 < r < py 0 < r < ¢, es una
distancia equivalente sobre los espacios de Lorentz LP'?, de manera que tenemos

|||f - g|||;,q,r S CET?

en donde la constante C' > 0 proviene de la equivalencia entre las funcionales

- Nzwa y 11 [llp,g.r-
Podemos ahora encontrar sin problema nimeros racionales (g;)o<;<n tales
que se tenga (utilizando la subaditividad de la funcional ||| - ||}, )
n n n
g =D ahallhgr = 11D el =D aihalllg,
j=0 j=0 j=0

IN

n
Dol = al" (11} g0 < O
3=0

Finalmente, dado que la o-dlgebra es numerablemente engendrada, existe una
familia numerable de conjuntos medibles D = (Dy)ien tales que para todo
e > 0y para todo A € &/, existe un conjunto Dy, de esta familia tal que
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w(AADy,) < e (ver los Lemas 4.5.1 y 4.5.2 del Volumen 1). Pero, como se
tiene 14 — 1p = Laap, gracias a esta familia numerable (Dy)gen podemos
escribir

n n n
1Y a5ta;, =Y a5Lp, g0 = 1D a3La,a0,ll} 4. < O
§=0 §=0 §=0

Con todas estas estimaciones vamos a demostrar que el conjunto (numerable)
n

de funciones simples integrables de la forma 1 = Z ¢;1p,, en donde ¢; es un
j=0

nimero racional y los conjuntos D; pertenecen a la familia numerable D, es

denso en los espacios de Lorentz LP'?: en efecto, gracias a los calculos anteriores

tenemos entonces

n n
|||f_ij]1Dj|||;,q,r < |||f_g|||;,q,r+|||g_ZQj1Aj|||;,q,r
j=0 j=0

n n
I aila; =3 4ol < 3C,
Jj=0 j=0

y de esta manera hemos demostrado que cuando la o-algebra es numerablemen-
te generada, entonces los espacios de Lorentz LP9(X, &7, u, K) son separables. B

Como por el Teorema todos los espacios de Lorentz LP'? son espacios
métricos, hemos privilegiado este punto de vista en la demostracién anterior y
hemos obtenido que estos espacios métricos son separables cuando 0 < p < 400
y 0 < g < +oo.

Los casos p=+00y 0 < ¢ < 400 é p = q = 400, 0 no presentan interés por
ser triviales al ser la medida no atémica, o ya han sido tratados en el Volumen
1, de manera que queda por estudiar el caso 0 < p < 400y ¢ = 400 y aqui
tenemos el resultado a continuacion.

Teorema 1.4.5 (Problemas de densidad) Sea (R", Bor(R"™),dz,K). Para
todo 0 < p < 400, el conjunto de funciones simples integrables no es denso en
el espacio de Lorentz LP>°(R™, Bor(R"™), dz,K).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K = R. Va-
mos a utilizar el Corolario 1.2.6 del Volumen 2, que nos dice que un subconjunto
del espacio LP**® es denso si y solo si el conjunto de todas las formas lineales
continuas que se anulan sobre este subconjunto esta reducido al elemento nulo:
vamos pues a construir una forma lineal continua que se anula sobre todas las
funciones simples integrables y que no es trivial.

Consideremos el subconjunto .Z del espacio LP>>° tal que la cantidad

T(f) = lim|z|¥ f(z), es finita,
x—0

es decir & = {f € LP*°(R", Bor(R"),dz,R) : h'r%|ac|%f(x) < 4o0}. Este con-
z—

junto no es vacio pues, por los calculos realizados en la pédgina [I4] la funcién
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|ac|7% pertenece al espacio LP**° y al subconjunto .Z.

Se verifica sin dificultad que este conjunto .Z es un espacio vectorial y ademéds
se tiene que todas las funciones simples integrables pertenecen al conjunto
Z. Observamos también que para toda funcién simple integrable g se tiene
T(g) = 0.

Tenemos finalmente que la aplicacién T anterior es una forma lineal continua
definida sobre el espacio .Z: en efecto por la Proposicién 1.1.4 del Volumen 2
tenemos que si la imagen por T' de toda sucesién que pertenece al espacio .Z
y que es convergente hacia 0 es acotada (lo cual es el caso por definicién), en-
tonces la aplicacién T es continua.

En este punto aplicamos el Teorema de Hahn-Banach (ver el Teorema 1.2.2
del Volumen 2) que permite prolongar la aplicacién lineal continua 7" definida
inicialmente sobre el espacio .Z a todo el espacio LP>°.

De esta forma hemos construido una forma lineal continua definida sobre
todo el espacio de Lorentz LP>*° que se anula sobre el conjunto de las funciones
simples integrables y que no es trivial: se deduce que este conjunto de funciones
simples integrables no es denso en el espacio de Lorentz LP>°. |

Una manera diferente de verificar este resultado consiste en comprobar que
una cierta funcién f € LP**° no puede ser aproximada (en el sentido de la
distancia || - ||e.==) por medio de funciones simples integrables. Ver el Ejercicio
para mds detalles.

1.4.3. Convolucién en los espacios de Lorentz

En el Teorema[[.T.5 pagina[34] ya hemos presentado un resultado relativo a
la convolucién en los espacios de Lorentz LP*>° y en la férmula (L2]]) habiamos
obtenido desigualdades del tipo

1f* gllzre < C(r,p @) fllLellgllLa,

con +4+1=14 %,1 <p<4o0,1<gq,r <400, en donde intervienen espacios
de Lebesgue y de Lorentz.

En esta seccion vamos a estudiar de manera mucho méas general el producto
de convolucién en los espacios de Lorentz LP'? y veremos algunas precauciones
que hay que tomar al considerar esta operacion entre funciones.

Recordemos pues el marco de trabajo en el cual vamos a enunciar nuestros
resultados. Sea (G, ) un grupo topoldgico localmente compacto cuyo elemento
neutro serd notado e y la operacién inversa serd notada z=!. Si f : G — K
es una funcién medible y si 7 € G, la traslacion por la izquierda estd dada por
fr(x) = f(7 - x), la traslacién por la derecha se define como f7(z) = f(z-7)y
definimos la funcién f por medio de la expresién f(z) = f(z~1).
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Por comodidad, supondremos siempre que el grupo (G, ) es unimodular, de
manera que, si sobre el espacio medible (G, Bor(G)) consideramos una medida
de Haar p, que es o-finita e invariante por la izquierda, entonces para todo
7 € G y para toda funcién integrable f tenemos las identidades siguientes

/fxrdu /fodu /f‘ldu /f Jdpu(z

de donde se obtiene sin problema las identidades

frlzra =1 Nzos = (1 FlLra = I £llzos,

con 0 < p<+ooy0<q< 400, pues todas estas funciones son equidistribui-
das. Ver el Ejercicio [[LT4] para la verificacién de este punto particular y para
mayores detalles sobre los grupos topoldgicos localmente compactos unimodu-
lares y medidas de Haar, ver el Capitulo 4 del Volumen 2.

El producto de convolucion entre dos funciones medibles f,g : G — K
es entonces una funcién, notada por f x g, que esta definida por medio de la
expresion general siguiente

frgle /f /f:cz Ndu(z).  (1.80)

Evidentemente, en el caso particular cuando G = R"”, tenemos la férmula usual

frglx) = Wf@mw—ywy
Indiquemos que la expresién ([L80) es por el momento puramente formal pues
no disponemos de suficiente informacién sobre las funciones f y g para deter-
minar si la funcion f x g esta correctamente definida: es decir que las funciones
f v g pueden ser simpdticas y a pesar de esto tener f * g(x) = +oo para casi
todo z € G.

En este sentido, volvemos a recordar las desigualdades de Young (ver el
Teorema 4.2.2 del Volumen 2 para una demostracién), que dan unas primeras
condiciones sobre las funciones f y g para que el producto de convolucién f * g
esté bien definido.

Teorema 1.4.6 (Desigualdades de Young) sobre (G, Bor(G), u) un grupo
topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida de Haar
o-finita invariante por la izquierda, si 1 < p,q,r < 400 son tres reales relacio-

nados por la férmula

11 1
—t-=14-,
poa r

y si f,g : G — K son dos funciones tales que f € LP(G,Bor(G),u,K) y
g € LYG, Bor(G), 1, K), entonces el producto de convolucion f * g pertenece al
espacio L™ (G, Bor(G), u, K) y se tiene la desigualdad

1S * gl

e < [ fllzellgllze.
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El objetivo de toda esta seccién es entonces establecer este tipo de desigualda-
des considerando espacios de Lorentz generales LP'? en lugar de los espacios de
Lebesgue y las mayoraciones asi obtenidas son conocidas como las desigualda-
des de Young-O’Neil.

Antes de entrar en los detalles técnicos de las demostraciones, es interesante
indicar en dénde reside la principal dificultad: en efecto, en la definicién (LX0)
del producto de convolucién, tenemos la integral de un producto f(y)g(y~!-z),
y vamos a tener que estudiar la funcién de distribucién, la funcién de reorde-
namiento decreciente o la funcién maximal (dependiendo del punto de vista
adoptado) de la integral de este producto.

Lastimosamente, estas operaciones sobre las funciones que permiten definir
los espacios de Lorentz no tienen un comportamiento simple con respecto a la
integral de un producto (como es el caso de la convolucién), y esto nos llevard
a estudiar paso por paso cémo obtener desigualdades utiles para nuestros fines.

Para mayor claridad en la exposicién seguiremos las etapas siguientes:

A) Desigualdades de base para funciones simples integrables,

B
C

) Desigualdades de Young-O’Neil en LP*? con 1 < p < 400y 1 < g < 400,
) Desigualdades de Young-O’Neil en LP**° con 1 < p < +o0,

D) Casos donde el producto de convolucién estd mal definido.
)

E) Una aplicacién: las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev.

A) Desigualdades de base para funciones simples integrables

Observemos para empezar que, sobre (G, Bor(G), 1) un grupo topolégico lo-
calmente compacto, unimodular, dotado de una medida de Haar o-finita inva-
riante por la izquierda, si consideramos f y g dos funciones simples integrables,

es decir s
fl@)=> aila(z) v g =) pilg ), (1.81)
i=0 =0

entonces el producto de convolucién f * g estd siempre bien definido.

Dado que las funciones simples integrables pueden ser vistas como los ladrillos
de base de los espacios de Lebesgue y de Lorentz, vamos en esta subseccién
enunciar un resultado relativo a este tipo de funciones y que servira de soporte
en todo lo que sigue.

Proposicién 1.4.1 Sea (G, Bor(G), ) un grupo topoldgico localmente com-
pacto, unimodular, dotado de una medida de Haar o-finita invariante por la
izquierda. St f,g : G — K son dos funciones simples integrables, entonces
para todo t > 0 tenemos las desigualdades siguientes

25Donde (a;)o<i<m, (Bj)o<j<n son escalares y (A;)o<i<m, (Bj)o<j<n son conjuntos de
medida positiva finita.
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1)

2)

+oo
(fxg)™ () < C <tf**(t)g**(t) n / f*(s)g*(s)ds>,

+oo

(f*xg)™(t) < C/ 7 (s)g™ (s)ds.

t

Prueba.

1)

Empezamos con el caso cuando f =14 y g = 1, en donde los conjuntos
Ay B son de medida finita. Recordemos (ver las férmulas (IL34) pagina
A7y ([C64) pagina BY) que en este caso se tiene

1 sis<p(A), 1 sit < u(A),
fr(s) = [t = (1.82)
0 sis>p(A4), @ sit > p(A),

y se tiene exactamente lo mismo para las funciones g*(s) y g**(¢), es decir

1 sis<pu(B), 1 sit < u(B),
9'(s) = =1 (1.83)
0 sis> u(B), @ sit> u(B).
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que p(A) < p(B). Tenemos
entonces tres casos:

e Sit > p(B), entonces tenemos

+oo
EF (g™ () + / £*(5)g" (s)ds = 1 - ,

+oo
pero como se tiene, por la identidad / (f*g)*(s)ds = |f =g,
0

podemos escribir

t(fxg)™ (1) =/O (fxg)"(s)ds <[ fxgllr <[ fllzrllgllzr = p(A)n(B),

de donde se deduce (f * g)**(t) < “(A)t“(B), y por lo tanto tenemos

+oo

(P9 O <t/ @ O+ [ £ G

¢
o Sip(A) <t < pu(B), se tiene la identidad

+oo
OO+ [ 5 s = 2

t

= p(A).

Por otro lado, por el decrecimiento de la funcién (f * ¢g)* y utilizan-
do las desigualdades de Young (pues se trata de funciones simples
integrables que pertenecen a todos los espacios de Lebesgue y de
Lorentz) tenemos la estimacién
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(fr)(t) = %/(f 9)"(s)ds
< oy O [ds=If el
< Ufleellglle = n(A), (1.84)

de donde se obtiene sin problema
+oo
(F9)" O <t/ OO+ [ £ G
t

e Sit < u(A), tenemos por un lado

+o0 n(A)
HF7 (g™ () + / £ ()" (s)ds = £ + / ds = p(A),

y por otro lado, por la misma cadena de estimaciones dada en la
expresién (L&), tenemos (f * g)**(t) < u(A), de donde se obtiene

+oo
(F9)" O <t g O+ [ £ G
t
Pasemos ahora al caso de funciones simples integrables positivas, que se

escriben de la forma (L8I). Utilizamos 1a férmula (L35) de la pagina
48 para obtener las identidades f*( Z 17(s), g"(s) = Zg;‘ (s), vy

entonces escribimos, por la linealidad de la convolu(non

frgla Zfz*gz

de donde obtenemos, por la sublinealidad de la funcién maximal

*%

(Frg)™®) =D fixgi | &) <D (fixg)™ (@)
2% 4,J
y aplicando las desigualdades obtenidas anteriormente podemos escribir
—+o0
g < X (urwaros [ o)
i.j t

+oo
DN RCTACEY M ACTAOT

—+oo

< ) + / ()" (s)ds,

t

IN

lo que es el resultado buscado.
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Finalmente, cuando las funciones simples integrables toman valores ne-
gativos, tenemos la descomposicién f = fT — f~, en donde las funciones
fT, f~ son positivas, de manera que tenemos

frg=ftxgt —ftag —f xgt+f xg".

Dado que se tiene (f*)* < f*, por el punto 4) de la Proposicién [L2.5,
paginal52] entonces por las propiedades expuestas en la Proposicién [L3.1],
pagina B9 se tiene (f*)** < f** y por la subaditividad de la funcién
maximal podemos escribir

(fxg)™ < (fTrg)™+(fTxg )" +(fTxg")" +(f7xg7)™

+oo
< WY + / (1) () (gh)* (s)ds
+o0

D7) () + / (P (s)(g7)"(s)ds

t

+oo
) () () () + / (F) () (gh)* (s)ds
+oo
Y0 (7)) + / (F)"(s)(g™)"()ds
+oo
< 4 <tf**(t)g**(t) n / f*(s)g*(s)ds) ,

lo que termina la prueba del punto 1).

2) Esta desigualdad se verifica de manera muy similar. En efecto, si f =14
vy g = 1 son funciones indicatrices de conjuntos, tenemos las expresiones

(CR2) y (R3)), si suponemos ademds p(A) < u(B), entonces:
e sit > u(B), podemos escribir

[ o= [T HA B, _ i)

pero se tiene

t(fxg)™ (1) =/O (fxg)"(s)ds <[ fxgllr <[ fllzrllgllzr = p(A)n(B),

de donde se deduce la mayoracion
+oo
(Fe9 O [ 560 (s
t
e sit < p(B), tenemos

+00 Foo
/t F(s)g™ (s)ds > / 7 (5)g™ (s)ds = p(A),

«(B)
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pero como se tiene la estimacién (L84]), obtenemos sin problema que

+o0
(f % 9)™ () < /t £ ()9 (5)ds.

La generalizacién a las funciones simples integrables generales sigue
las mismas etapas explicitadas en el punto anterior. |

B) Desigualdades de Young-O’Neil en L7 con 1 <p<+ooy 1 < g < +00

Este resultado anterior ha sido enunciado considerando funciones simples in-
tegrables, es ahora necesario extenderlo a funciones més generales lo cual nos
permitira dar algunas versiones interesantes de las desigualdades de Young en
los espacios de Lorentz LP9.

El primer resultado en esta direccion es el siguiente.

Proposicién 1.4.2 (Convolucién LP4 x L' < LP?) Sea (G, Bor(G),u) un
grupo topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida de
Haar o-finita invariante por la izquierda. Si f € LP9(G,Bor(G),u,K) con
l<p<+ooyl<qg<+ooysige LYG,Bor(G), u,K), entonces el producto
de convolucion f = g pertenece al espacio de Lorentz LP? (G, Bor(G), 1, K) con
1<g<o0 <+ yademds se tiene:

1) las estimaciones puntuales

+oo
(fxg)™() < C<tf**(t)g**(t)+ / f*(s)g*(s)ds),

“+o0
(Fro)™(t) < C / £ (5)g"™ (s)ds,

2) y la desigualdad

If * gllzee < Cp,q,0)[fllLrallgllLr-

Prueba. Dado que si ¢ < 0 < 400, se tiene por el Teorema [[.2.9] pdgina [T
las inclusiones || f * g||e.c < C(p,q,0)||f * gl|Lr.a, y podemos entonces suponer
sin pérdida de generalidad que ¢ = ¢ y vamos por lo tanto a estudiar la de-
sigualdad || f * gl[r.a < C||f]|LrallgllLr-

Para demostrar esta mayoracion seguiremos las siguientes etapas.

= Empezamos considerando f, g dos funciones simples integrables. Entonces
por la Proposicién [[L4] tenemos las dos desigualdades puntuales ante-
riores, lo que demuestra directamente el punto 1) en el caso de funciones
simples integrables. En este marco de trabajo, verifiquemos el punto 2):
dado que la funcién f* es decreciente y se tiene el control f*(t) < f**(¢),
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escribimos
tram < ¢ (oo [ m ()i
c(rw| gt )ds + 1 / +°° i o))

+oo
< Of*) / g"(s)ds = Cf* (t)g]] 1.

IN

A partir de esta estimacién reconstruimos la funcional ||| - |||, ¥ por la
equivalencia de las funcionales ||| - |||p,q ¥ || - ||zr.e tenemos

If * gllra < Clp, @l fllLrallglzr

Consideremos ahora f € LP9(G, Bor(G), 1, K) y fijemos g una funcién
simple integrable.

Sea ¢ una funcién simple integrable que pertenece al espacio de Lorentz
LP9(G, Bor(G), p, K). Por un lado tenemos que el producto p*g estd bien
definido y tenemos la desigualdad |¢ * gllre.a < C(p,q)|lllLea|lglz:-
Por otro lado, dado que por el Teorema [[L4.2] pagina [[17 el conjun-
to de funciones simples integrables es denso en el espacio de Lorentz
LP9(G, Bor(G), 1, K), podemos extender la estimacién anterior para ob-
tener la desigualdad || f * g||zr.a < C(p, q)||fl|zrallgllLt, lo que demuestra
el punto 2) de la proposicién en este caso.

Para el punto 1), procedemos de la siguiente manera: sea (f,)nen una
sucesiéon de funciones simples integrables que converge hacia la funcién f
en el sentido de la métrica ||| - |||p,q- Por la linealidad de la convolucién
tenemos fxg = (f — fn)* g+ fn*g y entonces, por la subaditividad de la
funcién maximal, escribimos (f*g)** () < ((f—fa)*g)" (£)+(faxg)**(t),
de donde se obtiene la mayoraciéon puntual

(f*9)(8) = (fax )™ () < ((f = fa) % 9) " (1),

a partir de la cual podemos obtener, reconstruyendo la funcional ||| - ||p.q
la desigualdad

</O+°° (t%((f*g)**(t) — (4 *g)**(t)))q %)3 .

([ (* - me0) )’ %)

< = fa) * glllp.a < W = Fa)lllp.allgllce

y esta ultima cantidad tiende hacia cero cuando n — 4o00. De esta for-
ma, considerando una subsucesién (ver la Proposicién [[T0] pédgina [I9)
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podemos escribir, por el Teorema de convergencia mondétona

(fxg)™(t) = Um (fo, x9)"™(t)

k—+o00
+ .
< i c(foe o [ e ea)
<

¢ (f**(t)g**(t) +f - f*(S)g*(S)d8> ,

lo que nos proporciona la primera desigualdad del punto 1) en el caso
cuando f € L»9(G, Bor(G), u,K) y g es una funcién simple. La segunda
desigualdad se obtiene de exactamente la misma manera, de manera que
los detalles son dejados al lector.

» El caso general, es decir cuando f € LP? y g € L! se estudia de manera
muy similar al punto anterior: fijemos esta vez f € LP'? y sea ¢ una
funcién simple integrable, tenemos ||f * ¢||zr.e < C(p, Q)| fllLe-all¢|lL1s
dado que las funciones simples integrables son densas en los espacios L,
obtenemos sin problema el punto 2) de la proposicién.

Para la primera desigualdad del primer punto consideramos (g, )nen una
sucesién de funciones simples integrables que converge hacia la funcién g
en el sentido de la norma || - || 1. Por la linealidad de la convolucién y por
la subatividad de la funcién maximal tenemos

*k

(f*9)" () = (f#g0)" (t) < (f * (9= g0)) (1),

y reconstruyendo la funcional ||| - |||p,q escribimos

(/0+°° (t%((f*g)**(t) B (f*gn)**(t)))q%f .

<f°@ (1 (7= 9n) ")) %

<[+ (g = gn)lllp.a <lIFllp.allg = gnllzr,

que es una cantidad que tiende a cero si n — 400, y entonces, por los
mismos argumentos utilizados anteriormente tenemos

(f*g)™ () = lm (f*gn)"()

k——+o0
+oo
< Z. kk * 3k * *
< m o(romos [ 5o o)
+oo
<

c (f**(t)g**(t) +f

t

P90 (5)ds).

La segunda desigualdad del primer punto se obtiene de formar similar y
de esta manera terminamos la prueba de la proposicion. |
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Corolario 1.4.2 (Convolucién LP4 x L' — LP>®) Seq (G, Bor(G), 1) un gru-
po topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida de Haar
o-finita invariante por la izquierda. Si f € LPY(G, Bor(G), u,K) con 1 < p <
+oo yl < g < 4oy sig € LYG,Bor(G),u,K), entonces el producto de
convolucion f x g pertenece al espacio de Lorentz LP>*°(G, Bor(G), u,K) y se
tiene

1 % gllre < Cp, g, o)l fllLrallglLr-

La verificacién es inmediata y se deduce del resultado anterior pues por el Teo-
rema [[L220] pagina [[7 se tiene la estimacion ||f * g||Lp.ee < ||f * g||Lr.c para
todo 1 <o < +0.

Veamos ahora otro resultado.

Proposicién 1.4.3 (Convolucién LP18 x [P2% — [*°) Seq (G, Bor(G), u)
un grupo topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida
de Haar o-finita invariante por la izquierda. Sean f,g dos funciones medibles
que verifican f € LPr1 (G, Bor(G), u,K) con 1 < p; < 400, 1 < q1 < 400, y
g € LP>2 (G, Bor(G), 1, K) con 1 < pa < +00, 1 < ¢ < +00.

Si p% + p% =1uysi q% + q% > 1 entonces se tiene la mayoracion

If * gl < Clpr,p2)[lfllLevar llgllraas .

Prueba. Empecemos considerandos funciones simples. Tenemos entonces por
la segunda desigualdad del primer punto de la Proposicién [L4.1t

o se ([ e es)

como se tiene p% + p% = 1, podemos escribir

S

(fx9)™(t) < C ( / - s%f*%s)s%g**(s)@) ,

de manera que aplicando la desigualdad de Hélder con qil + qiz =1 se tiene

([ ) ([ o) e)”

Cll Mpyan 11gMllp a0 < CP1sp) | fllLrran gl r2az

(f +g)™ (1)

IN

IN

y a partir de esta estimacién uniforme, con la Proposicién [[L3.3] pagina [@1] se
obtiene el resultado deseado en el caso de funciones simples integrables.

Obtenemos el resultado en el caso general razonando de la misma manera
que anteriormente, es decir utilizando el Teorema [[.4.2 pagina [17, de densi-
dad de las funciones simples integrables en los espacios de Lorentz. |

Vamos a generalizar ahora este tipo de desigualdades a todos los espacios de
Lorentz LP9 con 1 < p< +ooy 1 < ¢ < +o00.
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Teorema 1.4.7 (Desigualdades de Young-O’Neil - (I)) Sea (G, Bor(G), )
un grupo topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida
de Haar o-finita invariante por la izquierda y consideremos 1 < p1,ps < 400
y1<gq1,q < +oo cuatro indices reales.

Si f,9: G — K son dos funciones tales que f € LP19(G, Bor(G), 1, K) y
g € LP>©2 (G, Bor(G), u,K) y si los indices p,q verifican las condiciones

1 1 1 1 1

—+—>1 y —+—=1+-

P11 P2 P11 P2 p
(1.85)

. 1 1 1

ysi q>1 estal que —+ — > —,

qa g2 q

entonces la funcion f* g, que corresponde con el producto de convolucion entre
f y g, pertenece al espacio de Lorentz LP (G, Bor(G), u,K) y se tiene la de-
sigualdad

If * gllLea < Cp,p1,p2)ll fllzrvar[|gl Loz (1.86)

Demostracién. Empezamos considerando funciones simples integrables. Es-
cribimos entonces

adt
?7

+o0 .
I salia= [ (B¢ +00)
y utilizamos la segunda estimacién del punto 1) de la Proposicién [[L4]] para

obtener
+oo 1 +o0 . . th
117 <l = [ (t/ ()9 (s)ds) &

Haciendo el cambio de variable t = % y s = % tenemos

o0 o q
1 1 1\ dp\" do
s, = [ (L () ()8)'E
ol = [ (5 [ 7 (5)o(5)5%) 5
LG G s
—-19 ~ )5 | @iy
0 0 p p) p*) ortl
de manera que aplicando las desigualdades de Hardy dadas en la Proposicién
35 paginaP8 cona=qg>1y 8= % > 0, obtenemos

+oo q
1 1 ds
q q ok _ ok _ -
|||f*g|||p,qsfa/0 (f ()g ()) pressy

y con el cambio de variable s = i escribimos

A

o0 q
f+glllz, < o / (F* (g™ () o+ Y

IN

oo 14+ 1 pux sk q
p/o (' 2 (y)g*™ (v) m (1.87)
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Como tenemos la relacién —qql + —;’2 > 1, existen niimeros reales m y mo tales que
1 1 1 : 1 q 1 q 3

- 4+ = = rifican — < 4 4 < 4 n ien <
preplis Ml que verifica ml_ql,mz_qQ,dedo de se tiene que ¢; < gmq

y ¢2 < gma. Obtenemos entonces (recordando que se tiene p% + p% =1+ %)

IN

+oo .
pq/o (5 1 W)™ ()"

falllf

17 gl ;
Too 4 a dy

v [ R ) =
0 Y

IN

+

my mo

+oo ﬁ *ok q é *ok q
- pq/o (e ()" (v v () .

1
ym may
y aplicamos la desigualdad de Holder usual en la tltima integral anterior para
obtener

1

oo my d 1 oo me dy\ ™2
|||f*g|||g,quq(/0 (47 £ (1)) —y) (/ (v £ ()" —y> ,

Y Y

ahora, con la definicién de la funcional ||| - |||r.« tenemos

I * glll15,q < PULFIIEL qm g 11155,qme

pero como se tiene ¢ < gmq y g2 < qgma, por las propiedades de inclusién de
los espacios de Lorentz (Teoremall.2:9] pdginalfT), podemos finalmente escribir

|||f*9|||p,q §p|||f|||p1¢11|||g|||p2,qzv

y una vez que tenemos estas estimaciones, podemos utilizar la equivalencia
dada por la expresién (LTI para obtener

If % gllzr.a < C(p,pr.p2)|| flleran ||gl| Lr2ae,

lo que termina la demostracion cuando 1 < ¢,q1,¢q2 < 400 y cuando las fun-
ciones consideradas son funciones simples integrables.

Para el caso general basta proceder por densidad tal como se lo ha hecho
en la Proposiciéon [LL2} se empieza generalizando la desigualdad (I.88) al caso
donde f € LP191 y g es una funcién simple integrable, lo que permite extender
en este caso la segunda desigualdad del punto 1) de la Proposicién [L4T] para
luego considerar el caso g € LP?:92. |

C) Desigualdades de Young-O’Neil en L?? con ¢ = 00

En todos los resultados anteriores hemos estudiado el producto de convo-
lucién de funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz LP'? tal que
l<p< 40yl <qg< 400y el método de demostracion se basaba en
un argumento de densidad de las funciones simples integrables en estos espa-
cios de funciones. Lastimosamente, no es posible aplicar estos argumentos a los
espacios LP>* pues por el Teorema [[L47] las funciones simples integrables no
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son densas en este caso.

Para poder tratar el caso cuando ¢ = +oo necesitaremos razonar de otra
manera y nos inspiraremos en el Teorema [[LT.4] pagina B0, que permite des-
componer las funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz LP*°° como
la suma de funciones que pertenecen a espacios de Lebesgue. En este sentido
tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4.1 Sea (G, Bor(G), p) un grupo topoldgico localmente compacto, uni-
modular, dotado de una medida de Haar o-finita invariante por la izquier-
da y sea f € LP>°(G,Bor(G),u,K) con 1 < p < 4o00. Para un pardmetro
0 < A < 400, definimos la funcién f* por medio de la expresion

iy [F V@A

0 sino,

y definimos la funcién fx por la relacion fr(x) = f(x) — f>(z).

Tenemos la descomposicion f = fAfx ysil < py < p < p1 < +00 entonces
1) la funcién f> pertenece al espacio f € LP*(G, Bor(G), u, K),
2) la funcién fx pertenece al espacio f € LP(G, Bor(G), u, K).

Prueba. La verificacién de estos hechos siguen exactamente las mismas lineas
expuestas para obtener las estimaciones (LI7)) y (II8)) de la pagina B3Il [ |

Notemos que si definimos el conjunto Ay = {z € X :|f(z)| > A}, entonces
se tiene fA = fla, vy fo = flag, de donde se deduce LA < UF)s 1A < If)

Con esta descomposicién, definimos el producto de convolucién entre una
funcién f € LP>°(G, Bor(G),u,K) con 1 < p < +oo y una funcién simple
integrable g por medio de la expresién

fxg=foxg+fixg, (1.88)

en donde se tiene f = fo + f1 y ademds fo € LP°(G, Bor(G), 4, K) y

f1 € LP (G, Bor(G), u,K), con 1 < py < p < p1 < +o0: dado que cada término
estd correctamente definido (ya sea por las desigualdades de Young cldsicas o
por los resultados de la seccién anterior), de esta manera podemos extender el
producto de convolucién f * g en donde g es una funcién simple integrable y f
pertenece al espacio de Lorentz LP>*° con 1 < p < 4o00.

Observemos que por el Lema [[LZT] siempre existen funciones que permiten
obtener esta descomposicién y por el Teorema[[.T.4 este tipo de descomposicién
permite caracterizar a las funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz
LP*> con 1< p < 4o0.

Con esta pequena introduccién, tenemos la siguiente generalizacion de la
Proposicién [L4T1
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Proposicién 1.4.4 Sea (G, Bor(G), ) un grupo topoldgico localmente com-
pacto, unimodular, dotado de una medida de Haar o-finita invariante por la
izquierda. Si f € LP>°(G, Bor(G), 1, K) con 1 < p < 400 y si g es una funcion
simple integrable entonces para todo t > 0 tenemos

+oo
1) frgt)<C (tf**(t)g**(t) +f f*(s)g*(s)ds>,

+o0o
9) frglt) <C / £7()g" (5)ds.
Prueba.

1) Fijemos 0 < A < +oo. Utilizando el Lema [[LZ1] empezamos descompo-
niendo la funcién f como la suma f = f* + fy y por la subaditividad de
la funciéon maximal podemos escribir

(f )™ (&) < (F*+9)" () + (frx 9)"" (1),

y aplicamos en cada una de estas dos partes el resultado de la Proposicion
.41l para obtener

—+o0

(fra)™(t) < C (t(fk)**(tw**(t) + [

t

<fk>*<s>g*<s>ds)
+oo
e (t(fx)**(t)g**(t) v <h>*<s>g*<s>ds)

dado que se tiene (fA)**(t) < f**(t) y (f1)**(t) < f**(t) podemos escribir
+oo
o @ = (e o+ [ 1),

2) El segundo punto sigue las mismas etapas: descomposicién de la funcién
f € LP*> y aplicacién de la Proposicién [LZ1] a cada término de esta
descomposicién. |

Una vez que tenemos todos estos resultados podemos enunciar el siguiente
teorema que es la contra parte del Teorema [[.4.7] cuando los segundos indices
que determinan los espacios de Lorentz pueden tomar el valor +o00 y de esta
forma completamos el Teorema presentado en la pagina [34

Teorema 1.4.8 (Desigualdades de Young-O’Neil -(I1)) Sea (G, Bor(G), )
un grupo topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida
de Haar o-finita invariante por la izquierda y consideremos 1 < p1,ps < 400

y 1< q1,q < 400 cuatro indices reales.

Sean f,g : G — K dos funciones tales que f € LP»1 (G, Bor(G), 1, K) y
g € LP>2 (G, Bor(G), u, K).

1) Si pil—i—p% >1yq=+00,1 < gy < 400, y silos pardmetros p, q verifican
pil + piz =1+ % y 1 < g <q, entonces el producto de convolucion f * g

estd bien definido y pertenece al espacio LP4(G, Bor(G), u, K) y se tiene

If * gllea < Clp,p1,p2)ll fllLer<llgllLesiee-
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2)

3)

Si p%—i—p% >1yl <q <+00,q =400, y silos pardmetros p, q verifican
pil + p% =1+ % y 1< q <gq, entonces el producto de convolucion f *g
estd bien definido, pertenece al espacio LP1(G, Bor(G), u, K) y ademds

If * gllLr.a < Clp,p1, p2)ll fllLrvar gl Lraoe

Si ahora pil + p% > 1y q1 = g2 =400 y si los pardmetros p,q verifican
p% + p% =1+ % y ¢ = 400, entonces el producto de convolucion f x g
estd bien definido, pertenece al espacio LP*°(G, Bor(G), u,K) y tenemos
la desigualdad

If * gllze.es < Clp,p1, p2) | fllor=<llgllLraes.

Observacion 1.14 Noétese que en el teorema anterior, se exige las condiciones
1 < p1,p2 < 400 para los indices que caracterizan los espacios de Lorentz
presentes en la parte derecha de estas desigualdades. Si se desea estudiar el
caso en donde uno de estos dos indices es igual a 1, es necesario aplicar el

Teorema [[LT.5] pagina [34l

Demostracion.

1)

Por las inclusiones entre espacios de Lorentz, tenemos la mayoracion
If *g|lpre < C|f * gllLraz, de manera que podemos suponer sin pérdida
de generalidad ¢ = ¢2. De esta manera, utilizando las desigualdades de la
Proposicion[[LZ 4y retomando los cdculos anteriores tenemos como punto
de partida la desigualdad (IL87), es decir:
oo 1 dt
ol <om [ (@51 00 )5

de donde se obtienen las mayoraciones siguientes
3 @ [t o dt
pq2sup {tpll f**(t)} / (tplz g**(t))Q2—
>0 0 t

PGS ool 1153 g2

a partir de las cuales se deduce el resultado deseado, es decir

IN

1 gl

IN

If * gllea < Cp,p1,p2)ll fllLer<llgllLes.ae.

Notemos que por simetria en los argumentos utilizados, se tiene también
el caso g = +ooy 1 < ¢ < +o0.

Estudiemos el caso g1 = ¢ = ¢ = 400. Por el segundo punto de la
Proposicién [[L4.4] podemos escribir

1 1 JrOO
mwwwws<m[ £ ()9 (5)) ds

L s L s 1 oo -1 _1
< C/|supsrr f*(s) | | supsrz g™ (s) | t» s P1 p2ds,
t

s>0 s>0
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y ahora utilizando la identidad — L — L = —1 — %, tenemos después de

. R p1 P2
evaluar la integral anterior

7 (fx9)" (@) < Cll|Fllpy,c0lllgll]p 005

de donde se obtiene el resultado deseado, es decir:

1 % gllzoe < Clfllon = llgllracs.

D) Casos donde el producto de convolucién esta mal definido.

En las secciones anteriores hemos enunciado una serie de resultados que estu-
dian el producto de convolucién f*g en diferentes situaciones, pero hay algunos
casos que no estan cubiertos y que corresponden a situaciones en donde el pro-
ducto de convolucién estd mal definido.

Algunas de estas situaciones ya fueron mostradas en la pdgina 36, pero es
necesario hacer un estudio mas sistemdtico y mostraremos en el siguiente re-
sultado ejemplos concretos en donde no se puede considerar el producto de
convolucion entre funciones que pertenecen a espacios de Lorentz generales.

Para mayor simplicidad de la exposicién consideraremos como marco de tra-
bajo el espacio R pues estos ejemplos pueden generalizarse sin problema a R™.

Teorema 1.4.9 Sea R dotado de su estructura natural de espacio medido. Sean
1 < p1,p2 < 400 y 1 < q1,q2 < 400 cuatro indices. Si se tienen los casos
siguientes

1 1
1)E+p—2<1,0

1,1 _ g, 1,1
2)p_1+P_271yQ1+Q2<1’

entonces existen funciones f,g: R — R tales que f € LP1% (R, Bor(R), dz, R)
y g € LP2%2 (R, Bor(R),dz,R), pero tales que el producto de convolucidn f * g
estd mal definido, es decir que se tiene f x g(x) = +o00 para casi todo x € R.

Demostracién.
1) Si 1l < p1,p2 < 400 son tales que p% + p% < 1, definimos el pardmetro

a > 1 tal que se tenga « (p% + p%) = 1 y consideremos las funciones

1 si |z <1, 1 si |z <1,
fla) = . y oog(@)= .
|z| "7 si x| > 1, |z| " P2 si|z] > 1.

Un célculo directo muestra sin problema que se tiene || f||Lr1.a0 < +00 y
|| )| Lpz-a2 < +o00 para todo 1 < g1, g2 < +o0.
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Por simetria podemos suponer sin pérdida de generalidad que x > 0 y se
tiene entonces

+oo

frote) = /Rf(x_y)g(y)dyz/ o —y| "7 Jy| e dy

14z

+

/ y~ldy = +o0.
1+x

Y

1,1 _q{yl,1
2) Ahora tenemos ot = ly ot < 1. Para mostrar que el producto de

convolucion esta mal definido tendremos que utilizar las funciones defini-
das con la expresién (LG0) pagina [ En efecto, fijemos dos pardmetros

«, B por las condiciones 0 < @ < q1, 0 < B < 2y 0 < qlia + q2£5 <1,
y consideremos sobre el intervalo ]0, 1] las funciones
1 1
f@)=—¥———— v 9(@)= /———
TPl | 1n(x)| a1 - T P2 | 1n(x)| a2—B8

Por los célculos realizados en la pégina [[9, tenemos que f € LPV% y
g € LP>»% pero se tiene

frgla) = 4f@—wmw@

Hoo TR o _a
> [ ey e — ) () T dy
1+x
Foo 1 1
- / lyl [ In(y)|” 5= s dy = oo
1+x

E) Una aplicacidn: las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Las desigualdades de Sobolev son una herramienta muy poderosa en el anéli-
sis de las ecuaciones en derivadas parciales pues permiten controlar el tamano
de una funcién (medido en términos de espacios de Lebesgue) por medio del
tamano de las derivadas de la misma funcién.

Existen muchas demostraciones de estas desigualdades y en esta seccion va-
mos a presentar unas desigualdades equivalentes, llamadas las desigualdades de
Hardy-Littlewood-Sobolev, en donde los espacios de Lorentz juegan un papel
interesante. En toda esta seccién consideramos el espacio R™ dotado de su es-
tructura natural.

Para enunciar el resultado principal necesitamos una definicién.

Definicién 1.4.1 (Potencial de Riesz) Sea o > 0 un real. Para una fun-
cion medible suficientemente regular f : R™ —— R definimos el potencial de
Riesz de orden a como el operador I, dado por la expresion

flz—y)

I(f)(z) = C(n,a) - Wdy, (1.89)
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en donde C(n,a) > 0 es una constante de normalizacion.

Explicaremos un poco méas adelante el rol jugado por esta constante. Notemos
que la definicién anterior es en realidad muy ambigua y es necesario precisar
lo que se entiende por “suficientemente regular” y en ese sentido tenemos el
resultado a continuacién.

Teorema 1.4.10 (Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev) Sea n
la dimension del espacio R™ y sea 0 < a < 2 un real. 511 < p < q < 400 son
dos indices reales que verifican la relacion

«
— 1.90
. (1.90)

D=
Q|

entonces

1) Si1<p<q< +oo, existe una constante universal C(n,a,p,q) > 0 tal
que para toda funcidn f € LP(R™, Bor(R™), dz,R) se tiene la desigualdad

[a(F)lLar < Cn,a,p, @)l fllLe- (1.91)

2) Sip=1y1l<q<+oo, existe una constante universal C(n,«,q) > 0 tal
que para toda funcion f € L*(R™, Bor(R"),dz,R) se tiene la mayoracion

Mo (H)llzae < Cn, o, )| £l (1.92)

Como vemos con este teorema, tenemos que el potencial de Riesz de orden «
estd bien definido (en el sentido de la norma L?) cuando la funcién a la cual
se lo aplica es suficientemente regular, es decir que pertenece a un espacio de
Lebesgue L*.

Antes de pasar a la demostracion, es importante indicar el rol de la relacién
(T30) entre los indices p, ¢ y a (por simplicidad nos concentramos en el primer
punto del teorema). En efecto si aplicamos el potencial de Riesz I, a la funcién
falz) = f(Ax) con A > 0 en donde f € LP(R™, Bor(R"),dz,R), con un cambio
de variable obtenemos la identidad

L@ = Ca) [ 8Ly yece [ LR

A" o (f) (),

y junto con las propiedades de homogeneidad de los espacios de Lebesgue (ver
también la Proposicién [L23] pdgina M3 tenemos por un lado la identidad
Ialf)ller = A5 La(f)][ar ¥ por otro lado [[falls = A5 ]| f]lzs, de
manera que reemplazando estas expresiones en las desigualdades de Hardy-
Littlewood-Sobolev tenemos:

dz

AT o) par < A5 C(n, 0, 0)|| £l o

Si se tiene % — % > =, entonces reescribimos la estimacién anterior como

n__

AT L (D)l e < C(n,a,q)| £ e
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y al hacer tender A — 400 obtenemos entonces que ||f||L» = 400, contradi-
ciendo el hecho f € LP(R", Bor(R"), dx,R). Si se tiene en cambio 1 — % <z

n’
hacemos tender A — 0 en la expresion anterior para obtener el mismo tipo de

contradiccién.

Gracias a este simple argumento de homogeneidad, vemos que es indispen-
sable tener la relacién (L90) entre los indices p,q y « si se desea obtener las
desigualdades buscadas.

Demostracion. Para empezar observemos que el potencial de Riesz I, se
escribe como un producto de convolucién

Ia(f):Ka*f7

en donde el niicled?d de convolucién estd dado por la funciéon K, = Iml";‘a

En este punto recordamos que las funciones de tipo \x\% pertenecen a los

espacios de Lorentz L"*°(R", Bor(R"), dz,R) cuando r = - (ver la Obser-
vacion [[2] pdgina [I4]). Tenemos entonces:

1) Sil< p<q<+oo, utilizando las desigualdades de Young-O’Neil dadas
en el primer punto del Teorema [[.Z4.8, podemos escribir

Ha(PllLar = [[Ka * fllrar < [Kallpre || fller,

en donde los indices ¢, y p deben verificar 71 +i=1+ %, de esta manera

si r = ~2—, se tiene por un lado ||K4|rr~ < C(n,a,p,q) y por otro
se tiene la relacién (CO0), y obtenemos de esta manera la desigualdad
buscada.

2) En el caso p = 1 no podemos aplicar el Teorema[[.Z.8] (ver la Observacién
[L14), de manera que vamos a utilizar el Teorema [[LT.0] pagina B4 En
efecto, si 1 < ¢ < 400 y por los mismos argumentos anteriores podemos
escribir

[a(f)lLaee = [ Ko * fllLace < CfKal

rre || fller,

en donde esta vez los indices ¢, r verifican 1 < ¢, < +oo y 1 +% =1+ %.
Pero como r = —I— se tiene ||Ky|rr~ < C(n,a,q) y 1 — % = o, de

donde se deduce la mayoracién deseada. |

Tendremos la oportunidad de exponer varias demostraciones de este teorema en
donde diferentes herramientas seran utilizadas. Una ventaja de la demostracién
anterior es que es muy directa pues se basa tnicamente en desigualdades de
convolucién.

Observacién 1.15 Dado que el potencial de Riesz I, es un operador definido
por una convolucion, se tiene inmediatamente que es un operador lineal, es

26Ver también la Seccién 4.5.1 del Volumen 2.
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decir I,(f + g) = I.(f) + I.(g). Entonces, bajo la relacién (L90) entre los
indices p,q y «, con las desigualdades (IL91]) y (L92)), se obtiene que

Iy : LP — TP
es un operador lineal continuo de LP en L?P y que
I,: L' — L9,

es un operador lineal continuo de L' en L%°°. En los capitulos siguientes vere-
mos algunas consecuencias y aplicaciones de estos hechos.

Expliquemos ahora muy rapidamente el rol de la constante de normaliza-
cién que aparece en la férmula (I89). Esta constante estd relacionada con la
transformada de Fourier y se puede demostrar que se tiene la identidad

~

L)) = e~ ©), (1.93)

y la constante C'(n, «) estd calibrada para obtener esta igualdad al nivel de la
variable de Fourier.

* * *

En las lineas que siguen vamos a hacer una pequena digresiéon y explicar cémo
se relacionan las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev con las desigual-
dades de Sobolev usuales. Consideraremos unicamente el caso 1 < p < 4o0.

n
Recordemos que si A = Zé)ﬁj es el operador Laplaciano, entonces para una
j=1
funcién f : R™ — R suficientemente regular se tiene la identidad al nivel de la
variable de Fourier Af(€) = —|€]2f(€), que reescribimos de la siguiente manera

(“A)F(€) = €77 ().

Vemos entonces que las dos derivadas que provienen del operador Laplaciano
(—A) se transforman al nivel de Fourier en la multiplicacién por el peso |£|2.
Ahora, para a > 0, podemos definir (al menos formalmente) la potencia frac-
cionaria a-ésima (—A)2 del operador Laplaciano por medio de la expresion

(—=A)Z£(&) = 11" f (&),

y simétricamente podemos considerar expresiones del tipo

o ~

(“A)"% £(€) = €] F(©).

De esta manera, como se tiene la expresién (L93), tenemos que el potencial
de Riesz de orden «a se puede reescribir de la forma I, = (—A)~%. Nétese
ademas que estas dos féormulas anteriores son muy intuitivas y en particular
nos permiten escribir la identidad

L((-8)3 ) = (~8) 3 (-A)3 f = F. (1.94)
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Con estos preliminares, podemos regresar a las desigualdades de Hardy-Littlewood-
Sobolev (LAI) y si las aplicamos a una funcién f = (—A)?% ¢ tenemos por un
lado

Ha(Hllzar = [Ha((=2)2@)[|Lar < CI(=A) 2 ¢||Lr,
con1<p<q<+oo,0<a<ny%—

(o3

1
q n’
Por otro lado, por las formulas anteriores tenemos

HHa(Hllzar = 1(=8)"F (Hllzer = [(=A)"2(=A) 2@l zar = [l Lar,

de donde se deducen entonces las desigualdades de Sobolev

Teorema 1.4.11 (Desigualdades de Sobolev en espacios de Lorentz)
Sean 1 < p<qg< 400, 0 < a< % tres reales relacionados por la condicion
1

% i 2.8 f : R" — R es una funcién suficientemente regular tal que
(—A)3 f € LP(R™, Bor(R"),dx,R), entonces tenemos la desigualdad

1Fllzar < Cll(=A)% fl|zo. (1.95)

Observacién 1.16 Dado que 1 < p < g < +00, se tiene por el Teorema [[.2.9]
pagina[T7 la inclusién de espacios L%? C L%9, lo que nos permite obtener las
desigualdades de Sobolev clésicas, es decir en donde unicamente intervienen
espacios de Lebesgue:

I fllze < CI(=A)% fllzs. (1.96)

Insistamos en que los cédlculos y las identidades entre las expresiones (L33)
y (L94) que nos han llevado a las desigualdades de Sobolev a partir de las
desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev son puramente formales y para
volverlos rigurosos es necesario desarrollar un poco més de teoria (esencial-
mente relacionada con la transformada de Fourier) que por falta de espacio no
puede ser expuesta en estas paginas. Rogamos al lector consultar los libros [14]
y [27] para el valor exacto de la constante C(n,«) que aparece en la férmula
(CR9) asi como para mayores detalles sobre las desigualdades de Sobolev.

Veamos ahora un ejemplo de aplicaciéon de todos estos resultados.

Teorema 1.4.12 (Desigualdades de Hardy) Sean 1 <p <400 y0 < a <
% dos reales. Si f : R" — R es una funcion suficientemente regqular tal que

(—=A)S f € LP(R™, Bor(R"™), dx,R), entonces tenemos la desigualdad

(/R |f(x)|pd$)% < Ol(=4)% £z

n x|

Demostracién. Empecemos aplicando las desigualdades de Holder dadas en
el Teorema [LAT} pagina [[I5] con a = J& > 1y b= - > 1 (que verifican
% + % = 1), tenemos entonces

/]R @I, < CH

n x|

1
p
red I
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Por la Observacion [[2] pagina[l4] tenemos que la funcién —= pertenece al es-

EI;

pacio L*>(R"™, Bor(R"), dz,R) y por la Proposicién[[LZT1] pagina[73] tenemos
la identidad ||| f[P||s2 = || f]|¥ 55,5+ 10 que nos permite escribir (remplazando b

por el valor —2—)
P
/ g dz < C|If1I” _u
R™ L

n—op
|x|05p n—ap’

P

En este punto, por las relaciones entre los indices «, p y n podemos aplicar las
desigualdades de Sobolev en los espacios de Lorentz (I.9%) para obtener

|f (@)[” p -
| s <CIIY e, < CI2) £,
basta entonces extraer la raiz p-ésima de esta estimacién anterior para obtener
el resultado deseado. |

Observacién 1.17 Es importante notar que la demostracién que acabamos de
presentar para obtener las desigualdades de Hardy se basa en las desigualdades
de Sobolev en los espacios de Lorentz (L35) y que las desigualdades de Sobolev
clasicas ([L36) que hacen intervenir inicamente espacios de Lebesgue no son
suficientes para concluir: esto muestra la utilidad de pasar por los espacios de
Lorentz.

1.5. Dualidad en los espacios de Lorentz L7

En las secciones anteriores hemos estudiado principalmente las propiedades
estructurales de los espacios de Lorentz LP'9 con 0 < p < +o00y 0 < g < 400
v hemos obtenido que todos estos espacios son espacios métricos completos
(ver la Observacién [[LI2], pdgina [[03). Sin embargo, el hecho de disponer de
una estructura de espacio métrico completo no es suficiente para estudiar en
detalle todas las caracteristicas de estos espacios de funciones y, en ciertos ca-
sos, disponemos de més estructura pues por el Teorema [[.3.4] de la pagina [104],
cuando se tienen las condiciones 1 < p < 4oyl <g<+0op=q=1y
p = q = +00, sabemos que los espacios de Lorentz LP'? son espacios de Banach.

Estas dos estructuras que acabamos de mencionar (la de espacio métrico
completo y de espacio de Banach) proporcionan a los espacios de Lorentz de
una topologia inicial o fuerte. Pero considerando todos los resultados expuestos
en el primer capitulo del Volumen 2, sabemos que al estudiar el conjunto de for-
mas lineales (es decir el espacio dual) podemos obtener una sequnda estructura
topoldgica (la topologfa débil) y en caso de disponer de un espacio predual, se
tiene una tercera estructura topolégica (la topologia débil-x).

El hecho de disponer de todas estas estructuras topoldgicas es absolutamente
fundamental en muchisimas aplicaciones y para poder estudiar estas topologias
seguiremos las etapas descritas al final del primer capitulo del Volumen 2, a
saber: establecer una aplicacién bilineal entre los espacios que se desea estu-
diar, verificar su continuidad fuerte, comprobar que se tiene un isomorfismo
y, finalmente, obtener la sobreyectividad de este isomorfismo. De esta manera
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obtendremos la correspondencia buscada entre los espacios de Lorentz y sus
espacios duales.

En todo lo que sigue trabajaremos sobre un espacio medido (X, <7, ) que es
o-finito y cuya medida es no atémica y para mayor claridad en la exposicion
dividimos nuestra presentacién en funcién de los valores de los parametros que
caracterizan los espacios de Lorentz.

Notacién: Si E es un espacio funcional, denotamos por (E', ||-|| g) el espacio
de Banach conformado por todas las formas lineales continuas definidas sobre
E. Si (F,|| -||r) es otro espacio de Banach, notaremos

E'~F

para indicar que estos espacios son equivalentes y que se tiene un isomorfismo

isométrico entre ellos, es decir ||| g = ||| #. Por otro lado, si existen constantes
positivas C1, Cy tales que Cy - || < || - ||z < C2|| - || F, notaremos
E'~F

para indicar que estos espacios son equivalentes y que se tiene un isomorfismo
(no necesariamente isométrico) entre ellos.

Recordemos finalmente que al trabajar con funciones que pertenecen a los
espacios de Lorentz, tenemos que razonar en pu-casi todas partes, y de esta
manera debemos tener en mente que estamos considerando clases de funciones.

1.5.1. Casocuando 0<p<1ly0<qg<+oo.

En el Volumen 2 estudiamos tinicamente la dualidad de los espacios de Le-
besgue LP cuando 1 < p < 400 y ahora vamos a completar este estudio con-
siderando los espacios de Lorentz LP'4 cuando 0 < p < 1 pues sabemos que
cuando p = g se tiene la identificacion de espacios LP'P = LP.

Teorema 1.5.1 Sea (X, <, 1) un espacio medido o-finito y no atdmico. Si los
indices p,q que determinan los espacios de Lorentz LP1(X, o/, u,K) verifican
0 <p<1ly0<q < 4oo, entonces el espacio dual correspondiente estd
reducido al elemento nulo. Dicho de otra manera se tiene

(L7 = {0}.

Demostracién. Sobre el espacio (X, o7, u) consideremos f(z) = Z a;jla,(z)
J=1

una funcién simple integrable en donde los conjuntos (A;)1<;j<n son disjuntos.

Dado que el espacio medido es no atémico, podemos descomponer cada conjun-

to (A4;)1<j<n como la unién de N conjuntos disjuntos (A4;x)1<k<n cada uno
n

de medida +/(A4;) y definimos entonces las funciones f(z) = Z ajla,, (z),
J=1
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N
nétese aqui que se tiene f = ka. Calculemos ahora la cantidad || fx| Lr..

k=1
Dado que todos los conjuntos A; ;, son disjuntos podemos escribir

n
1fellzea = " agllLa; llzea,

j=1

y utilizando la férmula (28)) de la pédgina M0 asi como la definicién de los
conjuntos (A; x)1<k<ny tenemos

n
I fellzra = e

I
N
2=
~——
® /N
N QI
SE k] ——
N——— Ql
Q= t
M: —~
©
o) kS
< N~—
= 8=
N [
<
= I
I 2
z
@‘ SE k]
b N——
q Ql
h: N
s 2|~
=
—
o
<
——
k]

Supongamos ahora que 7" es una forma lineal continua definida sobre el espacio
LP9(X, o/, u,K) y si evaluamos T en la funcién f anterior obtenemos

N N
T <D ITS) < Nl wray D I felzea < ITlpray N7 | fllzea,
k=1 k=1

si hacemos ahora tender N — +00, como 0 < p < 1, se tiene que la parte de la
derecha de la estimacion anterior tiende a 0, de donde se deduce que T"= 0. De
esta manera vemos que el conjunto de formas lineales definidas sobre el espacio
de Lorentz LP'? cuando 0 < p < 1y 0 < ¢ < +00 estd reducido al elemento 0,
lo que termina la demostracion del teorema. |

Es interesante notar aqui el rol preponderante del primer indice p que carac-
teriza a los espacios de Lorentz LP'?: una vez que se tiene 0 < p < 1 entonces
el espacio dual (LP?)" estd reducido al elemento cero sin importar el valor del
segundo indice ¢q. En particular, como hemos dicho en la pagina anterior, al te-
ner la identificacién de espacios LPP = LP el espacio dual (LP)" de este espacio
de Lebesgue también estd reducido al elemento cero.

1.5.2. Casocuandop=1y0<qg<+o0.

En esta situacion, y contrariamente al caso anterior, vamos a ver que el
segundo pardmetro juega un rol interesante pues dependiendo de sus valores
obtendremos un comportamiento completamente diferente y por esta razén
necesitamos descomponer nuestra exposicion en funcién de los valores de este
segundo pardmetro g que caracteriza los espacios de Lorentz.

A) Casocuandop=1y0<g<1.

Teorema 1.5.2 Sea (X, o, 1) un espacio medido o-finito y no atémico. Si los
indices p,q que determinan los espacios de Lorentz LP1(X, o, u,K) verifican
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p=1y0<q<1, entonces el espacio dual correspondiente se identifica con el
espacio de Lebesgue L (X, o, 11, K), es decir que se tiene

(LYY ~ L.

Demostracion. Recordemos que el caso p = g = 1 corresponde con el espacio
de Lebesgue L' que ya ha sido tratado en el Volumen 2, de manera que nos
concentramos el caso cuando 0 < g < 1. Consideremos la siguiente aplicacién:

(- )praxpe : LYIX L® — K (1.97)
(f.g) — / F(@)g(@)dp(z).
X

Por las propiedades de la integral de Lebesgue, vemos sin problema que la
aplicacion (-, -)p1.ax~ es una forma bilineal.

1) Continuidad fuerte. Recordemos que por el Teorema [[2.9 pagina [77] se
tiene la inclusién LY¢ C L!'. Empecemos considerando f una funcién
simple y ¢g una funcién que pertenece al espacio L°°. Tenemos entonces
la estimacién

U, @) pmarcim | = \ [ sst@antz)

<N fllerllglizee <N fllzrallglize,

que se generaliza por densidad a todo el espacio L19(X, o7, u, K) y obte-
nemos de esta manera que para toda funcién g € L>=°(X, o7, u, K) pode-
mos construir formas lineales continuas sobre el espacio L!*? utilizando
la expresion

T,: LY(X, o, u,K) — K (1.98)
fo—= B = [ @),

pues se tiene [Ty (f)| < Cr, || f||£1.4, en donde Cr, = ||g||L-

2) Isomorfismo. Verifiquemos que la funcional T, definida por medio de la ex-
presién (LI8) y la funcién g € L (X, o, u, K) proporcionan informacién
equivalente. Sabemos por los calculos anteriores que para toda funciéon
f € LY(X, o, 1K) se tiene la estimacion |T,(f)| < |lgllze|fllz1.qa, de
donde se deduce [|Tg||(pray = sup [To(f)] < [lgllpo-

lfllpra<1

Para la desigualdad reciproca procedemos de la siguiente manera: sea
g € L=(X, o, 1u,K), sea € > 0 un real arbitrario y consideremos el con-
junto {x € X : |g(z)| > |lgllz=~ — €} que no es, por construccidn, de
p-medida nula. Existe entonces un conjunto A de p-medida finita y tal
que el conjunto

B=An{zeX :|g()] > g~ e},

sea de medida finita. Definimos ahora la funcién f(z) = sign(g)(z)1p(x)
y se tiene que esta funcién pertenece al espacio L19 pues |f(x)|
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1
q

entonces || f||p1a < [|[1g|pre = (%) w(B) < 4o0.

Si calculamos T,(f) tenemos:

70 = [ (F@s@) seine = [ @@
(lglle — &) u(B),

de donde se obtiene, al ser todas estas cantidades positivas, la mayoracion
|To(f)] = (llgllze — €) u(B). Por otro lado, por los célculos anteriores

1
tenemos Ty (£)] < I Tyllzray | Fllzra = (£) ITyllzrayu(B), a partir de
lo cual podemos escribir

Y

1)\ ¢
o=~ < (7)) 1Tl ey

Finalmente, como el real € > 0 era arbitrario se obtiene la equivalencia
buscada.

Sobreyectividad. Debemos ahora verificar que toda forma lineal continua
T definida sobre el espacio L7 se puede representar por medio de la
expresién (LO8) en donde g € L.

Consideremos por un momento que la medida total del conjunto X es
finita, entonces si T' € (LP'?)" es una forma lineal continua, podemos con-
siderar la aplicacién v(A) = T(14), para todo A € /. Por el Teorema
[L28 de convergencia dominada en los espacios de Lorentz, si (Ap)nen

es una sucesion de conjuntos medibles disjuntos tales que A = U eNA"’
n

podemos escribir (recordar que todos estos conjuntos son de medida fini-

ta):
La= a4,

neN

= ()7
Ll.a

lim
n—-+oo

de donde se deduce, por la continuidad de la forma lineal T la identidad
T(1a)=> 1a,,
neN

que se transmite a la aplicacién v y que nos proporciona la propiedad de
o-aditividad para v. Como se tiene

1
(A < Tl wrayl[Lallrs = C DT (zrway p(A) 7,

deducimos sin problema que la medida v es absolutamente continua (ver
la Definicién 2.2.2 del Volumen 2) con respecto a la medida p y podemos
entonces aplicar el Teorema de Radon-Nikodym (ver el Teorema 2.2.2 del
Volumen 2), para obtener una funcién integrable g : X — K tal que

o(A) = T(14) = / 1ag(@)dp(a).

X
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Vamos a verificar que esta funcién g pertenece al espacio L™ (X, o, u, K)
y para todo m > 1 consideramos ahora los conjuntos E, = {z € X :
lg(x)] < n}, de manera que las funciones g(x)1 g, son funciones acotadas
que pertenecen al espacio L>®°(X, 7, u,K) pues hemos supuesto que la
medida p es finita. Ahora si A € & y si f = 14, entonces podemos
escribir

T(flg,) / f(x)g(x)lg, du(x).

Por linealidad y continuidad de la aplicacion Ty utilizando el hecho que
las funciones simples son densas en el espacio L1'9(X, <7, i, K) podemos
generalizar la expresién anterior a toda funcién L19(X, o7, i, K). Ahora,
por el isomorfismo verificado en el punto 2) anterior tenemos la estimacién

1 1
q
gL, ||~ < (5) 1Tl gy

y a partir de esta estimacion uniforme, aplicando el Lema 3.2.2 del Volu-
men 2, se obtiene que la funcién g es acotada.

Este procedimiento se generaliza sin mayor problema al caso de un espa-
cio medido o-finito: basta considerar una sucesion de conjuntos medibles
disjuntos (B )nen de p-medida finita tales que X = (J, oy Bn y aplicar
por separado los puntos anteriores a cada conjunto B,, para luego recom-
poner todo el espacio X. De esta manera se obtiene que toda forma lineal
T definida sobre el espacio de Lorentz LY9(X, .7, 1, K) se escribe de la

forma T'(f) = / f(z)g(x)du(z) en donde g es una funcién que pertenece
X
al espacio L (X, 7, u, K). [ ]

Observacién 1.18 Con este resultado podemos ver que el espacio L™ posee
muchos espacios pre-duales.

B) Caso cuando p=1y 1< ¢ < +o0.

En claro contraste con la seccién anterior, en este caso el espacio dual del es-
pacio de Lorentz L7 tiene un comportamiento completamente diferente como
nos lo indica el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3 Sea (X, <7, 1) un espacio medido o-finito y no atdmico. Si los
indices p,q que determinan los espacios de Lorentz LP9(X, o/, u,K) verifican
p=1y1l<q< 400, entonces su espacio dual topoldgico estd reducido al
elemento cero. Es decir

(L) = {o}.

Demostracion. Supongamos que 7" es una forma lineal continua definida sobre
el espacio LY9(X, .o, 1, K) con 1 < ¢ < +00. Lo primero que vamos a hacer es
representar esta forma lineal continua por medio de una integral. Procediendo
como en el punto 3) de la demostracién del Teoremall.5.2] (es decir, empezando
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considerando que la medida total p(X) es finita y usando la hipdtesis de o-
finitud, para luego pasar al caso de espacios generales), podemos definir una
nueva medida por medio de la expresién v¥(A) = T(14), para todo A € & y
como se tienen las mayoraciones

1
(A < Tl LrayllLallzea = Cp, DT Ly n(A)7,

deducimos sin problema que la medida v es absolutamente continua (ver la
Definicién 2.2.2 del Volumen 2) con respecto a la medida p. Podemos entonces
aplicar el Teorema de Radon-Nikodym (ver el Teorema 2.2.2 del Volumen 2),
para obtener una funcién integrable g : X — K tal que

o(A) = T(14) = /X 1 ag(x)dp(z).

La linealidad de esta expresiéon permite considerar una expresién del tipo

T(f) = /X f(@)g(@)dp(z),

en donde f es una funcién simple integrable. Finalmente, por la continuidad de
la aplicacién T' y por densidad de las funciones simples integrables, obtenemos
que toda aplicacién lineal continua T se escribe de esta forma.

Una vez que hemos obtenido esta caracterizacion de las formas lineales conti-
nuas, vamos a demostrar que la funcién g que interviene en la expresién anterior
es necesariamente nula. En efecto, supongamos que esta funcién g es tal que
lg(z)| > & > 0 sobre un conjunto medible Ay, tal que 0 < u(Ag) < +o00. Consi-
deremos entonces la funcién f por medio de la f6rmula f(x) = sign(g)1a,h(z),
en donde h(x) > 0 es una funcién medible. Tenemos por un lado

- / l9(2) () dp(z)
Ap

() } [ St hi)g(wiuta)

Y

3 [ I@lduta) = s
mientras que por otro lado tenemos

ITHN <N wray | llzrve = 1T zray Al Lracao),

y a partir de estas estimaciones obtenemos

1Bl ag) < 8 HIT |l (zray 1Bl L1aag)s

pero dado que estamos trabajando en un espacio no atémico y que consideramos
el rango de valores 1 < ¢ < 400, entonces se tiene la inclusion de espacios
L' ¢ LY demostrada en el Teorema [[2.9, de la pagina [[7, de manera que
no se puede tener en toda generalidad la desigualdad anterior, a menos que
| T||(1.0) sea idénticamente nula. |
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C) Caso cuando p =1y g = +o0.

En esta situacién tenemos el resultado siguiente.

Teorema 1.5.4 Sea (X, o7, 1) un espacio medido o-finito y no atémico. Si los
indices p,q que determinan los espacios de Lorentz LP9(X, of | u,K) verifican
p=11yq=+o0, entonces su espacio dual topolégico (L*'°°)" no es trivial. Es
decir

(LMY # {0}

Demostracién. La verificacién de este hecho se basa en el Lema 1.2.3 y la Pro-
posicién 1.2.1 del Volumen 2 que nos aseguran lo siguiente: Si E es un espacio
vectorial separado dotado de una estructura topoldgica inicial, si g € E es un
vector y si p es una semi-norma definida sobre E que es continua con respecto
a esta estructura inicial, entonces existe una forma lineal continua 7' € E’ tal

que T'(xg) # 0.

De esta manera es suficiente exhibir una semi-norma continua con respecto
a la estructura topoldgica inicial del espacio L1'> para obtener la existencia
(lo cual es en realidad una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach) de una
forma lineal continua que no es trivial.

Empezamos considerando el espacio de Lorentz definido sobre el intervalo
[0, +00[: LY*°([0, +00], Bor ([0, +0o0]), dz, K). Dado que este espacio es resonan-

te, tenemos por la Proposicién [[L3.4] pagina [@2] la caracterizacién siguiente de
la funcién maximal

0= sw (ﬁ / |f<x>|’“du<x>) "

En particular, si consideramos ¢ < 1 tenemos para dos funciones medibles f, g

la desigualdad
(o [ |f+g|1—fdu)ﬁ < o (g | |f|1—tdu)ﬁ
1(A) Ja - 1(A) Ja

) .
+|—= / g Hdu) 7
(st
de donde se deduce la mayoracion

(f +9)3%,(8) < 27 [£17,() + g1, (1)]

y entonces tenemos

z 2 *k
%g%t (f +9)12:(t)

IN

t
1/ QT 2 pEx 2 x*
fm2t [t JiZ(t) +t gl—t(tﬂ ;
< th_f% t2f1*it(t) + }1_% t29ﬁt(t)-
De esta manera, si consideramos la funcional Ny definida por medio de la

expresion
No(f) = lim £2/7,(),
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observamos que se tiene la desigualdad triangular No(f + ¢) < No(f) + No(g).
Ademsds si A € K, tenemos por el punto 2) de la Proposicién [L31] pagina [R9]
la propiedad de homogeneidad

No(Af) = lim 1A £7%,(1) = [\INo ),

de manera que obtenemos que la funcional Ny es una semi-norma. En particu-
lar, gracias a la férmula ([L64]), pdgina B8 que calcula f* cuando f = 14 es
una funcién indicatriz de un conjunto medible A, vemos sin mayor problema
que se tiene No(1 4) = 0. Observemos ademés que esta semi-norma no es trivial
puesto que se tiene No(1/z) = 1.

Lo tnico que queda por verificar es que esta semi-norma es continua con

respecto a la estructura inicial del espacio L1'*°, caracterizada por la funcional
| - ||z1.0c. Para ello notamos que se tienen las estimaciones

s = e (4 [ o)

* 1 ! —
i;lpo){sf (5)} 2 (2/0 st 1ds)

I Fllpreot™ T,

1
-t

IN

IN

de manera que se tiene
7. *k , [
No(f) = lim £ f7%,(t) < M ¢ = || fll proe = || ]l 1,
t—0 t—0

de donde deducimos que la semi-norma Ny es continua con respecto a la fun-
cional || - || p1.« que determina la topologia inicial del espacio de Lorentz L1:>°
y a partir de este hecho obtenemos la existencia de una forma lineal continua
no trivial definida sobre el espacio L'*°([0, +oc[, Bor ([0, +o0[), dz, K).

El caso de un espacio medido o-finito (X, 7, u) general sigue esencialmente
los mismos pasos y son dejados al lector en el Ejercicio [LT16] |

Es necesario hacer aquf la siguiente observacién: sabemos que (L*9)" = {0}
paratodo 1 < ¢ < +o0o y dado que se tiene la inclusién de espacios L9 ¢ L1,
con 1 < g < 400, entonces toda forma lineal continua definida sobre el espacio
LY>°(X, o/, 1, K) se anula sobre las funciones simples.

Notemos finalmente que, si bien el espacio dual del espacio LY*°(X, .o, u, K)
no es trivial (no estd reducido al elmento cero), no estamos en capacidad de
dar una caracterizacién simple de este espacio dual.

1.5.3. Casocuando 1 <p<+o0y0<qg<+o0.

De la misma manera que en toda la seccién anterior, es necesario descom-
poner nuestra exposicion en funcién de los valores del segundo pardmetro g,
pues veremos que obtenemos resultados diferentes que conviene presentar por
separado.
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A) Caso cuando 1 <p< +ooy 0<¢g<1.

Teorema 1.5.5 Sea (X, <7, 1) un espacio medido o-finito y no atdmico. Si los
pardametros reales p,q verifican 1 < p < +o0o0 y 0 < g < 1, entonces el espacio
dual topoldgico del espacio de Lorentz LP4(X, o7, u,K) es isomorfo al espacio
de Lorentz L”/"’O(X,;af, w, K) donde %—i— % = 1. Dicho de otra manera se tiene
la identificacion

(LP9)" ~ [P,

Demostracion. Consideremos la aplicacion bilineal siguiente entre los espacios
Lrty P 0.

<'7 '>Lp,q><Lp’,oo D LD x Lp’,oo — K
(f9) / F(@)g(@)du(z),
X

y apliquemos el programa usual para estudiar la dualidad.

1) Continuidad fuerte. Si f € LP9(X, o/, u,K) y si g € LP/VOO(X,W,;L,K)

tenemos la mayoracién
0| < [ @la@dn(o)
y por el Teorema de Hardy-Littlewood [[.2.3] pagina (9], tenemos

+oo
2 9) o] < /X F@)llg@)ldu(z) < / ()" (t)dt,

y como se tiene la relacién % + % = 1, podemos escribir

T 1t dE
fomaar=l < [ BPO5T0OF
0
too dt
< sup{tﬁg*(t)}/ t%f*(t)—
t>0 0 t
< Alglliger sl f e,

pero dado que se tiene la inclusién de espacios LP¢ C LP'! para todo
0 < q <1, se tiene la desigualdad

|<fa g>LP,q><Lp’,oo| < C"g||LP'vw|‘f|‘LPfqa

de donde se deduce la continuidad fuerte de esta aplicacién bilineal. De es-
ta manera podemos construir, a partir de toda funcién g € LP (X, o7, 1, K),
una forma lineal continua T, por medio de la expresién

T,(f) = /X f(@)g(@)du(z).

2) Isomorfismo. Necesitamos verificar que los objetos g € LPIVOO(X, o 1, K)
y Ty determinan el mismo tipo de informacién. Sabemos que se tiene
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siempre [Ty (f)| < | Tyll(r-ay || fllLr.a, pero también tenemos la desigual-
dad |T4(f)| < Cllgll Lo’ || f|| r-a, de donde por definicién de la norma de
una forma lineal continua se obtiene ||Tyl(r.a)y < Cllg|l1pr00-

Para obtener la desigualdad reciproca consideremos una funciéon g €
LPI’OO(X,,Q%,M,K), entonces, para un cierto pardmetro 0 < 8 < 400
tal que dy(8) < 400, definimos la funcién fs(x) = sign(g)lig>py v se
tiene fg € LP9(X, o/, u,K): en efecto, por un célculo directo podemos
escribir

dg(B) si0<a<l,
df/s(a) =

0 sino,

de donde tenemos, utilizando la primera definicién de los espacios de
Lorentz dada con la expresién (L25) de la pagina

pi </O+°° (adfﬁ(a)%)q%>q = pu </01aq1 dg(ﬂ)%da>q

= C(p.q) dg(B)7 < +oo.

176l Lr-a

De esta manera tenemos la mayoracion

1
To(fo)l < NTyllzray | fsllzra = C, N Tgll(Lr.aydg(B) -

Ahora, por otro lado tenemos

Ty (f5)]

‘/X To(@)g(@)du(z)| = ‘/X sign(g)l{jg>p9(x)du(z)

[ 5@ mrda(a)| 2 8 [ 110yt
X X

> Bdg(B).

Juntando las dos estimaciones (por arriba y por abajo) que acabamos
de obtener en las expresiones anteriores de la cantidad |T,(f3)| podemos
escribir

1
Bdy(B) < |Ty(fp)l < Cp, DN Tgll(Lr0) dg(B) 7
de donde se deduce la mayoracién
1

Bdg(B)»" < C(p, )| Tyll(Lray

es decir ||g[l;p0c < C(p,q)||Tyll(Lray vy de esta manera se obtiene el

isomorfismo buscado.

Sobreyectividad. Verifiquemos ahora que toda forma lineal continua defi-
nida sobre el espacio de Lorentz LP'? puede representarse por medio de
la expresion

T(f) = /X f(@)g(@)du(z),
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para alguna funcién g € L”l"X’(X , o, 11, K). Empezamos suponiendo que
la medida del conjunto X es finita y con los mismos argumentos utiliza-
dos anteriormente (es decir, o-finitud del espacio (X, <7, u), continuidad
de la aplicacién Ty teorema de convergencia dominada), al definir una
aplicacién de conjuntos v por medio de la expresién v(A) = T(14) se
obtiene una medida. Como ademds se tiene la mayoracion

1
(A < T [l zray Lallzes = C, OIT | (Lr.ay n(A) 7,

obtenemos que la medida v es absolutamente continua con respecto a
la medida p. Podemos entonces aplicar el Teorema de Radon-Nikodym,
para obtener una funcién integrable g : X — K tal que

o(A) = T(14) = /X 1 ag(x)dp(z).

La linealidad de esta expresion permite considerar una expresién del tipo

5= /X f(@)g(@)dp(z),

en donde f es una funcién simple integrable. Si definimos ahora el con-
junto E, = {x € X : |g(x)| < n}, tenemos que la funcién g1 g, es acotada
y pertenece al espacio de Lorentz Lpl’OO(X, o, 1, K) puesto que estamos
trabajando sobre un conjunto de medida finita. Si consideramos ahora

T(f1g,) / f(x)g(x) g, du(x), tenemos la estimacién

T(f1E,)

pero por el punto 2) anterior sabemos que se tiene la desigualdad uniforme

< | fllzrallgle,

Lp’,00y

l91E, |l 1o < Cp, Q)T (Lroay

de manera que por el Lema de Fatou (ver el Teorema [[.2.7] pagina [T5]),
obtenemos que la funcién g pertenece al espacio L”/’OO(X , <, 1, K). Por la
continuidad de la forma lineal Ty por densidad de las funciones simples
integrables en el espacio L?9(X, &, u, K), se deduce la representacion in-
tegral deseada para la aplicacién T'.

El caso de un espacio medido o-finito general se deduce de manera to-
talmente similar: efecto, gracias a la hipdtesis de o-finitud tenemos que
el conjunto X se descompone como X = U X,, en donde cada conjunto

neN
X, es de p-medida finita y entonces es posible aplicar el razonamiento

anterior a cada uno de estos conjuntos. |
B) Caso cuando 1 < p< +o0y 1< ¢ < +oc.

En esta situacién es la que posee el mayo nimero de propiedades como vamos
a verlo en las paginas que siguen.
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Teorema 1.5.6 (Dualidad) Sea (X, %7, 1) un espacio medido o-finito y no
atomico. Si los pardmetros reales p, q verifican 1 < p < +o00 y 1 < q¢ < 400, y
si los indices p', q' verifican las relaciones

1 1 1 1

-+—==1 Yy -+ —==1,

p p qa q
entonces el espacio dual topoldgico del espacio de Lorentz LP9(X, o, u, K) es
isomorfo al espacio de Lorentz LP 7 (X, o/, u,K). Dicho de otra manera se

tiene la identificacion
(prq)’ ~ P

Demostracion. Notemos que si p = ¢, entonces 1 < p < +00 y se tiene la
identificacion de espacios LP'P = LP, ademas por el Teorema 3.1.1 del Volumen
2 sabemos que se tiene la relacién de dualidad (L?)" ~ LP" con % + z% =1,de
manera que podemos concentrarnos tnicamente en el caso p # q.

Supongamos pues que se tiene 1 < p,q < 400 con p # ¢q y consideremos la
siguiente aplicacién:
(oY pmaspona t LPIX LV — K (1.99)
(fo) [ J@gledn(o)
X
Por las propiedades de la integral de Lebesgue, vemos sin problema que la
aplicacion (-, ) p.ax /.o €S una forma bilineal.

1) Continuidad fuerte. Tenemos, utilizando el Teorema de Hardy-Littlewood
(ver el Teorema [[.2:3 pagina[B9]) y la estimacién f* < f** (ver la Propo-

sicién pégina [O1)):
f,9) praxrea| = ‘/Xf(x)g(x)du(x) < le($)||g($)|du(fc)
+o0 Foo
< [ roewas [ rweoa

de manera que utilizando la relacién % + % = 1 podemos escribir

e L1 psex L ax dt
|<fag>LP,q><Lp’,q’|§ tpf (t)tplg (t)_a
t
0
y como % + % = 1, podemos aplicar la desigualdad de Holder usual

(pero con respecto a la medida %) en la integral anterior para obtener la

mayoracién
([ erors)
x </O+OO (tﬁg**(t))(/ %) ’

1.l gl a

IN

|<fa 9>Lz>wq < Lp' |

IN
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de donde se obtiene sin problema que esta aplicacién bilineal es continua.

Gracias a este resultado, podemos definir formas lineales sobre los espa-

cios de Lorentz LP9(X, o/, u,K) de la siguiente manera: si g es una fun-
.z . . o

cién cualquiera que pertenece al espacio LP 9 (X, o7, 11, K) con % + z% =1

y % + % = 1, construimos una aplicacién Ty por medio de la expresién

T,: LP(X, o, 11,K) — K (1.100)
e T, = /X f(@)g(@)dp(z),

vemos entonces sin ningtn problema que esta aplicacién Ty es lineal y
que es continua pues |Ty(f)| < Cr,|||f]l],,, en donde Cr, = ||[g|||p/,q¢'-

p,q’

Por medio de esta aplicacién Ty definida en (I.I00) vemos que todo ele-

mento g € L' (X, o, u, K) permite construir una forma lineal continua
sobre el espacio de Lorentz LP9(X, o7, u,K), de esta manera si notamos

F={T,: L" —K:ge LV},
entonces se tiene F' C (LP?)’.

2) Isomorfismo. Mostremos ahora que la forma lineal T y la funcién g pue-
den ser identificadas en el sentido que describen una informacién equiva-
lente. Por los cédlculos anteriores tenemos

ITollwray = sup |To(N) <l lllpalllglllpa
1f11p,q<1

lglllp.ars

IN

asi que nos concentramos en estudiar la estimacion reciproca.

Para ello consideramos g una funcién que pertenece al espacio L' (X, o, 1, K)
y sea la funcion f definida por medio de la expresion

70 = / g a8 (1.101)

t S

nétese que esta funcion f* es continua por la derecha, decreciente y
ademds f € LP4(X, o/, 1, K): en efecto

+oo %

([t

O t

/+Oo /+Oo Y. AN %
; i s g (s " e ,

aplicando la desigualdad de Hardy (I.69) dada en la pagina [0 tenemos

T (Z—1)q e \(d—1)g_0S ‘
[fllra < C s g (s) -z

S P

1fllzo.a
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y recordando que se tienen las relaciones %—i— % =

anterior se reescribe como

%—i— % =1, la estimacién

-1
Foo i rds LIT 1
lwese ([T sFaer L) T ~clol <.

de donde se obtiene que f € LP9(X, o7, u, K).

Recordemos ahora que por construccién tenemos que la forma lineal T},
estd dada por la integral (II00) y para toda funcién f € LP9(X, o7, u, K)
se tiene la mayoracion

\ | £@a@)dn)| = 11,01 < 1Ty noy 1o

Notese que esta estimacién es uniforme con respecto a toda funcién f que
es equidistribuida con f y se tiene entonces

sup

) < Tl zr-oy £ 11lp.g>
f:df=df

/X F(@)g()du(z)

ahora, dado que estamos trabajando sobre un espacio medido no atémico
o-finito, sabemos por el Teorema[l.2.5] paginal69, que se trata de un espa-
cio resonante y por la Observacion pagina [61] tenemos la mayoraciéon
general

+oo N
/ FHg Mt = sup / F(@)g(x)dp(z)
O f:df":df X

[ Tyllczrway 11 11]p.as

de manera que si consideramos en esta desigualdad la funcién f definida
en la expresion (LI0T) tenemos

IN

+oo +oo "—;71 . q’—1d5 . q—1
| , ST g*(s) ~ g ()dt < O[Ty (zrayllgll] g (1.102)

Estudiamos ahora la parte de la izquierda de esta estimacién y tenemos

/ g a = / ” < / ” g()d—) g ()t

2

—+oo t q_,_ , d
/ ( / g7 (s)0 1—S> g (t)dt,
0 1 S

2

Y

y dado que la funcién g* es decreciente podemos escribir

+oo +oo , t o 1ds
/ frt)g*(t)dt > / gttt < s d—) g*(t)dt
0 0

S
Cllgll

Lo’

m\w\

Y
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Con esta estimacién volvemos a la desigualdad (II02) y tenemos

+oo
CHQHL? ,a’ _/O f*( ) ( dt < C”T H(LP )’ HgHLp’ )

es decir
C”gHLP”q/ § ||Tg||(Lp,q)/,

y esto muestra que la informacién dada por la funcién g € L' (X, o, 1, K)
y la forma lineal T es equivalente.

3) Sobreyectividad. Lo tinico que queda por verificar es que toda forma lineal
continua definida sobre LP9(X, o7, u,K) puede representarse por medio

de la expresién (LI00).

Empecemos suponiendo que se tiene pu(X) < +oo. Utilizando los mismos
argumentos utilizados en los Teoremas y [LEE si T es una forma
lineal continua definida sobre el espacio LP%(X, o7, u, K), podemos definir
una medida por medio de la expresién v(A) = T(14), para todo A € &
y como se tiene

(A < T [lzroy [Lallzea = C, OIT | (Lr.ay n(A)7,

deducimos que la medida v es absolutamente continua con respecto a la
medida pu, entonces aplicando el Teorema de Radon-Nikodym obtenemos
una funcién integrable g : X — K tal que

o(A) = T(14) = /X 1 ag(x)dp(z).

La linealidad de esta expresion permite considerar una expresién del tipo

1= /X f(@)g(@)dp(z),

en donde f es una funcién simple integrable.

Mostremos ahora que la funcién g anterior pertenece al espacio de Lo-
rentz LP 7 (X, o, 1, K). Consideremos pues el conjunto E,, = {z € X :
lg(x)] < n}, tenemos entonces que la funcién glg, es acotada y per-
tenece al espacio de Lorentz ' (X, o, 1, K) puesto que estamos tra-
bajando sobre un conjunto X de medida finita. Si consideramos ahora

T(f1g,) = / f(x)g(x) g, du(x), tenemos la estimacién
p's

T(flg,)

pero por el punto 2) anterior sabemos que se tiene la desigualdad uniforme

< fllzrallgle,

Lo’

1918, [l Lo < Cps DT [l (Lray s

de manera que por el Lema de Fatou (ver el Teorema [[.277] pagina [75]),
obtenemos que la funcién g pertenece al espacio LP 7 (X, o7, u, K). Por la
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continuidad de la forma lineal Ty por densidad de las funciones simples
integrables en el espacio LP4(X, &7, u, K), se deduce la representacién in-
tegral deseada para la aplicaciéon T'. Por la continuidad de la aplicacion
T y por densidad de las funciones simples integrables, obtenemos que se
tiene esta representacién para toda funcién f € LP9(X, o/, 4, K) y para
toda aplicacién lineal continua T' € (LP+7)’.

Si la medida del conjunto X no es finita, utilizamos la hipétesis de o-
finitud para poder razonar localmente sobre conjuntos de medida finita
que recubren todo el espacio X y obtener de esta manera funciones g,
que proporcionan (localmente) la representacién integral deseada. Ahora,
dado que se tiene la estimacién uniforme ||gn || < C(0, OIT || (Lroay,
podemos reconstruir todo el espacio X y obtener de esta manera una
funcién g € ' (X, o, 1, K) que nos permite escribir, para toda funcién
feLriX, o, u K) la expresion integral buscada. |

Una vez que hemos identificado el espacio dual de estos espacios de Lorentz
LP9(X, o, u,K), tenemos una serie de corolarios interesantes que se deducen
directamente a partir de toda la teoria desarrollada en el primer capitulo del
Volumen 2.

En particular tenemos los dos resultados a continuacion.

Corolario 1.5.1 (Reflexividad) Sea (X, <7, 1) un espacio medido o-finito y
no atomico. Si los pardmetros reales p,q verifican 1 < p < 400 y 1 < ¢ < 400,
y si p',q" verifican las relaciones

+ / + /
p P q q
entonces los espacios de Lorentz LP1(X, of , i, K) son reflexivos.

Este resultado es inmediato por las relaciones entre los indices que caracteri-
zan los espacios de Lorentz, y obtenemos entonces que es posible identificar el
espacio de Lorentz LP:? con su espacio bidual (L??)”. Una consecuencia im-
portante de esta identificacion es que la topologia débil y débil-* coinciden y
de esta manera tenemos a nuestra disposicion todos los resultados expuestos
en la Seccion 1.4.3 del Volumen 2.

Finalmente, presentamos una cuarta forma de definir a los espacios de Lo-
rentz: en efecto, utilizando la dualidad tenemos:

Corolario 1.5.2 Sea (X, o/, 1) un espacio medido o-finito y no atémico. Si

1 <p,qg< 400 ysi I—l) + 1% = % + % =1, entonces tenemos la caracterizacion
siguiente:
D flra = sw | [ f@g@da(o)|
llgll pr g <11V X

2) simétricamente se tiene ||g|| ;.o =  sup
Ifllzp.a<1

/X F(@)g()du(x)
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C) Caso cuando 1 < p < 400 y g = +00.

A la luz de los teoremas anteriores, se puede pensar que se tiene la relacién
de dualidad (LP*°)" ~ LP-! en donde % + i = 1. Sin embargo tenemos el
resultado siguiente.

Teorema 1.5.7 Sea (X, o, u) un espacio medido o-finito y no atdmico. Sil <
p,p’ < 400 son dos pardmetros que verifican % + i =1 entonces no se puede
identificar el espacio dual (LP**°) con el espacio de Lorentz Lplvl(X, o, 1, K).

Dicho de otra manera se tiene
(L) IS

Demostracién. Por simplicidad, trabajaremos sobre el conjunto X = [0, +-00]
dotado de su estructura de espacio medido natural. Sea ahora A un intervalo
tal que 0 < |A| < 400 y para una funcién f € LP*°(X, o7, u,K) definimos la
funcional )
N(f) = limsup £ (F14)57,_ ():
t—0
Sio<t<1-— %, entonces 1 < p(1 —t) y por el Corolario [[31] pagina [03 se

*
P
dos funciones que pertenecen al espacio LP*°(X, o7, u, K) se tiene

N(f+g) < N(f)+ N(g),

tiene que la cantidad t (fla) ?1—1:) (t) es subaditiva, de manera que si f, g son

nétese ademds que por el segundo punto de la Proposicién [[3I] pagina [B9 se
tiene para todo A € K la identidad N(Af) = |A|N(f) y gracias a estas dos pro-
piedades tenemos que la funcional N definida sobre el espacio LP** (X, o7, u, K)
es una semi-norma. Verifiquemos ahora que esta semi-norma es continua con
respecto a la topologia inicial de este espacio de Lorentz. En efecto, por defini-
cién de funcién maximal y por la defincién de la funcional || - || Lr.« dada en la

férmula (L54), pagina[70] se tiene

(% /Ot((f]lA(s))*)p(l—t) ds)ﬁ

(3 [ werea) o

1 2 (1 [t Ee
< sup{s? f*(s)} tr (—/ s(lt)ds)
0

5>0 t

SIS

E(fla)yip(t) = t

IN
~
SIS

< HfHLp,oo fﬁ’

de manera que al pasar al limite ¢ — 0 se tiene la mayoracién N(f) < ||f|lLr.
de donde se obtiene la continuidad deseada. Nétese finalmente que esta semi-
norma N no es trivial, pues por los mismos calculos anteriores se tiene N(f) >

1, para toda funcién que verifica (af%)* < f*.

Con estos preliminares, vamos a verificar ahora que esta semi-norma N per-
mite construir una forma lineal continua T sobre el espacio LP*°(X, o7, u, K)
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que no se puede representar de la forma T'(f) = / f(z)g(x)du(x) para al-
p's

guna funcién g € L”/’l(X , o, 11, K). Sea pues T' una forma lineal no nula que
verifica T'(f) < N(f) para todo f € LP*°(X, o, ;1,K) (la existencia de esta
forma lineal es una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, ver el Lema
1.2.3 del Volumen 2) y que se representa por medio de esta formulacién inte-
gral con una cierta funcién (no nula) g. Para un cierto € > 0 consideremos el
conjunto A, = {z € X : |g(z)| > ¢}, dado que la funcién g pertenece al espacio
et (X, o, u, K), se tiene que este conjunto es de medida finita, de manera que
si definimos una funcién f(x) = 14_sign(g) vemos sin problema por un lado
que se tiene f € LP>° (X, o/, u,K) y por otro lado que

T(f) = /X f(x)g(@)dp(z) = / |g(x)|dp(x).
Pero un célculo directo muestra que N(f) =0y como T(f) < N(f) =0, esto
implica que la medida del conjunto A. debe ser nula, lo que a su vez implica
(al ser £ > 0 arbitrario) que la funcién g debe ser nula en casi todas partes,
obteniendo de esta manera una contradicciéon. Hemos demostrado entonces que
los espacios LP'> y L1 no puede ser puestos en dualidad. |

Una vez que tenemos este hecho, es interesante preguntarse qué forma tiene el
espacio dual del espacio de Lorentz LP*° cuando 1 < p < +o00. Contrariamente
al caso LV, aqui podemos ser un poco més explicitos sobre la estructura de
este espacio dual y para estudiar con un poco més de detalle este caso, necesita-
mos introducir algunos conceptos adicionales. Si (X, 7, 1) es un espacio medido
o-finito no atémico, definimos sobre el espacio de Lorentz LP*° (X, o7, u, K) las
funcionales siguientes

No(f) = limsup t%f**(t) y Noo(f) = limsup t%f**(t).

t—0 t—+4o00

Por las propiedades de la funcién maximal, vemos sin mayor dificultad que
estas funcionales verifican los puntos siguientes donde f, g € LP*°(X, o7, u, K):

= No(af) = |a|No(f) ¥y Noo(af) = |a|Neo(f), para todo a € K,
= No(f+9) < No(f) + No(9) ¥ Noo(f + 9) < Noo(f) + Neo(9),

y de esta manera Ny y N, determinan semi-normas sobre el espacio de Lorentz
Lo (X, o, u,K) (para ver que no se tiene el axioma de separacién basta con-
siderar la funcién 14 donde u(A) < 400 y se obtiene No(1l4) = Noo(14) = 0).

Consideramos ahora el conjunto de todas las formas lineales continuas T'
definidas sobre el espacio LP*°(X, o, u,K) y sobre este espacio definimos los
conjuntos Sp, Soo C (LP*°°)" por medio de las expresiones

So ={T € (L") |T(f)] < CNo(f)},

para todo f € LP*°(X, .o/, u,K) y para alguna constante C' > 0 y simétrica-
mente

Seo ={T € (L") |T(f)| < CNuo(f)},
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para todo f € LP*°(X, &, u,K) y para alguna constante C > 0.

Con estas definiciones podemos enunciar el resultado de dualidad.

Teorema 1.5.8 Sea (X, o7, 1) un espacio medido o-finito y no atdmico. Si los
pardmetros reales p,q verifican 1 < p < +o00 y q = +oo, y si p’ verifica la
relacion

+= =1,

1
v

RS

entonces el espacio dual topoldgico del espacio de Lorentz LP*° (X, o7, i, K) es
isomorfo al espacio LP Y (X, o, 1, K) ® So @ So. Se tiene entonces la identifi-
cacion

(L7=) ~ L7 © Sy @ See.

La demostracién de este resultado queda fuera del alcance de este libro, el lec-
tor interesado en todos los detalles técnicos puede consultar el articulo [11].

En el siguiente cuadro resumimos el estudio de los espacios duales en los espa-
cios de Lorentz LP4(X, o/, 1, K), donde el espacio medido (X, «7, 11) es o-finito
y no atomico.

I [ o<p<1l ] p=1 | 1<p<4o0 | p=+c ]
0<g<1 (LP9) = {0} | (LY9) ~ L% | (LP9) ~ LP' ' | 1o definido
g=1 (LP1y = {0} | (LMY ~ L% | (LP1Y ~ LP>° | no definido
1<qg<+4oo || (LPa) ={0} | (L¥9) ={0} | (L»9) ~LP 7 | no definido
(LP>°) ~
g=-o0 || (LP=) ={0} | (LV®) #{0} | L 1@ S0 @ Seo | (L&) =&
no trivial

Figura 1.10: Espacios duales LP? (con % + i =1y % + % =1).
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1.6. Los espacios de Lorentz discretos /74

En todos los resultados y propiedades expuestos anteriormente sobre los espa-
cios de Lorentz LP'9, hemos considerado espacios medidos generales o espacios
medidos no atémicos y en esta seccién vamos a concentrarnos exclusivamente
en espacios medidos completamente atémicos (en el sentido de la Definicién
[[26] pigina[64]) en donde cada dtomo es de igual medida.

En realidad, vamos a ser méas precisos en cuanto a nuestro marco de tra-
bajo pues vamos a considerar aqui inicamente el espacio de enteros naturales
N* = {1,2,3,...} y trabajaremos con el espacio medido (N*, P(N*), Card), en
donde Card es la medida de conteo.

De esta manera vamos a trabajar en todo lo que sigue con espacios de suce-
siones a = (an)n>1, €s decir en aplicaciones del tipo

a:N* — K
n o —  ap,

en “contraste” con los espacios de funciones tratados en las paginas anteriores.

Como es de esperarse, los espacios de Lorentz de sucesiones (que notaremos
P9 con 0 < p,q < 4+00) poseen esencialmente las mismas propiedades que los
espacios de Lorentz de funciones L?>? puesto que por el Teorema [[.2.5] pdgina
[69 tenemos que el espacio medido (N*,P(N*),Card) es resonante: es decir
que podemos aplicar sin problema toda una serie de resultados obtenidos en
las secciones previas.

Sin embargo, existen algunas diferencias importantes entre todas estas si-
militudes: veremos en particular que el hecho de utilizar una medida atémica
introduce algunos cambios interesantes que conviene estudiar en detalle pues
en estos casos el comportamiento de los espacios P9 difiere completamente de
el de sus homodlogos continuos LP9.

Para llevar a cabo este estudio dividiremos nuestra exposicién en tres seccio-
nes. En la Seccién [LG.1lfijaremos unas notaciones especificas al marco discreto,
las diferentes caracterizaciones de los espacios de Lorentz de sucesiones ¢79 y
algunas propiedades generales. En la Seccién expondremos las relaciones
de inclusién entre los espacios de Lorentz ¢P? y podremos evidenciar las modi-
ficaciones que surgen al considerar espacios medidos completamente atémicos,
veremos ademads algunos casos interesantes que no habian sido tomados en
cuenta anteriormente. Finalmente, en la Seccién estudiaremos la duali-
dad en estos espacios de sucesiones.

1.6.1. Definiciones generales

Empezamos exponiendo la contraparte discreta de las herramientas utiliza-
das para la descripcién de los espacios de Lorentz en el caso continuo.
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Sea pues ¢ = (ap)p>1 una sucesién a valores en K y sea ¢ : N* — N*
una permutacion del conjunto de los niimeros naturales. Definimos el reorde-
namiento a’ de la sucesion a escribiendo (a;,)n>1 = (Ay(n))n>1-

En caso de que tengamos que trabajar simultdneamente con una sucesién
a y con un cierto reordenamiento a,, para mayor claridad (siempre y cuando
sea posible) utilizaremos los indices n > 1 para designar a los elementos de la
sucesion original y los indices k > 1 para designar los elementos de la sucesién
reordenada.

Definicién 1.6.1 (Reordenamiento decreciente) Si a = (a,)n>1 €5 una
sucesion a valores en K, entonces definimos el reordenamiento decreciente de
la sucesion a, que notaremos a* = (a})k>1, @ la sucesion (|an|)n>1 reordenada
de manera decreciente: para k = 1,2, ... se tiene

ai >ay>ay>...>0.

Observacion 1.19

1) La sucesién a* = (af)r>1 estd totalmente determinada por la sucesién
inicial (an)n>1. Sin embargo, cuando los valores de esta sucesién inicial
no son todos distintos, hay que tener en mente que la manera de obtener la
sucesion a* es ambigua pues dos permutaciones distintas pueden generar
el mismo resultadd?”, que es esencialmente tnico, lo cual es mds que
suficiente para nuestros fines.

2) Por construccidn, la sucesién a* codifica la misma informacién que la
sucesion (|an|)n>1-

Notemos que también podemos definir el reordenamiento decreciente de una
sucesion de la misma manera que para una funcién, en efecto tenemos para
todo k> 1

ay = iI;fO{a :Card({n € N* : |a,| > a}) <k -1}, (1.103)

pero dado que en el caso de sucesiones podemos razonar por medio de per-
mutaciones, privilegiaremos por lo general -aunque no siempre- este punto de
vista que es méas natural.

Aqui algunas propiedades inmediatas del reordenamiento decreciente de su-
cesiones.

Proposicién 1.6.1 Sea a = (an)n>1 una sucesion a valores en K, entonces
1) Se tiene la identidad o* = (|a])*.
2) Si la sucesidn inicial a es positiva y decreciente se tiene a* = a.

3) Si A > 0 un escalar se tiene (Aa)* = |\|a*.

27Pensar por ejemplo en una sucesién constante.
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4) Si0 < p <400, entonces (|alP)* = (a*)P.

La verificacion de estos puntos no es dificil de manera que se lo deja a cargo
del lector.

Definicién 1.6.2 (Sucesiones equidistribuidas) Sia = (an)n>1 ¥

b= (bp)n>1 son dos sucesiones a valores en K, diremos que a y b son equidis-
tribuidas si al reordenarles decrecientemente se obtiene la misma sucesion, es
decir si a* = b*.

Recordemos ahora la desigualdad de Hardy-Littlewood y algunas implicaciones
de esta desigualdad en el caso de espacios de sucesiones.

Teorema 1.6.1 (Hardy-Littlewood) Sia = (an)p>1 y b= (bp)n>1 son dos
sucesiones a valores en K, entonces se tiene la desigualdad

—+o0 —+oo
> lanbal <> ajb. (1.104)
n=1 k=1

Este resultado indica que la suma del producto de dos sucesiones es siempre
mayorada por la suma del producto de los reordenamientos decrecientes de
las sucesiones respectivas. La verificacién de este hecho sigue exactamente las
mismas etapas expuestas en el Teorema [[.2.3] pdgina (9] de manera que los
detalles quedan a cargo del lector.

Finalmente, dado que el espacio medido (N*, P(N*), Card) es resonante, te-
nemos el resultado siguiente.

Proposicién 1.6.2 Sean a = (an)n>1 Yy b = (bn)n>1 dos sucesiones a valores
en K. Entonces se tiene la identidad

—+oo —+o0
7 * 7k
sup E lanby| = E ayby,
b n=1 n=1

en donde el supremo corre sobre todas las sucesiones b que son equidistribuidas
con la sucesion b.

La verificacién de esta proposicién es inmediata por el Teorema[l.2Z.4] p4gina [G8

Una vez que hemos sentado estas notaciones, y para mayor claridad en nues-
tra exposicion, vamos a descomponer nuestro estudio de la manera siguiente.

A) Primera caracterizacién de los espacios de Lorentz ¢7:7,
B) Distancias, normas y propiedades topoldgicas,
C) Segunda caracterizacién de los espacios de Lorentz (P4,

D) Desigualdades de Holder.
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A) Primera caracterizacion de los espacios de Lorentz (7

Dado que cuando se trabaja con sucesiones, la nocién de reordenamiento
decreciente es muy natural y directa (en el sentido que basta considerar una
permutacién adecuada para obtener el resultado deseado), entonces no es indis-
pensable pasar por la funcién de distribucién para dar una primera caracteri-
zacién de los espacios de Lorentz discretos y tenemos directamente la siguiente
definicién:

Definicién 1.6.3 (Espacios ¢77) Sean 0 < p < 400 y 0 < ¢ < 400 dos
indices reales y sea a = (an)n>1 una sucesion a valores en K. Diremos que
esta sucesion pertenece al espacio de Lorentz (P9(N*) si la cantidad siguiente
es finita

+00 q
q
lallera = (D> k»lap?] . (1.105)
k=1
Siq=+o00 y si0<p<4oo escribiremos
lal|¢p.cc = sup {k%a}’;} . (1.106)
k>1
Recordemos que la notacién || - ||¢.« es ligeramente abusiva pues esta funcional

no es necesariamente una norma como tendremos la oportunidad de verlo un
poco mas adelante.

Se tienen las siguientes identificaciones de espacios:

= Si0 < p=¢g < +oo entonces el espacio de Lorentz discreto ¢7P(N*) no es
mas que el espacio de Lebesgue de sucesiones ¢#(N*). En efecto tenemos

1
P

+oo % +o00
lallerwr = (D ax” | =D lanl” | = lafer,
k=1 n=1

puesto que la suma global no se afecta al considerar una permutacién
(Para la estabilidad de esta funcional con respecto a las permutaciones
ver el Ejercicio [[L18 al final de este capitulo).

= En el caso p = ¢ = +00 tenemos

||| ¢se.cc = sup ay, = sup |an| = ||a]|¢=,
k>1 n>1

de donde se obtiene la identificacién de espacios £°°°°(N*) = ¢P(N*).

A la luz de los célculos realizados en la paginas anteriores, no es muy dificil
exhibir sucesiones que pertenecen a los espacios de Lorentz ¢P?: por ejemplo
toda sucesién que tiene un numero finito de valores no nulos pertenece a cada
uno de estos espacios.

Notemos ahora que una primera gran diferencia que aparece al trabajar con
medidas completamente atémicas estd dada al considerar el espacio de Lorentz
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discreto £°°9(N*) con 0 < ¢ < +00 pues contrariamente a su homédlogo L4, el
espacio £°°:7 no estd reducido al elemento nulo (ver la Observacién [[L8 pagina
[71)) puesto que por la definicién ([LI0H) se tiene

1
q

+o0o
|al[gee.a = Zk’ilazq ) 0 < q <400,
k=1

y existen sucesiones no triviales que verifican ||al[¢<.« < 400: basta por ejemplo
1

considerar la sucesién a, = n~ ¢, para n > 1, de manera que azq =k'ly
entonces

a 2

+oo % T é
—(Tr :(F) < +oo.
k=1

Esta observacion muestra que cuando p = 400 existe una diferencia funda-
mental entre los espacios de Lorentz discretos ¢P7 y los espacios LP*9. Tendre-
mos la oportunidad de ver otras diferencias posteriormente.

+oo
lallies = Dk "ap!
k=1

B) Distancias, normas y primeras propiedades topoldgicas

En este parrafo nos interesamos en el estudio de algunas propiedades relativas
a la normabilidad de estos espacios #°7(N*) tal como han sido caracterizados
en la seccion anterior y, de igual manera que sus homdlogos continuos, estas
caracteristicas dependeran de los valores de los indices p y q.

Tenemos un primer resultado.

Proposicion 1.6.3 Sean 0 < p < +00 y 0 < g < 400 dos indices reales y sea
a = (an)n>1 una sucesion a valores en K.

1) Si ||la|ler.a = 0, entonces a = 0.
2) Si A >0 es un escalar, entonces se tiene ||Aal|er.a = |A|||al|ep.a.

Prueba. El primer punto se deduce directamente a partir de las expresiones
(CI05) y (TI06): si estas cantidades son nulas, entonces aj = 0 para todo
k > 1, y dado que esta sucesién no es mas que una permutacién del valor abso-
luto de la sucesion original, se obtiene que a = 0. El segundo punto se obtiene
sin problema a partir de la Proposicién [[.6.1] anterior. |

Como vemos, el inico punto que falta verificar para que la funcional || - ||¢.q
sea una verdadera norma es la desigualdad triangular y nuestro estudio se con-
centrard en este punto particular: empezaremos viendo que todos estos espacios
son cuasi-normados para luego ir poco a poco aumentando la estructura hasta
llegar a la nocién de espacio de Banach.

Necesitaremos el siguiente lema.
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Lema 1.6.1 Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 dos sucesiones a valores en K. Notare-
mos ([a + b} )k>1 el reordenamiento decreciente de la sucesion (|an + bp|)n>1.
Tenemos entonces, para todo entero k > 1, las desigualdades

[a + b3, < [a+0bl3,_1 < aj +b.

Prueba. La primera estimacion es evidente puesto que hemos reordenado de-
crecientemente a la sucesién (|ay, + by|)n>1. Pasemos a la segunda desigualdad:
dado que para k > 1 se tiene la inclusiéon de conjuntos

{n>1:)an+bp| >af+b5} C{n>1:lay| >ap}U{n>1: |b,] > i},
obtenemos la mayoracion

Card{|a, + by| > aj, + b} Card{|a,| > a};} + Card{|b,| > b}

<
< 2k —1).

Pero por la expresion (LI03) tenemos

[a+0b]5,_1 = ir;fo{a :Card({n € N* : |an, +b,| > a}) <2(k—1)},
de donde se deduce la mayoracién [a + b]5,_; < aj + bj. |

El teorema a continuacién nos indica qué estructura general se dispone sobre
los espacios de Lorentz ¢4 donde 0 < p < ¢ < +0oc.

Teorema 1.6.2 5i 0 < p < ¢ < 400, el espacio ({P1(N*),| - ||¢r.a) €s un
espacio de cuasi-Banach y se tiene, para todo par de sucesiones a = (an)pn>1 Y
b= (bn)n>1 pertenecientes a £P1(N*), la estimacion

||a + bH@pn S 2% (”a”gzxq + ||b||gp,q) (1107)

—1si0<q<1,a=lsi1§q<+ooyoz:%+1si

+ p

en donde o =
q = +00.

141
P g

Se tiene esencialmente el mismo resultado cuando 0 < g < p < +o0, pe-
ro reemplazando la constante 2¢ en la estimacion ({I.107) por las constantes

11 111
34277 510<g<1ly3a2r a 511 < g < 4o00.
Veremos en las paginas siguientes cuando es posible fortalecer este resultado:

la ventaja de este teorema es que proporciona una estructura comun a todos
los espacios de Lorentz ¢P9.

Demostracién. Empecemos suponiendo que se tiene 0 < p < ¢ < 400. Por
la expresién (LI0H) tenemos entonces que estudiar la cantidad

—+o0
la+bl1F.0 =Y ko~ ([a+bl5)7,
k=1
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que descomponemos de la siguiente manera

+oo
la+blg, =D 2k —1)5 " ([a+bl5_)* + (2k)5 " (Ja +0]5)? .
k=1

Aplicamos ahora el Lema [[.6.1 y obtenemos

+oo
la+bllfa < D (2k—1)7" (af +5p)" + (2k) (af + b})"
k=1
+oo
< Y (k- 0E T 20 (o4 b
k=1
+o0 qa_1q
a_ (2]{3 — 1)1’ * *
1 (2k)»
y como 0 < p < q¢ < +00, podemos escribir
+oo
la+bllf, <20 > ke~ (af +bp)?.
k=1

Extrayendo la raiz ¢-ésima en la férmula anterior se tiene

k=1

1

+o00 q

1 1_1 11..\4
Ha+bhnq§25<§ (k77a2+kz—u¢)> .

Si g > 1 se concluye facilmente por la desigualdad de Minkowski usual, si en
cambio 0 < g < 1 se obtiene la mayoracion

141
lla +bllera < 2257 (|allera + [[Bllera)

y junto con la Proposicién [[L6.3 obtenemos que la funcional || - ||¢p.« €s una
cuasi-norma en el caso 0 < p < ¢ < +00.

Pasemos al caso 0 < p < ¢ = +00, con la ayuda del Lema [[.6.1] estudiamos
la cantidad

la+bllgp~ = supk?la+b];

E>1

< sup(2k — )7 [a+ b]3,_; + sup(2k) 7 [a + bl
k>1 E>1

< sup(2k — 1)% (a} + b}) + sup(2k)? (aj, + b})
E>1 E>1

< 2 sup kv (aj +b7) < 257 ([lallenee + [Bllene)

k>1

y obtenemos que en este caso tambien la funcional || - ||¢p. €s una cuasi-norma.
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Para el caso cuando 0 < ¢ < p < 400, basta observar que en la férmula
a4 _q
(CI08]) se tiene (% + 1) < 3.

El hecho de ver que los espacios (¢729(N*), || - |ler.a) son completos se deduce
de manera totalmente similar que los espacios ¢? (ver el Teorema 4.6.1 del Vo-
lumen 1), de manera que los detalles son dejados al lector. |

Algunos casos tratados en este resultado anterior no pueden ser fortaleci-
dos para obtener una verdadera norma como nos lo explica la proposicién a
continuacién.

Proposicién 1.6.4 5i0 < p < ¢ < 400 entonces la funcional || - ||er.a definida
sobre el espacio (P1(N*) y dada en la Definicion[L6.3 no determina una norma.
En particular no se tiene en toda generalidad la desigualdad triangular.

Prueba. Suponemos primero que 0 < p < ¢ < +0o. Fijemos dos reales posi-
q

tivos a y /3 tales que 1 < § < ( »~1)1/(a=1)  Utilizando el Teorema del valor

medio, podemos ver que existen dos reales positivos d; y d2 tales que

() ()

(e—8) (a—B) ’
2 2

y que verifican las desigualdades 8 < §; < a—;rﬂ < 02 < a. A partir de estos
hechos obtenemos

q
ol — (af8 q—1 q—1
Ll - e
(CHEDIC N
y por lo tanto se tiene la mayoracién

al 257187 < (a—;rﬁ)q+221 (O‘Tw)q (1.109)

-1

a
P 9

Con estos calculos preliminares podemos construir el contra ejemplo deseado
considerando las sucesiones

a=(«,p3000,.) v b=(6¢00,0,..),

el lector observard sin problema que gracias a la desigualdad (ILI09]) se obtiene
la estimacién

Q=

llallgr.a + ||b]|ere = 2(a? + 251 89)7

N

((a+ Byt +25 " (a+)7)

Han +bn||£1),q;

lo que invalida la desigualdad triangular y esto implica que la funcional || - || ¢r.q
no es una norma para estos valores de p y .
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Pasemos ahora al caso cuando ¢ = +oc. Con lo expuesto en las lineas prece-

dentes es suficiente fijar dos reales oy § tales que 1 < o/ < 2%. En efecto,
como el lector puede verificar facilmente por medio de un calculo sencillo, te-

nemos por un lado que ||al|lgr.c = ||b]|ep.e = 27 3 mientras que por otro lado
lla + bller.e = 2v (a + B) de modo que se tiene

laller.ce 4 [1B]lep.ce < fla + bllpec,

lo que termina la demostracién de la proposicion. |

El hecho que la cantidad || - ||¢z.« 10 sea una norma cuando 1 < p < ¢ < +o0,
puede ser contornado en ciertos casos considerando una funcional equivalente
como tendremos la oportunidad de verlo en las paginas que siguen. En el caso
cuando 1 < g < p < 400 tenemos en cambio el resultado a continuacion.

Teorema 1.6.3 (Normabilidad /77 -I) Si 1 < g < p < 400 entonces el
espacio (£P9(N*), || - |ler.a) €s un espacio de normado completo, es por lo tanto
un espacio de Banach.

Demostracién. Por la Proposicién [[L6.3] debemos concentrarnos en obtener
la desigualdad triangular para la funcional || - ||¢p.q-

En el caso cuando 1 < ¢ < p < 400 y dado que el espacio N* es resonante,
basta entonces repetir los argumentos utilizados en la demostracion del Teore-
ma[[2ZT0 presentado en la paginal84] (es decir usar esencialmente la Proposicién
de la pagina [I64]) para obtener la desigualdad triangular.

El caso p = 400 y 1 < ¢ < 400 puede ser tratado de forma similar, en
efecto, si @ = (an)n>1 y b = (by)n>1 son dos sucesiones que pertenecen al
espacio £°*9(N*) con 1 < g < 400 entonces, utilizando el hecho que el espacio
medido de base es resonante, podemos escribir por la Proposicién [[LG.2t

+o0 % +o00 %
lla + bllgoe.c = <Z k= (fa+ b]?é)q> = (SUPZ Cnlan + bn|q> :
k=1

n=1

en donde el supremo corre sobre todas las sucesiones (¢, )n>1 cuyo reordena-
miento decreciente es igual a la sucesién k~! para k > 1. Ahora utilizando la
desigualdad triangular usual tenemos

+oo % +oo %
la + b gs.a < sup (ch|an|q> + sup <Z Cn|bn|‘1> 7
n=1 n=1

pero dado que el reordenamiento decreciente de la sucesién n=! es k=1 y utili-
zando una vez mas el hecho que el espacio medido de base es resonante tenemos

+oo % +oo %
(Z k’*laz q) + <Z k‘ilb;; q)
k=1 k=1

llallesea + [[blle=ea-

IN

la =+ b|¢eo.a

IN
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Finalmente, en el caso ¢ = p = +00, tenemos la identificacién de espacios
{220 = f>° de donde se obtiene directamente que es un espacio normado.

Una vez que hemos obtenido que la funcional || - ||¢».« €s una norma, el hecho
de verificar que el espacio (¢79(N*),|| - ||¢r.a) es completo con respecto a esta
norma sigue las mismas etapas detalladas en el Teorema 4.6.1 del Volumen 1,
de manera que los detalles quedan a cargo del lector. |

C) Segunda caracterizacion de los espacios de Lorentz (P

El objetivo de esta seccién es presentar otra funcional (equivalente a la fun-
cional ||-||¢r.« dada en la Definicién[[.6.3) que verifique la desigualdad triangular
y que permita definir a los espacios de Lorentz de sucesiones ¢P'¢. Esta funcional
equivalente se expresa por medio de la nocién de funciéon maximal cuya contra
parte discreta definimos a continuacion.

Definicién 1.6.4 (Sucesién Maximal) Sia = (an)n>1 €s una sucesion, de-
finimos la sucesién maximal a** = (a}*)r>1 asociada por la expresion

La sucesién maximal posee algunas propiedades muy interesantes, en particular
disponemos de la minoracién a continuacién.

Proposicién 1.6.5 Sea a = (a,)n>1 una sucesion y sean a y a;* su sucesion
> EYa

reordenada de manera decreciente y su funcion maximal asociada. Entonces

tenemos la mayoracion

ai’ > aj.

Prueba. En efecto, puesto que la sucesién aj, es decreciente podemos escribir

1 1
i =1y aly —a
i=1 i=1
de donde se obtiene el resultado buscado. ]

Pero sin duda, la propiedad mas importante de las sucesiones maximales, y
es lo que justifica su uso, es que se tiene una desigualdad triangular puntual en
el sentido siguiente.

Proposicién 1.6.6 Sia = (an)n>1 yb = (bn)n>1 son dos sucesiones, entonces
se tiene la desigualdad triangular siguiente

o+ bli" < ap” + b7,

para todo k > 1.
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Prueba. La verificacién de esta desigualdad sigue los mismos pasos que los del
Corolario [[L31] presentado en la pdgina[@3] puesto que el espacio medido sobre
el cual estamos trabajando es un espacio medido resonante. |

Con esta importante desigualdad puntual, podemos considerar ahora la fun-
cional a continuacién.

Definicién 1.6.5 Si1 < p < 400 y si 1 < g < +00 definimos la funcional
Il |lp,q por medio de la expresion

1
+o00 q
alllp.q = (Z kv lay” q) (1.110)

k=1

Noétese que por la proposicion anterior disponemos para esta funcional de la
desigualdad triangular: si a, b son dos sucesiones y si 1 < g < 400

—+00 % —+00 %
lla+0blllpg = (Zk%-wawz*q) g(Zk%—l(az*uaz*Q))
k=1 k=1
“+o0 % 00 %
a_1 a_1
<ka k> +<Z’w b?;*q) = [lalllp.q + 8lllp.qs

k=1 k=1

IN

y de esta manera, para dotar a los espacios de sucesiones 7 con una norma
cuando 1 < p < 400y 1 < g < 400, solo debemos verificar que las funcionales
[ 1lp.q ¥ Il - [[lp.g son equivalentes.

Teorema 1.6.4 (Caracterizacién equivalente) Sean p,q dos indices reales
tales que
l<p<+4+ooy 1<qg< +o0.

Para toda sucesion a = (an)n>1 que pertenece al espacio de Lorentz £P1(N*)
tenemos las desigualdades

P
lallera <|llalllp.q < ﬁllallem- (1.111)

Es decir que las cantidades || - ||eva y ||| - |||p,q definen espacios equivalentes.

Demostracién. La verificacién sigue las mismas etapas presentadas en la de-
mostracién del Teorema[l.3.2 pdgina[@9l De manera que los detalles son dejados
al lector. |

Con esta caracterizacion equivalente y recopilando las informaciones anterio-
res obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.6.1 (Normabilidad ¢ - II) En los siguientes casos el espacio
P1(N*) puede ser dotado de una norma tal que sea un espacio de Banach:

1) Sil<p<+4ooyl<g<+oo,



1.6. Los espacios de Lorentz discretos £P4 173

2) Sip=+400yl<g<+4oo
3) Sip=q=10p=q=+c.

Prueba. El primer punto no es més que el Teorema[l.6.4] anterior, mientras que
el segundo punto estd dado en el Teorema [[L6.3 Finalmente, el tercer punto se
deduce directamente a partir de la identificacién ¢! = ¢1 y £°°° = > entre
espacios de Lorentz y de Lebesgue. |

D) Desigualdades de Hélder

En esta seccién estudiamos diferentes versiones de las desigualdades de Holder
en los espacios de Lorentz de sucesiones. Estas desigualdades permiten contro-
lar el producto de dos sucesiones y son una herramienta muy importante al
estudiar la dualidad.

El primer resultado que presentamos es totalmente clasico.

Proposicién 1.6.7 (Desigualdad de Hélder - I) Sean a = (an)n>1 ¥
b= (bn)n>1 dos sucesiones que pertenecen a los espacios de Lorentz (P1(N*) y

er'd (N*) respectivamente, en donde los indices 1 < p,p’,q,q" < 400 verifican
1

las relaciones % +o = % + % = 1. Tenemos entonces la siguiente desigualdad
llabller < llaller.allbllgpr.ar -

Prueba. Utilizando la desigualdad de Hardy-Littlewood (II04) podemos es-

cribir

—+o0 —+o0 —+o0 . .
1 1 P SR
labllr = > lanbn| <> ajbi =Y k¥ dapky "4 b,
n=1 k=1 k=1

aplicamos ahora la desigualdad de Holder usual para obtener la mayoracién

+oo . L L +oo . q é +o00 L L q a
ZkrgaZkV_q_/bZ < Z( ra%) Z(’f7_‘752)
k=1 k=1 k=1

< lallep.allbll oo

Cuando consideramos los casos extremos ¢ = 1 y ¢’ = 400 tenemos el resul-
tado a continuacion.

Proposicién 1.6.8 (Desigualdad de Holder - IT) Sean a = (an)n>1 ¥

b = (bn)n>1 dos sucesiones que pertenecen a los espacios de Lorentz (P} (N*)

Y Ep/’OO(N*) respectivamente, en donde los indices 1 < p,p’ < 400 verifican la
10,1

relacion >t = 1. Entonces tenemos la desigualdad

labller < [lallerallallgpr.oc
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Prueba. Supongamos para empezar que 1 < p,p’ < 400, entonces por la
desigualdad de Hardy-Littlewood (LI04]) tenemos

+o00 +oo 00 L 1
lablle = 3" lanba| <> ajbp = > ket aj k77 b
n=1 k=1 k=1
1 = 1
< sup {K¥7 b p D0 kP g = [l bl
k21 k=1

En el caso cuando p = 0o y p’ = 1 escribimos

+oo +oo +oo
lablle = > lanbnl <Y agbiy = > k™ 'aj kb,
n=1 k=1 k=1

IN

+oo
sup {kbj} > k™ 'aj = [lallp=t[[b]l e~
k21 k=1

|
Notemos que en la estimacién anterior interviene el espacio £°! que no es
trivial en el caso de espacios de sucesiones. Recordemos que este espacio esta

reducido al elemento {0} en el caso de los espacios de funciones como nos lo
indica la Observacién [[L8] pagina [T1]

1.6.2. Relaciones de inclusion

En esta seccién estudiamos las relaciones existentes entre los diferentes es-
pacios de Lorentz discretos ¢P>9 en funcién de los pardmetros p y ¢. Si bien
algunos resultados de inclusion que vamos a presentar no son dificiles de intuir,
en el sentido que siguen lo ya expuesto en el caso continuo, las Proposiciones
[L6.10y M6.I1 nos presentan nuevas relaciones que son propias al caso discreto.

Empezamos con un lema.

Lema 1.6.2 Sean p,q dos indices reales tales que 0 < p,q < 400.
Si a € £P9(N*), entonces para todo k € N* tenemos:

1) a; < k_%||a||gp,q si0<q<p<+oo,

2) af < (L) k77 |lallwa 510 < p < g < +o0,

3) Ademds si p=—+00 y 0 < g < 400 se tiene la desigualdad siguiente para
todo k € N*:
ag < [lall¢=.a.

Prueba. Por definicion y usando el hecho que la sucesiéon a* es decreciente,
tenemos

+o00 k k
lallde =S 5% > S5 tart>ap? jE (1112)
Jj=1 j=1 j=1
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Luego si ¢ = p o si g < p obtenemos facilmente el primer punto del lema.

Para el caso p < ¢, observando que (]%)j%71 > j% —-(j- 1)%7 se concluye a
partir de la estimacién (LI12) el segundo punto del lema.

La ultima parte del lema es evidente si p = g = +00 pues £°0>° = [,
Suponemos entonces que 0 < ¢ < +oo y utilizamos la mayoracién (LI12)) para
obtener

+o00 k
a  _ —1 _*q *q 1 *q
co,q ; sl = .
llall? ZJ a; " =ay Z] 2 ay,
j=1 j=1

El primer resultado de inclusién entre los espacios de Lorentz de sucesiones
que exponemos nos indica que estos espacios son crecientes con respecto al
segundo pardmetro que sirve para caracterizarlos, mas precisamente tenemos:

Proposicién 1.6.9 (Inclusiones de espacios con el primer indice p fijo)
Sea 0 < p < 400 un indice fijo y sean qi,q2 dos pardmetros reales tales que
0 < q1 < g2 < +o00. Entonces tenemos la inclusion

/P (N*) C P92 (N*)
Mas precisamente se tienen las siguientes estimaciones

lallep.az < C(p,q1,q2)lallerar st p<q, (1.113)

Ha”;ep,tm § ||a||lp7LI1 St p Z q1, (1114)

-

en donde C(p,q1,q2) = (q1/p) 1

-DIH

Prueba. Empezamos con el caso 0 < g2 < +00y 0 < p < ¢1 < 4+00. Tenemos

entonces
42 _q QQ _ 1 * qz *
|a||21’ a2 E k E k an(hv

(a2—a1)

(aa— LI1)
1. . ., — q — 3
y utilizando la estimacién a, ?7%" < (%) kT llal|Z2 e que esta

dada por el segundo punto del Lema [[.6.2] podemos escribir

(a2—a1) oo
a pq < q_l o a ‘1;;(11 k%_lk_(u;m)a* @
e P e k
k=1
(a2—a1)
a1
< (%) IIaIIZ;‘:;lek
p

l2=a1) (a2—a1)

IA
//~

CI1 q1 _ ql q1
;) ||a||zz,qfl|a|m—(g) lall 2.0,
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de donde se obtiene la estimacién

1
q q1 2
llallerar < (pl) lla]|gpar ,

lo que concluye la demostracién de la desigualdad (LII3]). Cuando 0 < g2 <
+ooy 0 < g1 <p < 400, la desigualdad (ILIT4) se deduce exactamente de
la misma forma a partir de la primera parte del Lema y es por lo tanto
dejada al lector.

Si g2 = 400, la verificacién de la inclusién 791 C ¢P°° es sencilla gracias al
Lema [1.6.2] En efecto se tiene

a]ln. = sup k¥ af < Cllal|ern
E>1

endonde C=1siqg <po(C = ( )% sip<aq.

Finalmente, el caso cuando p = +oo se obtiene de manera similar y dejamos
los detalles al lector. [ ]

Observacién 1.20 Estas inclusiones entre espacios de sucesiones P9 son las
mismas que se observan en los espacios de funciones LP'? como nos lo indicaba
el Teorema [[.2.9] pagina [T7

Consideremos ahora otro tipo de inclusiones. Esta vez fijamos el indice g,
hacemos variar el pardmetro p y obtenemos el resultado a continuacion.

Proposicién 1.6.10 (Inclusiones de espacios con el segundo indice ¢ fijo)
Sean 0 < p; < pa < 400 dos pardmetros y sea 0 < q¢ < +oo un indice fijo.
Entonces tenemos las inclusiones de espacios

PLI(N*) C (P29 (N*).

Prueba. Supongamos primero que 0 < ps < +00. En el caso 0 < ¢ < 400,

q _ 9q _
dado que se tiene %2 < %1 lo que implica k2 V< gm 1, entonces basta

+OO q +OO g
HaHZmn = Zkﬁ_lazq < Zkﬂ_lazq - HaHZPL‘I'
k=1 k=1

Para el caso ¢ = 400, el razonamiento es muy similar, en efecto se tiene direc-
tamente

escribir

|a]gpa.c0 = sup ke7s aj, < sup kot ay, = |lal|ep1.o.
k> k>

Si suponemos ahora que ps = 400, tenemos si 0 < ¢ < 400

lallfe.c = Zk ! *q<zk“ Tlap? = llalfey o,
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mientras que si ¢ = 400 tenemos

la]|¢se.c = sup aj, < sup kﬁa,ﬁ = |lal|¢p1.o
k>1 k>1
|

Como podemos ver, los espacios de Lorentz de sucesiones también son cre-
cientes cuando se hace variar el primer parametro que sirve para definirlos.

Observacion 1.21 Es muy importante recalcar que estas inclusiones entre
espacios de sucesiones 7 no son wvdlidas en los espacios de funciones LP9 y
este es otro ejemplo de las diferencias notables que existen en el caso discreto
con respecto al caso continuo.

Presentamos otro tipo de inclusiones que son propias al caso discreto.

Proposicion 1.6.11 Sean 0 < p; < pa < +00, 0 < ¢ < 400 tres pardmetros
reales, entonces tenemos la inclusion de espacios

Proo(N*) C £P29(N"),
y tenemos la desigualdad

lallerza < Cllaller o=,

1=

1
endondeC:(ﬁ)q si0<p2<+oooC:<%1)q 81 p2 = +o00.

Prueba. Fijemos para empezar 0 < ps < +o00. La verificacién es entonces
directa y es suficiente escribir

+oo +oo
a1 a4 _ 1. _4a a
HGHZP%‘I: E kP2 a;;q = E kr2 "k p1k;z>1azq
k=1 k=1
1 q+oo 1 1
< sup (kirap) Dok
E>1

k=1

1

pero puesto que se tiene q(pi1 — p—2) > 0, la suma entre paréntesis converge y

asi obtenemos la estimacion

HaHZmyfl § C(Q;plapQ)HaHZm,OOa

lo que termina la prueba en este caso. Obsérvese que la idea de la demostracién
no varia en lo mas minimo si consideramos el caso py = 400. |

En el siguiente grafico ilustramos las inclusiones existentes de los espacios de
Lorentz /79, en donde los pardmetros reales pg, p1,q,r verifican 0 < pg < 1,
1l<pr <400, 0<r<lyl<qg<+o0.

Observacion 1.22 De igual manera que para los espacios de Lorentz conti-
nuos LP'¢, tenemos las inclusiones indicadas en las columnas. Pero la situacion
cambia radicalmente en el caso de los espacios de Lorentz discretos 77 pues se
dispone también de inclusiones entre las diferentes columnas. Notese finalmente
que todos estos espacios de sucesiones estan incluidos en el espacio £*°.
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P = Po p=1 pP=Dpi p=+00
N o c et C oo
N N N N
gpoit ool =pt il (oL
N N N N
N N N N
fPo-q C oLa C fP1:9 C 020:4
N N N N
N N N N

fpo,T C 61,00 C fP1,00 C o000 — g

Figura 1.11: Relaciones entre espacios de Lorentz discretos ¢P+4

1.6.3. Dualidad en los espacios de Lorentz (79

Estudiamos ahora la dualidad en los espacios de Lorentz de sucesiones ¢P-4
y vamos a evidenciar nuevamente que existen diferencias notables entre estos
espacios discretos y sus homologos continuos. Evidentemente, en los casos “nor-
males” en donde los indices p, g verifican 1 < p,q < +00, el comportamiento
de los espacios £P>7 es totalmente similar al de los espacios LP'4, de manera que
las diferencias surgen al considerar los otros casos.

Vamos a ver en particular que para establecer la dualidad entre espacios de
sucesiones conviene reescribir la funcional ||- || . de forma ligeramente diferente
pues algunos casos pueden ser estudiados de manera sistematica por medio de
resultados generales. Tenemos entonces

—+oo —+o0
”a”Zpﬂ = Z k%_laz 1= Zwkaz q’
k=1 k=1

en donde wy, = k» ' la generalizacién anunciada consiste en considerar suce-
siones w = (wg)r>1 que no son necesariamente de la forma anterior, sino que
verifican cierto tipo de propiedades. Consideraremos pues el siguiente espacio
de sucesiones

+oo
d(w,q) = {a:NHK:Zwkazq < +oo}.
k=1

Teorema 1.6.5 5: 0 < g < 1 es un indice real y st w es una sucesion decre-
ciente tal que 1 > wy > wy > -+ > 0, entonces:

1) Sid(w,q) C £*, entonces se tiene la relacion de dualidad (d(w, q))/ ~ 0>,
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2) Sid(w,q) ¢ ', entonces (d(w,q))/ C cp.

Por razones de espacio, no exponemos la demostracion de este resultado. El
lector puede consultar [2] y [24] para més detalles.

Teorema 1.6.6 é’z 0 < g <1 esunindice real y si w es una sucesion creciente
entonces (d(w,q)) ~ €>°.

Teorema 1.6.7 S5i 1 < ¢ < 400 es un indice real y st w es una sucesion

creciente entonces se tiene la relacion de dualidad (d(w7 q))/ ~ d(wiq?,q’), en

donde % + L =1 y donde la sucesién w™ T estd determinada por w

’
4
= q
7
q

P
(Wi, * k1

El lector puede consultar una demostracién de estos dos resultados en [3].

Con estos resultados generales podemos estudiar la dualidad en los espacios
de Lorentz de sucesiones ¢4 y dividimos nuestra presentacién en funcién de
los valores de los pardametros p, ¢ que terminan estos espacios.

A) Caso cuando 0 <p<1ly0< g < +oo.

= Caso cuando 0 < p <1y 0< g <1, entonces (¢72)" ~ £,

En efecto, si la sucesién wi, = k¥ ' es decreciente (esdecirsi0 < g <p)y
como se tiene la inclusién £7:9 C ¢! entonces podemos aplicar el Teorema
[CE 8 para obtener el resultado de dualidad (¢7:7)" ~ £°°. Si por el contrario
el peso k¥ ' es creciente (es decir 0 < p < q), utilizamos el Teorema [[.G.6]
para obtener el resultado deseado.

» Caso cuando 0 < p < 1y q = 1, entonces (¢P1) ~ (>

1
En esta situacién la sucesién wy = k7» ' es creciente y basta aplicar el
Teorema [1.6.6] para deducir la relacién de dualidad buscada.

’

= Casocuando 0 <p <1y 1< g< 400, entonces (¢77)" ~ d(wiq?,q').

. - a_q . .
Aqui la sucesion wyp = k? "~ es creciente y podemos aplicar el Teorema

[L6. 7 para obtener que el espacio dual de #P+9 es el espacio d(w_qT ,q). La
! a

sucesién w™ T se escribe entonces k»” " en donde % + i = 1, pero como

0 < p <1 se tiene que p’ < 0, de manera que el espacio dual resultante

no es un espacio de Lorentz de tipo ¢P9.

B) Caso cuando p =1y 0 < g < +o0.

» Caso cuando p =1y 0 < g < 1, entonces (£1:9) ~ .

La sucesién wy = k97! es decreciente y ademds se tiene la inclusién
P4 C (' de modo que gracias al Teorema [[[G.5] se deduce el resultado.
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» Caso cuando p =1y ¢ = 1, entonces (¢!) = ¢*°.

Este caso, que corresponde al espacio de Lebesgue ¢! fue tratado en el
Volumen 2.

» Caso cuando p =1y 1 < g < 400, entonces (£1:9)" ~ 0024

Observamos que la sucesién wy = k971 es creciente, entonces aplicando
/
. s . .
el Teorema [[.6.7] obtenemos la relacién de dualidad (¢79) ~ d(w™ 7, q’)
’

y dado que % = ﬁ, podemos identificar al espacio d(w_q?,q’) con el

. ’
espacio de Lorentz £°7 .

C) Caso cuando 1 < p < 400y 0 < g < 400.

= Caso cuando 1 < p < +00y 0 < ¢ < 1, entonces (¢79)" C ¢y.

., a_1 . .
Tenemos que la sucesién wy = k¥~ es decreciente pero no se tiene la
inclusién ¢7¢ ¢ (', entonces por el segundo punto del Teorema [[G.5
tenemos (¢79) C cy.

» Caso 1 < p <400y q=1,entonces (£P1) ~ (72,

La sucesién wy, = kv 'es decreciente, pero como ¢ = 1 no podemos apli-
car el Teoremal[l.6.1)). Es sin embargo posible establecer la dualidad entre
estos dos espacios directamente (notar que se dispone de la desigualdad
de Holder dada en la Proposicién [LG.8). El lector puede consultar [§]
para mas detalles.

m Caso 1 < p< +ooyl<g< o0, entonces (£P9) ~ 2

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p # ¢, pues de otro
modo tendriamos la identificacion de espacios /PP = (P y los espacios de
sucesiones P ya han sido estudiados en el Volumen 2: desde el punto de
vista de la dualidad se tiene el resultado (#7)' = ¢*" con % + z% =1.

Sil<p<gq<+oo,lasucesién wy = k¥ ! es creciente y podemos apli-
car el Teorema [LG.7] para obtener (¢7:9) ~ d(w_%,q’), pero usando las

q ’
1 1 1

— a_ _
relaciones % + - + % = 1l se tiene w,, * = k»’

=1 odemos entonces
» T 4 yp

’
R
q

. . . . . / /
identificar al espacio d(w™ 7 ,¢’) con el espacio de sucesiones 7 9 .

Sil<qg<p< +oo,lasucesion wy = k! es decreciente pero no entra
en el marco del Teorema puesto que 1 < ¢ < 4o00. Sin embargo,
es posible adaptar sin mayor problema al caso discreto los argumentos
utilizados en el Teorema [[L5.6] pagina [[54] para obtener la relacién de
dualidad (£2-9) ~ 29",
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*

Resumimos aqui el estudio de los espacios duales en los espacios de Lorentz
(P 1(N¥)

I I 0<p<l1 | p=1 | 1<p<+oo |
0<g<1 (eP9Y! ~ £ (£1:9) ~ g2 (P9) C ¢
g=1 (zp,l)/ ~ (El,l)/ ~ g (zp,l)/ ~ gp’,oo

1<qg<+4oo || (P9 ~dw™ @,q¢) | (£1a) ~good | (gpsa) ~ gp'sd

Figura 1.12: Espacios duales /77 (con % + % =1y % +L=1).

Observacién 1.23 Los casos p = 400 y ¢ = +00 no han sido tratados aqui,
pues un estudio detallado requiere la introduccién de otro tipo de conceptos
mas generales. El lector puede consultar [§] para obtener mayor informacién
en estos dos casos.

Con estos resultados hemos terminado nuestra exposicién de los espacios de
Lorentz continuos LP'? y discretos ¢P+9.

El estudio de los espacios LP'9 generales (con dos indices) empieza en los
anos 1950 y se debe a G. Lorentz [19]. Evidentemente, existen varias maneras
distintas de presentar estos espacios de funciones y el punto de vista adoptado
aqui sigue de cerca la exposicion de los espacios de Lebesgue realizada en los
dos libros anteriores, el Volumen 1 [9] y el Volumen 2 [I0].

Sin embargo, y desde el inicio del estudio de estos espacios, es posible consi-
derar un punto de vista mas general: en 1951, Lorentz considera en el articulo
[20] los espacios A(w, ¢) que estdn caracterizados por la funcional

+o0 %
TR ( / f*(t)qw(t)dt> ,

en donde 0 < ¢ < 400 y w : [0, +00[—> [0, +00[ es una funcién que verifica
algunas propiedades particulares. Como hemos visto en el estudio de la dualidad
en los espacios de sucesiones /P9, esta manera de proceder generaliza lo que
ha sido expuesto en las pdginas anteriores pues basta fijar w(t) = ! para
recuperar los espacios LP9. El lector interesado en este punto de vista mds
general puede consultar los libros [§], [23] y [25].
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Resumen

En este resumen concentramos las principales propiedades de los espacios de
Lorentz de funciones LP*%(X, <7, 1, K) en donde (X, o7, i) es un espacio medido
o-finito resonante (ver la Definicién [[L2.4] pagina[61)) y en donde los indices p, ¢
verifican 1 < p < 400y 1 < ¢ < 400 que son las condiciones mas utilizadas en
la préctica.

1. Definiciones
Los espacios de Lorentz LP9(X, o7, u, K) estan caracterizados por la con-
dicién || f||ze.e < 400, donde esta funcional puede definirse por medio
de:

= la funcién de distribucién dy

1
+o0 q
1 1\?da “ 1
1llzre = p¥ (/ (ads(@)?) —a) v Il = sup {ads(@)> }
0 a>
sil<pqg<+0 si 1<p<+o0,q=+00.

= la funcién de reordenamiento decreciente f*

e = ([ (B50) L) 5 1ile =sup {570}

sil<p,qg<+o0 si 1<p<4o00,q=—+00.

= En el caso de los espacios de funciones, los espacios L>*? con 1 <
q < +00 no estan definidos.

= Se tienen la identificacién entre espacios de Lorentz y espacios de
Lebesgue: LPP = LP para todo 1 < p < 400 y por definicién se
tiene Lo = [*°,

2. Homogeneidad
Sobre el espacio medido (R™, Bor(R"™), dx) los espacios de Lorentz LP-?
tienen la misma homogeneidad que los espacios de Lebesgue pues se tiene

HOAL M| zoa = A7 || fll o,
donde 6x[f](z) = f(Az1, -, Azp), con A > 0.

3. Propiedades estructurales

» La funcional || - || z».« no siempre verifica la desigualdad triangular y
por lo tanto no siempre es una norma.

s Sil<p<4+oyl<g<+wosip=g=1losip=q= 4o,
entonces los espacios de Lorentz LP%(X, <7, 1, K) admiten caracte-
rizaciones equivalentes (por medio de la funcional ||| - |||p,q, Ver la
Definicién [L32] pagina [6) que los vuelve espacios de Banach.

» Sip=1ysil<q< +oo, entonces los espacios de Lorentz L7 no
son normables, en particular el espacio L1'* no puede ser dotado de
una norma. Pero todos los espacios de Lorentz son espacios métricos
completos.
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4. Propiedades de inclusion

m Sil < pg,p1 <40y sipgF# p1, entonces no hay ningin relacién
de inclusién entre los espacios LPo90 y LP1:9 con 1 < qp,q1 < +00.

m Sil <p< +o0esun pardmetro fijo, y si 1 < go < g1 < 400, enton-
ces los espacios de Lorentz son crecientes con respecto al segundo
parametro y se tiene las inclusiones

P90 C P

En particular se tiene
LP C LP*.

= Si se tiene u(X) < oo y si 1 < p < ¢ < +00 entonces para todo
real 1 < r < +o00 se tienen las inclusiones L%" C LP® para todo
1 <s<4o0.

5. Propiedades de densidad y separabilidad

= Las funciones simples integrables y las funciones continuas a soporte
compacto con densas en los espacios de Lorentz LP4(R", Bor(R"), dz, K),
con 1l <p<+o0yl<q<+o0. Pero el conjunto de funciones sim-
ples integrables no es denso en los espacios LP:*°.

» Los espacios de Lorentz LP-7(R"™, Bor(R"),dz,K) con1 <p < 4oy
1 < g < +o0 son separables. Pero los espacios LP>*° (R™, Bor(R"), dx, K)
no son separables.

6. Desigualdades importantes

= Desigualdades de Hélder
Sil<p,p1,p2<+ooyl<q,q1q2 < +oosontalesque ;=1 +5

1 1 1
= = + = t
y 1 5 € onces

1
[ fgllze.a <27 || fllLovar [|gllLr2.az

= Desigualdades de interpolacion
Sil<p,pi,p2<+ooyl<gq,qi,q2 < +ooysifeLbrdnLre
P,q 1 _ 6 4 1-6 1 _ 6 4, 16
entonces f € LP9 con ST T Y T o T, en donde
0<f<1:

1 _
1Fllzra < 271N 2o |1 Los e

= Desigualdades de Young-O’Neil
Por simplicidad consideramos funciones definidas sobre el espacio
medido (R™, Bor(R™), dz).
o [PXLI® -5 [">®:sil <p<+4+ooyl<gq,r < +oo verifican
1+%:%Jr%,sifEprgeLq’oo,entoncesf*gGL“OO:

I1f = gllLre < Cr,p, @) f e llgl aoe.

o [PIX It [P sifelPliconl <p<+ooyl<gqg<+oo
ysig € L', entonces fxg € LP? con1 < g <o < +oo:

I * gllzee < Cp,q,0)|[fllLrallgllLr-



184

Capitulo 1. Espacios de Lorentz

o [P1d x [P22 — [ g f € [PV con 1l < p; < +00, 1 <

q1 < fooysige LP»%2 con 1 < py < 400, 1 < go < 400, si
L4 L —1ysit4+ L >1 entonces
p1 p2 q1 q2

1f * gllzee < Cpr, p2)ll fllrva lgllLrzee

o [ P11 x [P2,92 3y [P)4: gj f c [p11 ysigée [P2:92 y si

1 1 1 1 1
—+—>1 y —+—=1+-
P1 D2 P1 D2 p

1
ysi ¢g>1 estalque — +
q
entonces f x g € LP? y se tiene la desigualdad

If * gllLea < Cp,p1, p2)ll fllzerar (gl Loz

o [P1o0 x [P282 y [PT: g 1 < pp,pa < +00y 1< q1,q < 400,
si f c [P1d1 yge [P2:92

S

1) Sip%"‘p%>1yq1=+00a1S(J2<+oo,ysip—11+pi2:1+
y 1 < g2 < g, entonces f * g € LP9:

If % gllra < Cp,p1,p2)|| fllerolgl| Lraa .

2) Slp_1+1n_2>1y1§q1<+°°’q2_+007yp1+p2—1+p
y 1 < ¢ < g, entonces f * g € LP9:

Ilf *gllzra < C(p,p1,02) || fllLerar [|g] Lr2ioe.

o [P1® x [P2X ey [P i L Lo g o L L4 1
1 2 P1 P2 p

f € LPv>®y ge LP>> entonces [ x g € LP°:

1f % gl < C(p, pr, p2) | fllLrroe gl Lraves.

7. Dualidad

» Sil<p,q< +oo entonces (LP9) ~ LV y los espacios de Lorentz
LP? son reflexivos.

= En los otros casos, los espacios duales pueden ser no triviales, ver la

Figura [[T0 pagina 1611
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1.7. Ejercicios

Ejercicio 1.1 Sean las funciones f,g,h definidas por

1—(z—1)? si0<z<2,
flx) =

0 st T > 2.

In(1/(1+x))? si0<z<1,
g(x) = _

0 six > 1.

determinar las funciones distribucion dy y dg correspondientes asi como las
funciones de reordenamiento decreciente f* y g*.

Ejercicio 1.2 Considerar la funcion definida por

2—z si xel0,1],
flz)=141 st xel,2],
3—x si ox€[2,3]

1. Determinar la funcion de distribucion dy y la funcidn de reordenamiento
decreciente f*.

2. Determinar el conjunto de puntos que pertenecen al dominio de definicion
de f* pero que no pertenecen al rango de la funcion dy.

Ejercicio 1.3 Sobre el espacio R™ dotado de su estructura de espacio medido
natural y utilizando la Definicion [1.2.7, pdgina[70, de los espacios de Lorentz
LP9 verificar que se tienen las identidades

frllzos = Ifllzea g oA zra = A7l Fllzra,

en donde f;(x) = f(x+7) con T € R™ representa la traslacion de la funcion f
y o[fl = fAz1, -+, dxzy), con A > 0, es la dilatacion de la funcion f.

Ejercicio 1.4 (Integrales de Bertrand) El objetivo de este ejercicio es es-
tudiar la integrabilidad en ciertos intervalos de las funciones f(x) =
donde 0 < x < 400 y donde a, B son parametros reales.

1
= In(z)]?

1. Sobre el intervalo 0,1 determinar el miénimo de la funcidn f asi como
los intervalos en donde esta funcion es decreciente.

2. Mostrar que la integral
+oo 1
————dx
/eﬁ% x| In(z)[F
converge si y solo sia>1osia=1yp > 1.

Indicacion: en el caso a = 1 y 8 > 1 hacer el cambio de variable y = In(x).
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3. Mostrar que la integral

|
@

€ 1
/o = m@P ™

converge si y solo sia<losia=1yp>1.

Indicacion: hacer el cambio de variable y = 1/x y utilizar el sequndo
punto de este ejercicio.

Ejercicio 1.5 (Medida finita) Sea (X, o/, u) un espacio medido o-finito tal
que (X)) < 4o0.
1. Mostrar que se tienen las inclusiones
(X, o, 1K) C LP*(X, o, u,K) C LP7¢(X, &, u, K),
donde 1 <p<+o0oyl<e<l.

2. Verificar que en las desigualdades (I.61]), pdgina[8d no se puede quitar la
condicion p < q. Para ello considerar primero el caso ¢ = p, producir un
contraejemplo y luego estudiar el caso q < p.

Ejercicio 1.6 Utilizando la caracterizacion de los espacios de Lorentz LP1
que se basa en la funcion de reordenamiento decreciente, determinar para qué

valores de 0 < p,q < 400 las siguientes funciones pertenecen a los espacios
Lpa:

1. la funcion definida en la formula (133) de la pdgina 46
2. la funcién determinada por la expresion (L30) de la pdgina[{8

3. la funcion definida en (I.57) de la pdgina[{9

Ejercicio 1.7 Sea f la funcion definida para todo v € X = [0,+o0[ por la

expresion f(x) = 5.

1. Determinar las expresiones de las funciones dy y f*.
2. Caleular |{zx € X :|f(z)| = a}| y {t:|f*(t)] > a}| para o = 1.

3. Verificar que la equimedibildad no se conserva en la Proposicion [[L2.6-4)
si se reemplaza la desigualdad estricta (>) por una simple desigualdad

(>) en la féormula (IL38).

Ejercicio 1.8 Sea i una medida no atémica definida sobre un espacio medible
resonante (X, o) y sea A un nimero tal que 0 < X\ < p(X). Demostrar la
identidad

A
sup /A (@) ldu(z) = / F(t)dt.

u(A)<A



1.7. Ejercicios 187

Ejercicio 1.9 (Lema de Hardy) Sean f y g dos funciones positivas medibles
sobre 10, 4+00[ tales que, para todo a > 0 se tiene la desigualdad

/Oa Ft)dt < /Oag(t)dt.

Sea h una funcion positiva decreciente definida sobre ]0,400[. Demostrar que
se tiene

+oo 400
| sonwis [ gono
0 0

Indicacion: suponer primero que h es una funcion simple, positiva y decreciente
n

de la forma h(t) = Zaj]l]o,tj[ en donde a; >0 y 0 <ty <+ <ty
j=1

Ejercicio 1.10 Sea (X, &7, 1) un espacio medido y sean f, g y h tres funciones
medibles definidas sobre X a valores en K. Demostrar que se tiene la desigual-
dad

+oo
/If(fﬂ)g(w)h(ﬂf)ldu(w)S/ [ @®)g™@)n"(t)dt.
X 0

Ejercicio 1.11 Sea (X, &7, 1) un espacio medido y sean f, g y h tres funciones
medibles definidas sobre X a valores en K. Sean

1 Kl

S

Pl L

seis parametros reales. Utilizando el resultado del ejercicio anterior, demostrar

la siguiente genmeralizacion de la desigualdad de Holder para los espacios de
Lorentz:

\ | f@gtanaduto)

<A llzrrar gl rz-oz [ Al Lrs.as -

El objetivo de los dos ejercicios siguientes es mostrar que cuando no se cum-
plen las condiciones sobre los indices r,p y ¢ que caracterizan la funcional
Il |llp,q,r dada en la Definicién [[3.2] pdgina @6 entonces no se tiene la equi-
valencia [[| - [|lp,g,r = [| - |Lr.a-

Ejercicio 1.12 Utilizando la Definicién [1.3.2, pdginal98, de la funcional
I llp,q,r, verificar que se tiene la identidad ||| f]||1,00,1 = ||f||L1. Esto muestra
la necesidad de la condicion 0 < r < p.

Ejercicio 1.13 Mostrar que si (X, 7, 1) es un espacio medido no atémico
resonante tal que p(X) = 400, entonces el conjunto de funciones tales que se
tiene ||| - |||p,g1 < +00 cuando 0 <p <1 o cuandop =1y 0 < ¢ < +0oo estd
reducido al elemento cero. Para ello seguir los siguientes puntos.

1. Suponer que f # 0, y obtener que existe una constante C > 0 y un real
e > 0 tal que f*(t) > 0 para todo 0 < t < e.
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2. Deducir que se tiene la mayoracion siguiente con 0 < t < 4+00:

[ (t) > Clyg ¢ (t) + T]l]o,s} (t).

+o0
3. Obtener la desigualdad ||| f]||p,q1 > Ce </ 159 1dt>

¢ Qué sucede entonces con la funcional ||| |||pg1 s10<p<losip=1
y0<qg<+oo?

Ejercicio 1.14 Sea(G, Bor(G), p) un grupo topoldgico localmente compacto uni-
modular dotado de la medida de Haar p invariante por la izquierda. Utilizando
la definicion de los espacios de Lorentz LP? que se basa en la funcion de dis-
tribucion dy, verificar que se tienen las identidades

fellzoa = 1 Nzre = 1 fllzea = [ f]lLoe,

on 0 <p< 400yl <qg< +ooyen donde, si T € G, hemos notado
( )= f(r-2), [T(x) = flz-7) y fl) = fl=z").

Ejercicio 1.15 Verificar que el conjunto de funciones simples integrables no es
denso en el espacio LP*°(R™, Bor(R™), dz, R™). Para ello considerar la funcion
flx) = |:c|_% y mostrar que esta funcién no puede ser aproximada por medio
de funciones simples integrables.

Ejercicio 1.16 Sea (X, o/, u) un espacio medido o-finito no atdmico tal que
w(X) < 1. Sobre el conjunto de funciones medibles f : X — K considerar la
funcional:

No(f) = lim ¢ f1*,(1).

t—0

1. Mostrar que la funcional Ng es una semi-norma.

2. Verificar que la funcional Ny es continua con respecto a la topologia fuerte
del espacio LV*°(X, o, u, K).

3. Considerando una sucesidn de conjuntos A, tal que pu(A4,) = 27", y
considerando la funcion [ definida por

2" six € An,
fx) = . "
0 sixz¢U,cnydn

. ., sk
mostrar que se tiene la mayoracion (ﬁ) < fr

4. Concluir que el espacio dual de L1>°(X, .o/, 11, K) no es trivial.

Ejercicio 1.17 Determinar el reordenamiento decreciente de las siguientes su-
cesiones:

1. (an)n>1 definida por a, =1 sin es par y a, =0 sin es impar.



1.7. Ejercicios 189

2. (by)n>1 definida por b, = 1.

n

Ejercicio 1.18 Mostrar que si a = (ap)n>1 €S una sucesion que pertenece a
un espacio de Lebesgue (P(N*), con 0 < p < 400, entonces se tiene la identidad

—+o0 %
HaHf” = <Z |a<p(n)|p> )
n=1

en donde ¢ es cualquier permutacion de los naturales. Indicacion: adaptar el
razonamiento utilizado en la Proposicion 1.4.3 del Volumen 1.

Ejercicio 1.19 Sean 1 < p,po, 1,90, 1 < +00 cinco indices reales tales que

% = pio—i—p% Y % = qio—l—qi. Sia € (P (N*) yb e (P11 (N*) son dos sucesiones,
demostrar que se tiene la desigualdad siguiente

labller < [|allero-ao [[B]|¢r-a -

Ejercicio 1.20 Sea (X, <7, 1) un espacio medido. Si f € LP9(X, o/, u, K) con
1 < p,g < 400, mostrar que esta funcion f puede descomponerse como la
suma de dos funciones f = fo + f1 en donde fo € LY X, o, u,K) y f1 €
L®(X, o, 1, K).

Ejercicio 1.21 Diremos que ® es una funcion de Young si existe una funcion

¢ : [0, +oo[—> [0, +o0[ tal que P(t) = / w(s)ds, t > 0 y que verifica p(0) = 0,
0

©(8) > 0 para s > 0, ¢ es una funcidon creciente y continua por la derecha y
se tiene 11'21 ©(s) = 4oo. Determinar la funcién de Young asociada a los
S——+00

espacios de Lebesque LP(X, o , 11, K) con 1 < p < 400, es decir tal que se tenga

la identidad
1l =2 ( / <I>(|f(:v)|)dx) |
X

donde &1 es la funcion inversa de ®.

Si @ es una funcién de Young, el conjunto de funciones medibles f : X — K

tales que la cantidad / O (| f(x)])dz es finita se conoce como la clase de Orlic4%3
b'e

Z®. El estudio de las clases de Orlicz permite generalizar de una manera

diferente a los espacios de Lebesgue LP, pero una exposicién rigurosa de estos
temas esta fuera del alcance de este libro.

28W. Orlicz (1903-1990), matemédtico polaco.
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