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Résumé

Le frottement de Coulomb engendre comraonent des proBmesa solutions mul-
tiples. Pour estimer de combien cetteétermination peut entacher la vali@ides simula-
tions nunériques en Mcanique des Granulats, I'auteur adjoint aux programmes de calcul
la faculé de visualiser 'ensembles des solutions. La &gi@t propoée est de conségter
les valeurs des forces de contact comme faisant partie de la description de ékatque
d’un syseme multicontact et de traiter le frottement de néa@iincEmentale.

1 Introduction

La Tribologie nous enseigne la compléxdt la diversié des situations qu’on peut obser-
ver lorsque deux corps sont en contact, qu'il y ait glissement ou non. La loi de Coulomb n’en
reste pas moins le cadre incontournable d’'une peeenpproche du @monene de frotte-
ment sec. Dans de nombreux prémles techniques, les seules dees disponibles concer-
nant le frottement sont formaéies par des lois de ce type. Lagularie matfematique des
solutions consquentes redte d'ailleurs lagalite quotidienne : en I'absence de graissage, les
mécanismes grincent et risquent de se coincer.

En piésence de frottement sec, on deite également @t a rencontrer uneluralité
de solutions L'exemple traditionnel de la statique de&dthelle prenant appui sur le sol et
sur un mur vertical montre une infigitde valeurs possibles pour lé&actions en ces deux
contact. Les prol@mes de dynamique donnent lizales situations du @me ordre, ce qu'on
a improprement appeldes paradoxes. L'occurencecldisticie n'élude pas ces difficiés
(pour le cas dvolutions quasi-statiques, voir [2][3]).



La Mécanique des Milieux Granulaires, domaine de recheréseattif, fait un large usa-
ge de simulation nuérique. Un granulat (suppeglans ce qui suit sec et non ésif) est
mocklise comme une collection de solides soumis aux liaisons éndkgs d'im@rétrabilite
mutuelle et de confinement par des parois, avec frottement de Coulomb en cas de contact.
Les types de ethodes nureriques utili€es pour traiter ces syshesa tres grand nombre
de deges de libe® sont sommairementédrits au Parag. 3 ci-dessousdqu’on a pu se
convaincre, par confrontation avec des observables, de la &atidds modles, le calcul
apporte une informationds riche sur deglements pratiquement inaccessibles : transmis-
sion des forces dans le granulat, microstructugengtrique, etc., d'importancévidente
lorsqu’on en vien@a des constructions &oriques. Par une longue pratique, les chercheurs
ont pris confiance dans cette interaction entreéeispentation physique, calcul ni@mque
et élaboration tBorique sans qu’aucune in@tiide quané la multiplicitt des solutions du
calcul ne soit perceptible dans la &tature. Si I'approche seéwele finalement valide et
fructueuse, c’est nous semble-t-il parce que calculateurs comme manipulateurs restent tou-
jours conscients de ce que kgponse d’'urechantillon granulair@ une sollicitation donge
dépend fortement de son histoire, en particulier de son mode&pagation. Les @thodes
nunmériques & pas simples) utilesses pour calculer lesvolutions doivent donc disposer en
début de chaque pas d’'une certaine information @wolfution anérieure. Les racaniciens
du 1®me sicle, fascigs par la jeune #orie destquations difrentielles, ont cristallés
I'id ée que, en Mcanique, I'information significativa chaque instant consistait simplement
en la position du syemeétudgi, jointe aux vitesses de seléments. Tel est bien le cas pour
de nombreux mogles usuels de sysnhes necaniques, mais il serait maladroiedger cette
constatation au rang de principe. La#le de cet expésest que, pour les sgshes qui nous
occupent, la moglisation la plus efficace accueille dans la description de chatptens-
tantare les valeurs des forces de contadtistement, les techniques nemgues usuellement
employees dans les simulations de granulats, gu’elles soient de type explicite comme “Mo-
lecular Dynamics” ou implicite comme “Contact Dynamics”, prennent bien en compte pas
apmes pas cette information.

2 Un exemple élémentaire

La Figure 1 montre, dans un plan vertical, la situation suivante. Deux parois rigides fixes
convergent vers le haut; une barre pesante rectiligne rigileest in&€rée entre ces parois,
gu’elle touche avec frottement de Coulomb, et abanéearwitesse nulle. Siles angle ont des
valeurs convenables, compasa I'angle de frottement, le probine de lévolution ulérieure
de la barre possie deux solutiongvidentes : soit la perte de contact suivie d’une chute libre,
soit 'immobilité.

Le quadrilaére repesené en hachuregteres est I'intersection des@nes de Coulomb”

(en dimension 2, ce sont des angles) aux deux points de contact. Toute position dlu point
dans le triangle au dessus dé3 correspond des valeurs degactionsRk 4 et R compa-
tibles avec le frottement équilibrant le poids de la barre. Engsence de frottement sec, il
fautétre péta rencontrer de telles incertitudes.

Pronostiquer le maintien ou la perte du contact exigpaleer le prix d’'une information
compEmentaire a formaliser dans le cadre d'un nild plus riche que le predent. Par



Figure 1 — Barre inée entre deux parois convergentes.

“modele”, nous entendons uiormat (au sens de I'informatique) sous lequel on choisit de
définir, de recueillir et de traiter une information concernant I'Univers. Cette information est
nécessairement partielle (elle ne concerne d’ailleurs qu’une toute petite partieebdfsis
syseme”) et les pronostics qu’'oanoncera finalement dans le format en question le sont
aussi. Un modle n’a pas de raison &ffre “deterministe” (et la question de savoir si 'Univers
lui-méme I'est n'a pour nous pas de sens). La plugali solutions qui nous incte ici n'est
donc pas proprement urefaut de la loi de Coulomb ; elle signifie seulement que le é@d
employé ne permet pas de faire mieux.

3 Techniques numériques

Divers types de m@thodes numriques sont disponibles pour calculer le mouvement (ou
pronostiquer et analyseréiquilibre) de collections de solides. Mentionnons seulement pour
mémoire les approcheg&ténementielles” (angevent-drivel qui reproduisent la&mnarche
ordinaire de la Mcanique Classique : puisqu’on dispose de technigpesiées pour I'ana-
lyse des sysimesa liaisons bilaérales et lois de forceegulieres, le programme cherchéra
identifier des intervalles de temps sur chacun desquels les statuts des contacts et du frottement
sont constants. Sur chacun de ces intervalles, dehades fines d'iggration nurérique
deséquations direntielles pourronétre emploges. Le travaih effectuer aux instants de
changement de statut estdranalogua celui que Bcessite chaque pas de lattmode Contact
Dynamics @crite ci-dessous. L'approctexénementielle devient impraticable si le nombre
de contacts épasse quelques dizaines.

Seules nous concernent ici les techniques ‘pams” (angltime-steppinyqui sont de
deux sortes :

Méthodes MD (pourMolecular Dynamick
Elles reposent sur des approximatioggularisantes : les liaisons de non-intmgtrabili-



té des corps sont rempkes par des lois dé&pulsion qui entrent en action lorsque des pos-
sibilités de contact sontétecées. La loi du frottement sec peut d&émmeétre €gulari€e,
usuellement en invoquant des micepiacementglastiques tangentiels. Léguations dife-
rentielles ainsi obtenues peuvegire traiees par des éthodes nureriques usuelles, en
pratiqguede type expliciteL'inconvénient est que cesquations approximantes sont d'au-
tant plus raides que I'exigence deéprsion est forte. Pour cette raison, cestihodes, &s
employées pour le calcul @volutions quasistatiques ou I'analyseéqliilibres, deviennent
probEmatiques dans les situations dynamiques, les termes introduits pour assurer la stabilit
numerique risquant d'inteérer avec les effets propremenécaniques.

Méthodes CD (pourContact Dynamics

Elles visenta faire face directement aux &gularies duesa I'unilateralitt des liaisons
et au caraétre non-diferentiable de la loi de Coulomb [6][8]. Le calcul de chaque pas est
de type implicitece quiécarte le risque d'instabiétnunérique. Les ikgaliEs, concernant
le parangtre de configurationp € R™, qui expriment les exigences de non-intamgtration,
sont remplages par demclusions diférentiellesou sont implig@esa la foisq et le paranatre
de vitessa: € R et qui assurent de pas en pas lagarvation de ceségaliés. En faisant
entrer aussi dans de telles inclusionsétiitielles les valeurs, a priori inconnues, des forces
de contact on obtient de facoimgrale dedois de contactiont I'exemple type est le “contact
unilateral de Coulomb”. Ce dernier peut, si I'on veut, recevoir une formulation variationnelle
équivalente utilisable aux fins n@mques [5]. Un aspect fondamental est que les lois for-
mulées pour un instant doeme concernent pas les valeurs des forces ou des vitessts
instant mais leurimites a droite de cet instant, suppéss exister. Nous disons que les for-
mulations en question sodé type prospectit cette particulari est Iee de facon essentielle
a la cecision de construire des algorithmes de type implicite, capables notamment de traiter
I’ éventualié de collisions.

Préserees de l'instabilé nunerique, les rdthodes CD peuvent se permettre des pas de
temps beaucoup plus longs que lesthodes MD. La contrepartie est que le calcul de chaque
pas est beaucoup plus lourd. Les inconnues du pas sont les impulsions de contact et la va-
leur finale deu (mettre ensuit&x jour ¢ est simple). Les conditiona satisfaire sont une
discietisation de Equation de la Dynamique, joindre aux lois de contact supges relier
les impulsions transmises par les divers condaghe certaine valeur derepiésentative du
pas. Cela fait un probme non ligaire non &gulier — appelons-le P — avec, dans les simula-
tions usuelles de granulats, quelques dizaines de milliers d'inconnues. Des microordinateurs
peuvent cependant suffire.

Diverses techniques nuriques pouré&soudre P peuveigtre emploges [1][6][8]. Seul
Nous occupe ici un préck itératif qu’'on peut baptisgbauss-Seidel non leaire Il consiste
a passer en revue cycliguement les contacts idestdfomme actifs sur le pas de temps. A
chacun de ces passages, on actualiséaation correspondante e@splvant un proldime
unilateral frottant concernant le seul contact en cause,8astion des autrestant alors
traittes comme connues. Ce pede iteratif doit étreinitialisé par un choix de valeurs des
réactions des divers contacts. En I'absence d’information, on estdenthoisir des valeurs
nulles. Mais, dans le calcul @rolutions de granulats denses, onéére consiérablement la
convergenceé chaque pas en choisissant comme initialisation du processus de Gauss-Seidel
les valeurs calcules au pas fiédentpour ceux des contacts cetiaient &ja pesents. Ainsi



implémenée, une rathode CD &pond aux exigences forn@ds au parag 1 : les valeurs des
forces de contact font partie de la description de ché&gae

Il en va de iéme si une EthodeMD est emplo§e puisque les valeurs desactions sont
directement re@esa des micro-éplacements qui doivebtre connus au&but de chaque pas.

Dans les perspectives dugsent expds la proédure CD par Gauss-Seidelégente
I'int érét consi@rable, en cas de plurdide solutions, de permettre de les atteindre toutes.
En effet, apes avoir @limité I'ensemble des valeurs plausibles deactions, il suffira de
répeter un grand nombre de fois la péature avec des initialisationségs au sort dans cet
ensemble. Toute solutid@ventuelle a sa chanceédi‘e atteinte.

Un procdé moins lourd pour explorer des ensembles de solutions est de fixer une ini-
tialisation mais de varier la prédure de Gauss-Seidel, le plus simple pour étdat de
modifier d’'une foisa I'autre I'ordre du balayage cyclique des contacts: 86t le nombre de
ces contacts, on obtiendra au plus— 1)! solutions diferentes, mais I'exemple ci-dessous
montre qu’elles peuvent baliser plausiblement 'ensemble infini des solutions.

4 Granulat en équilibre sous pesanteur

La Figure 2 montre un&tail d’'unéchantillon de 28 disques pesant£enilibre qui ont 56
points de contact, entre eux ou avec le conteneur. L'ensemble des composantes diass
correspondantes forme un point inconnde R''2. La loi de Coulomb enferme ce point
dans le éne pohedriqueC, produit des 56 @nes locaux @gions angulaires dans chacun des
R? respectifs), tandis que les 84 conditionggtliilibre des 28 grains sous pesanteur éenn
définissent une vagié affineA, de dimension 28 dar!'2. Pour chaque contact, 'ensemble
des valeurs possibles de keaction est la projection sur UR? de I'ensemble podrique
CNA.

Le grain 1, en haut de I'empilement, prend appui par deux points seuletnenB sur
les grains sous-jacents. Ligtermination des deuwgactions implique simplement une force
inconnue paradllea A B, ce qui fait que les projections correspondante€del se eduisent
en ce cas des segments de droites. Situation semblable pour le grain 2.

Par contre, le grain 3 posde quatre contacts avec des grains eéxaes en situation
de sous-@termination. La&action en chacun des pointset I est incetermiree dans un
domaine polygonal dont la regsentation en grésest produite comme suit : Le programme
procedea des calculsapétes des valeurs dquilibre en modifiand chaque fois certains choix
dans l'algorithme de Gauss-Seidel ; &sultat pour chaquéaction est affich par un point.
Une surprise est de voir appéra dans ce grisles fandbmes de certainesétes du polgdre
multidimensionnel N.A. Pour des raisons encore inexpkgs, les points limites dérations
dansR'!? sont un peu plus &quents au voisinage de certaines face€ deA et, a fortiori,
au voisinage des ates qui sont leurs intersections.

Sont agrandis en encadr les esultats de deux types de calcul difnts. A droite, les
itérations de Gauss-Seidel sont laesa partir de valeurs initiales choisies au hasard, ce qui
garantit la possibil& d’atteindre toute solution. A gauche, les valeurs initiales sont nulles,
seul étant modif¢ au hasard, d’'un calcdl I'autre, 'ordre de balayage des contactOn
constate que les deux p&xures dessinent lessmes domaines d'ireddermination, mais elle
ne font pas ressortir lesémes aétes fanbmes.



Grain 1

Frottement: 0,3

Détail ci-dessous

Itérations initialisées
au hasard

Itérations
initialisées a zéro

Figure 2 — Moele bidimensionnel de granulat éguilibre sous pesanteur.

5 Flot granulaire sur une pente

Les dontees de la Figure 3 proviennent d'un nébelbidimensionnel &coulement granu-
laire dense sur un sol rectiligne fixe indinle26, 5° vers la droite, mais morérhorizontale-
ment sur le dessin. Echantillon est constiude grains polygonaux convexes dont les formes
ont éte créées atatoirement. La rugogtdu sol est siméles par des grains céfl ayant la
méme dispersion de formes et de tailles que les grains libres. Pour imiter dans une certaine
mesure une couche de grains qui serait illeaivers 'amont et vers 'aval, on emploie I'ar-
tifice desconditions aux limites griodiques: le calcul traite seulement des grains dont les
centres d'inertie se trouvent dans une cellule rectangulaire. Les grains voisitigéesmont
ou aval de cette cellule peuvent interagir par contact avec des grains virtuels, images par trans-
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Figure 3 — Ecoulement granulaire sur une pente.

lation de grains appartenaata cellule. Lorsqu’un grain sort de la cellule en franchissant un
de ces 0Otés, il est remplaedans le calcul par une de ses images, en conservant lesgha@sm
de vitesse.

La hauteur de la couche @&soulement est divie en 12 tranches sur chacune desquelles
est calcudée la moyenne de la composante correspondante de la vitesse des graige De |
“profil des vitesses” monéra gauche.

Le calcul des forces de contact (ou des percussions de contact en cas de collision) dans
de telles situations dynamiques comporte un&tednination beaucoup moins grande que
dans les situations @guilibre. On se I'explique en observant que, si un contact est glissant,
la loi de Coulomb relie le support de la force de contact au vecteur vitesse de glissement,
ce qui est une information plus riche que la simple appartenance de cette fordreadec
Coulomb. On doit Banmoins s’attendre aussila pesence de contacts non glissants. La
conclusion d’essais de cette sorte est que si on applique la recommandation faite plus haut :
initialiser les iterations de Gauss-Seidel au moyen des forces @&dsuhu pas @oedent
I'ind étermination devientéyligable pour la plupart des besoins.

Il restea executer la seconde partie de notre programme : estimer 'amplitude detkind
mination qui se manifeste lorsqu’on ne suit pas la recommandation.

La partie droite de la figure montre les grains F1 et F2ésodlu sol, et quelques grains
libres. Lorsque deux grains polygonaux se touchent le long d'un segment, Edpreade
détection @clare seulement deux points de contact, auxéexites de ce segment (ce qui
revienta imaginer que chaque polygoneepente sur chacune de se8tas une concawt
infinitésimale). A partir de chaque point de contact, le programme dessine un segment de
droite repésentant la force de contact avec une&igitaphique choisie.



Les grains F1 et F2 forment un seul solide fixe que le grain A, dont la vitesse estdrouv
nulle, touche en trois points. Ces circonstances locales sont analbbgeegi’on a pu voir au
Parag. pecedent pour un sy8me engrement erequilibre. Le calcul &t repete un certain
nombre de fois en initialisarkt Zro les ierations de Gauss-Seidel mais en adopasitaque
fois un ordre dif€rent pour le balayage de I'ensemble des contacts du granuld@véeptails
obsenés en chacun des trois points de contacts donnent @eedd I'indetermination des
forces de contact correspondantes.

Par contre, les deux points de contagtld€és entre les grains A et B ne montrent aucune
fluctuation des forces. Ces deux grains ont une vitesse de glissement non nulle et les deux
forces ont la r@me direction correspondaiun frottemenégala 0,3. La figure montre aussi
des contacts simples, en lesquels les forces ne fluctuent pas non plus.
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