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Résumé

Le frottement de Coulomb engendre communément des problèmesà solutions mul-
tiples. Pour estimer de combien cette indétermination peut entacher la validité des simula-
tions nuḿeriques en Ḿecanique des Granulats, l’auteur adjoint aux programmes de calcul
la facult́e de visualiser l’ensembles des solutions. La stratégie propośee est de considérer
les valeurs des forces de contact comme faisant partie de la description de chaqueétat
d’un syst̀eme multicontact et de traiter le frottement de manière incŕementale.

1 Introduction
La Tribologie nous enseigne la complexité et la diversit́e des situations qu’on peut obser-

ver lorsque deux corps sont en contact, qu’il y ait glissement ou non. La loi de Coulomb n’en
reste pas moins le cadre incontournable d’une première approche du phénom̀ene de frotte-
ment sec. Dans de nombreux problèmes techniques, les seules données disponibles concer-
nant le frottement sont formalisées par des lois de ce type. L’irrégularit́e math́ematique des
solutions conśequentes refl̀ete d’ailleurs la ŕealit́e quotidienne : en l’absence de graissage, les
mécanismes grincent et risquent de se coincer.

En pŕesence de frottement sec, on doitêtre également pr̂et à rencontrer unepluralité
de solutions. L’exemple traditionnel de la statique de l’échelle prenant appui sur le sol et
sur un mur vertical montre une infinité de valeurs possibles pour les réactions en ces deux
contact. Les problèmes de dynamique donnent lieuà des situations du m̂eme ordre, ce qu’on
a improprement appelé des paradoxes. L’occurence d’élasticit́e n’élude pas ces difficultés
(pour le cas d’́evolutions quasi-statiques, voir [2][3]).



La Mécanique des Milieux Granulaires, domaine de recherche très actif, fait un large usa-
ge de simulation nuḿerique. Un granulat (supposé dans ce qui suit sec et non cohésif) est
mod́elisé comme une collection de solides soumis aux liaisons unilatérales d’imṕeńetrabilit́e
mutuelle et de confinement par des parois, avec frottement de Coulomb en cas de contact.
Les types de ḿethodes nuḿeriques utiliśees pour traiter ces systèmesà tr̀es grand nombre
de degŕes de libert́e sont sommairement décrits au Parag. 3 ci-dessous. Dès qu’on a pu se
convaincre, par confrontation avec des observables, de la validité des mod̀eles, le calcul
apporte une information très riche sur deśeléments pratiquement inaccessibles : transmis-
sion des forces dans le granulat, microstructure géoḿetrique, etc., d’importancéevidente
lorsqu’on en vient̀a des constructions théoriques. Par une longue pratique, les chercheurs
ont pris confiance dans cette interaction entre expérimentation physique, calcul numérique
et élaboration th́eorique sans qu’aucune inquiétude quant̀a la multiplicit́e des solutions du
calcul ne soit perceptible dans la littérature. Si l’approche se révèle finalement valide et
fructueuse, c’est nous semble-t-il parce que calculateurs comme manipulateurs restent tou-
jours conscients de ce que la réponse d’uńechantillon granulairèa une sollicitation donńee
dépend fortement de son histoire, en particulier de son mode de préparation. Les ḿethodes
numériques (̀a pas simples) utiliśees pour calculer leśevolutions doivent donc disposer en
début de chaque pas d’une certaine information sur l’évolution ant́erieure. Les ḿecaniciens
du 19̀eme sìecle, fascińes par la jeune th́eorie deséquations diff́erentielles, ont cristalliśe
l’id ée que, en Ḿecanique, l’information significativèa chaque instant consistait simplement
en la position du systèmeétudíe, jointe aux vitesses de seséléments. Tel est bien le cas pour
de nombreux mod̀eles usuels de systèmes ḿecaniques, mais il serait maladroit d’ériger cette
constatation au rang de principe. La thèse de cet exposé est que, pour les systèmes qui nous
occupent, la mod́elisation la plus efficace accueille dans la description de chaqueétat ins-
tantańe les valeurs des forces de contact. Justement, les techniques numériques usuellement
emploýees dans les simulations de granulats, qu’elles soient de type explicite comme “Mo-
lecular Dynamics” ou implicite comme “Contact Dynamics”, prennent bien en compte pas
apr̀es pas cette information.

2 Un exemple élémentaire
La Figure 1 montre, dans un plan vertical, la situation suivante. Deux parois rigides fixes

convergent vers le haut ; une barre pesante rectiligne rigideAB est inśeŕee entre ces parois,
qu’elle touche avec frottement de Coulomb, et abandonnéeà vitesse nulle. Si les angle ont des
valeurs convenables, comparéesà l’angle de frottement, le problème de l’́evolution ult́erieure
de la barre possède deux solutionśevidentes : soit la perte de contact suivie d’une chute libre,
soit l’immobilité.

Le quadrilat̀ere repŕesent́e en hachures lég̀eres est l’intersection des “cônes de Coulomb”
(en dimension 2, ce sont des angles) aux deux points de contact. Toute position du pointI
dans le triangle au dessus deAB correspond̀a des valeurs des réactionsRA et RB compa-
tibles avec le frottement etéquilibrant le poids de la barre. En présence de frottement sec, il
faut être pr̂et à rencontrer de telles incertitudes.

Pronostiquer le maintien ou la perte du contact exige depayer le prix d’une information
compĺementaire, à formaliser dans le cadre d’un modèle plus riche que le préćedent. Par



Figure 1 – Barre inśeŕee entre deux parois convergentes.

“modèle”, nous entendons unformat (au sens de l’informatique) sous lequel on choisit de
définir, de recueillir et de traiter une information concernant l’Univers. Cette information est
nécessairement partielle (elle ne concerne d’ailleurs qu’une toute petite partie, baptisée “le
syst̀eme”) et les pronostics qu’ońenoncera finalement dans le format en question le sont
aussi. Un mod̀ele n’a pas de raison d’être “d́eterministe” (et la question de savoir si l’Univers
lui-même l’est n’a pour nous pas de sens). La pluralité de solutions qui nous inquiète ici n’est
donc pas proprement un défaut de la loi de Coulomb ; elle signifie seulement que le modèle
emploýe ne permet pas de faire mieux.

3 Techniques numériques
Divers types de ḿethodes nuḿeriques sont disponibles pour calculer le mouvement (ou

pronostiquer et analyser l’équilibre) de collections de solides. Mentionnons seulement pour
mémoire les approches “événementielles” (angl.event-driven) qui reproduisent la d́emarche
ordinaire de la Ḿecanique Classique : puisqu’on dispose de techniqueséprouv́ees pour l’ana-
lyse des systèmesà liaisons bilat́erales et lois de force régulìeres, le programme chercheraà
identifier des intervalles de temps sur chacun desquels les statuts des contacts et du frottement
sont constants. Sur chacun de ces intervalles, des méthodes fines d’intégration nuḿerique
deséquations diff́erentielles pourront̂etre emploýees. Le travail̀a effectuer aux instants de
changement de statut est très analoguèa celui que ńecessite chaque pas de la méthode Contact
Dynamics d́ecrite ci-dessous. L’approcheévénementielle devient impraticable si le nombre
de contacts d́epasse quelques dizaines.

Seules nous concernent ici les techniques “pasà pas” (angl.time-stepping) qui sont de
deux sortes :

Méthodes MD (pourMolecular Dynamics)
Elles reposent sur des approximations régularisantes : les liaisons de non-interpéńetrabili-



té des corps sont remplacées par des lois de répulsion qui entrent en action lorsque des pos-
sibilités de contact sont détect́ees. La loi du frottement sec peut de mêmeêtre ŕegulariśee,
usuellement en invoquant des microdéplacementśelastiques tangentiels. Leséquations diff́e-
rentielles ainsi obtenues peuventétre trait́ees par des ḿethodes nuḿeriques usuelles, en
pratiquede type explicite. L’inconvénient est que ceśequations approximantes sont d’au-
tant plus raides que l’exigence de précision est forte. Pour cette raison, ces méthodes, tr̀es
emploýees pour le calcul d’évolutions quasistatiques ou l’analyse d’équilibres, deviennent
probĺematiques dans les situations dynamiques, les termes introduits pour assurer la stabilité
numérique risquant d’interf́erer avec les effets proprement mécaniques.

Méthodes CD (pourContact Dynamics)
Elles visentà faire face directement aux irrégularit́es dues̀a l’unilatéralit́e des liaisons

et au caract̀ere non-diff́erentiable de la loi de Coulomb [6][8]. Le calcul de chaque pas est
de type implicite, ce quiécarte le risque d’instabilité nuḿerique. Les ińegalit́es, concernant
le param̀etre de configurationq ∈ Rn, qui expriment les exigences de non-interpéńetration,
sont remplaćees par desinclusions diff́erentiellesoù sont impliqúesà la foisq et le param̀etre
de vitesseu ∈ Rn et qui assurent de pas en pas la préservation de ces inégalit́es. En faisant
entrer aussi dans de telles inclusions différentielles les valeurs, a priori inconnues, des forces
de contact on obtient de façon géńerale deslois de contactdont l’exemple type est le “contact
unilat́eral de Coulomb”. Ce dernier peut, si l’on veut, recevoir une formulation variationnelle
équivalente utilisable aux fins numériques [5]. Un aspect fondamental est que les lois for-
mulées pour un instant donné ne concernent pas les valeurs des forces ou des vitessesà cet
instant mais leurslimites à droitede cet instant, supposées exister. Nous disons que les for-
mulations en question sontde type prospectifet cette particularit́e est líee de façon essentielle
à la d́ecision de construire des algorithmes de type implicite, capables notamment de traiter
l’ éventualit́e de collisions.

Pŕeserv́ees de l’instabilit́e nuḿerique, les ḿethodes CD peuvent se permettre des pas de
temps beaucoup plus longs que les méthodes MD. La contrepartie est que le calcul de chaque
pas est beaucoup plus lourd. Les inconnues du pas sont les impulsions de contact et la va-
leur finale deu (mettre ensuitèa jour q est simple). Les conditions̀a satisfaire sont une
discŕetisation de l’́equation de la Dynamique,à joindre aux lois de contact supposées relier
les impulsions transmises par les divers contactà une certaine valeur deu repŕesentative du
pas. Cela fait un problème non lińeaire non ŕegulier – appelons-le P – avec, dans les simula-
tions usuelles de granulats, quelques dizaines de milliers d’inconnues. Des microordinateurs
peuvent cependant suffire.

Diverses techniques numériques pour ŕesoudre P peuventêtre emploýees [1][6][8]. Seul
nous occupe ici un procéd́e itératif qu’on peut baptiserGauss-Seidel non lińeaire. Il consiste
à passer en revue cycliquement les contacts identifiés comme actifs sur le pas de temps. A
chacun de ces passages, on actualise la réaction correspondante en résolvant un problème
unilat́eral frottant concernant le seul contact en cause, les réaction des autreśetant alors
traitées comme connues. Ce procéd́e itératif doit être initialisé par un choix de valeurs des
réactions des divers contacts. En l’absence d’information, on est tenté de choisir des valeurs
nulles. Mais, dans le calcul d’évolutions de granulats denses, on accélère consid́erablement la
convergencèa chaque pas en choisissant comme initialisation du processus de Gauss-Seidel
les valeurs calcuĺees au pas préćedentpour ceux des contacts quiétaient d́eja pŕesents. Ainsi



implément́ee, une ḿethode CD ŕepond aux exigences formulées au parag 1 : les valeurs des
forces de contact font partie de la description de chaqueétat.

Il en va de m̂eme si une ḿethodeMD est emploýee, puisque les valeurs des réactions sont
directement relíeesà des micro-d́eplacements qui doiventêtre connus au d́ebut de chaque pas.

Dans les perspectives du présent expośe, la proćedure CD par Gauss-Seidel présente
l’int ér̂et consid́erable, en cas de pluralité de solutions, de permettre de les atteindre toutes.
En effet, apr̀es avoir d́elimité l’ensemble des valeurs plausibles des réactions, il suffira de
réṕeter un grand nombre de fois la procédure avec des initialisations tirées au sort dans cet
ensemble. Toute solutiońeventuelle a sa chance d’être atteinte.

Un proćed́e moins lourd pour explorer des ensembles de solutions est de fixer une ini-
tialisation mais de varier la procédure de Gauss-Seidel, le plus simple pour celaétant de
modifier d’une fois̀a l’autre l’ordre du balayage cyclique des contacts. Siκ est le nombre de
ces contacts, on obtiendra au plus(κ − 1)! solutions diff́erentes, mais l’exemple ci-dessous
montre qu’elles peuvent baliser plausiblement l’ensemble infini des solutions.

4 Granulat en équilibre sous pesanteur
La Figure 2 montre un d́etail d’unéchantillon de 28 disques pesants enéquilibre qui ont 56

points de contact, entre eux ou avec le conteneur. L’ensemble des composantes des réactions
correspondantes forme un point inconnur de R112. La loi de Coulomb enferme ce point
dans le ĉone polýedriqueC, produit des 56 ĉones locaux (ŕegions angulaires dans chacun des
R2 respectifs), tandis que les 84 conditions d’équilibre des 28 grains sous pesanteur donnée
définissent une variét́e affineA, de dimension 28 dansR112. Pour chaque contact, l’ensemble
des valeurs possibles de la réaction est la projection sur unR2 de l’ensemble polýedrique
C ∩A.

Le grain 1, en haut de l’empilement, prend appui par deux points seulementA et B sur
les grains sous-jacents. L’indétermination des deux réactions implique simplement une force
inconnue parall̀eleàAB, ce qui fait que les projections correspondantes deC∩A se ŕeduisent
en ce cas̀a des segments de droites. Situation semblable pour le grain 2.

Par contre, le grain 3 possède quatre contacts avec des grains eux-mêmes en situation
de sous-d́etermination. La ŕeaction en chacun des pointsE et F est ind́etermińee dans un
domaine polygonal dont la représentation en grisé est produite comme suit : Le programme
proc̀edeà des calculs ŕeṕet́es des valeurs d’équilibre en modifiant̀a chaque fois certains choix
dans l’algorithme de Gauss-Seidel ; le résultat pour chaque réaction est affich́e par un point.
Une surprise est de voir apparaı̂tre dans ce griśe les fant̂omes de certaines arêtes du polỳedre
multidimensionnelC∩A. Pour des raisons encore inexpliquées, les points limites d’itérations
dansR112 sont un peu plus fréquents au voisinage de certaines faces deC ∩ A et, a fortiori,
au voisinage des arêtes qui sont leurs intersections.

Sont agrandis en encadrés les ŕesultats de deux types de calcul différents. A droite, les
itérations de Gauss-Seidel sont lancéesà partir de valeurs initiales choisies au hasard, ce qui
garantit la possibilit́e d’atteindre toute solution. A gauche, les valeurs initiales sont nulles,
seul étant modifíe au hasard, d’un calculà l’autre, l’ordre de balayage des contacts. On
constate que les deux procédures dessinent les mêmes domaines d’indétermination, mais elle
ne font pas ressortir les m̂emes ar̂etes fant̂omes.



Figure 2 – Mod̀ele bidimensionnel de granulat enéquilibre sous pesanteur.

5 Flot granulaire sur une pente
Les donńees de la Figure 3 proviennent d’un modèle bidimensionnel d’écoulement granu-

laire dense sur un sol rectiligne fixe incliné de26, 5◦ vers la droite, mais montré horizontale-
ment sur le dessin. L’échantillon est constitúe de grains polygonaux convexes dont les formes
ont ét́e cŕeées aĺeatoirement. La rugosité du sol est simulées par des grains collés ayant la
même dispersion de formes et de tailles que les grains libres. Pour imiter dans une certaine
mesure une couche de grains qui serait illimitée vers l’amont et vers l’aval, on emploie l’ar-
tifice desconditions aux limites ṕeriodiques: le calcul traite seulement des grains dont les
centres d’inertie se trouvent dans une cellule rectangulaire. Les grains voisins des côtés amont
ou aval de cette cellule peuvent interagir par contact avec des grains virtuels, images par trans-



Figure 3 – Ecoulement granulaire sur une pente.

lation de grains appartenantà la cellule. Lorsqu’un grain sort de la cellule en franchissant un
de ces ĉotés, il est remplaće dans le calcul par une de ses images, en conservant les paramètres
de vitesse.

La hauteur de la couche enécoulement est divisée en 12 tranches sur chacune desquelles
est calcuĺee la moyenne de la composante correspondante de la vitesse des grains. De là le
“profil des vitesses” montré à gauche.

Le calcul des forces de contact (ou des percussions de contact en cas de collision) dans
de telles situations dynamiques comporte une indétermination beaucoup moins grande que
dans les situations d’équilibre. On se l’explique en observant que, si un contact est glissant,
la loi de Coulomb relie le support de la force de contact au vecteur vitesse de glissement,
ce qui est une information plus riche que la simple appartenance de cette force au cône de
Coulomb. On doit ńeanmoins s’attendre aussià la pŕesence de contacts non glissants. La
conclusion d’essais de cette sorte est que si on applique la recommandation faite plus haut :
initialiser les it́erations de Gauss-Seidel au moyen des forces calculées au pas préćedent,
l’indétermination devient ńegligable pour la plupart des besoins.

Il resteà ex́ecuter la seconde partie de notre programme : estimer l’amplitude de l’indéter-
mination qui se manifeste lorsqu’on ne suit pas la recommandation.

La partie droite de la figure montre les grains F1 et F2, collés au sol, et quelques grains
libres. Lorsque deux grains polygonaux se touchent le long d’un segment, la procédure de
détection d́eclare seulement deux points de contact, aux extrémit́es de ce segment (ce qui
revient à imaginer que chaque polygone présente sur chacune de ses arêtes une concavité
infinitésimale). A partir de chaque point de contact, le programme dessine un segment de
droite repŕesentant la force de contact avec une unité graphique choisie.



Les grains F1 et F2 forment un seul solide fixe que le grain A, dont la vitesse est trouvée
nulle, touche en trois points. Ces circonstances locales sont analoguesà ce qu’on a pu voir au
Parag. pŕećedent pour un système entìerement eńequilibre. Le calcul áet́e ŕeṕet́e un certain
nombre de fois en initialisantà źero les it́erations de Gauss-Seidel mais en adoptantà chaque
fois un ordre diff́erent pour le balayage de l’ensemble des contacts du granulat. Leséventails
observ́es en chacun des trois points de contacts donnent une idée de l’ind́etermination des
forces de contact correspondantes.

Par contre, les deux points de contact déclaŕes entre les grains A et B ne montrent aucune
fluctuation des forces. Ces deux grains ont une vitesse de glissement non nulle et les deux
forces ont la m̂eme direction correspondantà un frottement́egalà 0,3. La figure montre aussi
des contacts simples, en lesquels les forces ne fluctuent pas non plus.
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