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Résumé
Dans cet article, le comportement post-critique des membranes hyperélastiques
soufflees est étudié. Les cas axisymétrique et tridimensionnel sont étudiés. Dans
les deux cas le systeme algébrique obtenu est résolu en couplant I'algorithme de
Newton-Raphsom la néthode de longueur d'arc. L'accent est mis sur I'étude des
points singuliers et des branches secondaires. Finalement, quelques exemples numéri-
ques illustrent les développement effectués.

1 Introduction

Les études des membranes hyperélastiques soufflees sont issues d’applications di-
verses telles que la biananiquel[6] ou la mise en forme des plastiques [11].

Des les années 60, Green et Adkins développent les équations régissant ces problemes
[4]. Dans le cas axisymétrique, elles conduisent a un systeme d’équations différentielles
avec des conditions limites aux deux extrémités, résolu numériquement par l'algorithme
de Runge-Kutta couplavec la rethode du tir[[17]. Les travaux plus récents privilégient
des méthodes de type eléments fihis [7], méthodes systématiguement employées dans le
cas tridimensionnel [1.6]

Differents auteurs ont mis en évidence la présence de phénomenes d’instabilités et
de bifurcations. Expérimentalement, Alexander a isolé une configuration non-sphérique
lors du soufflage d’'un ballon sphérique en néoprene [1], et Kyriakides et Chang ont
etudié I'apparition et la propagation d’'une instakilie long d’'un tube en latex[9].

Ces problemes d’instabilité ontee€tudiés analytiguement et numériguement pour des
problemes simples: membranes spfues [12, 5] et cylindres finis [8]. En revanche, le



comportement post-critique a été assez peu étudié. On peut cependant citer deux études
axisymétriques utilisant la méthode des éléments finis: tout d’abord, celle de Duffet et
Reddy [3] qui ont renconérquelques difficultés pour suivre les branches secondaires et
plus Bcemment, celle de Shi et Moita [14] qui ont utlishe méthode de longueur d’arc

et d’injection de mode pour explorer les branches secondaires.

Le présent article s’intéresse au comportement post-bifurcatoire des membranes hy-
perélastiques soufflees. Dans le paragraphe suivant, les équations d’equilibre ainsi que
la loi de comportement adoptée sont rappelées. Ensuite, les méthodes numériques, et les
méthodes de discrétisation axisymétrique et tridimensionnelle sont présentées. Puis, I'al-
gorithme de résolution du systeme algébrique non-linéaire est précisé en mettant I'accent
sur la méthode de continuation adoptée. Enfin, I'étude des points singuliers et le calcul
les branches secondaires sont détaillees. Finalement, le paragraphe 4 présentent plusieurs
résultats numériques, mettant en évidence les instabilités obtenues par les calculs axi-
symeétrique et tridimensionnel.

2 Miseen équations

On considere le soufflage quasi-statique d’'une membrane hyperélastique, homogéene,
isotrope, €lastique et incompressible. En tout point, 'épaisseur de la membrane est sup-
posée beaucoup plus faible que le rayon de courbure, la géométrie de la membrane est
alors décrite par la position de sa surface moyenne. La membrane est soumise a une pres-
sion intérieurey, et les forces de volume et d’inertie sont négligées.

Les configurations non-déformée et déformée sont respectivement Gpttes De
facon similaire, les surfaces frontieres sont respectiverd@ptet OC. Le Principe des
Travaux Virtuels s’écrit sous la forme suivante::

r(ﬁfu,p):/ 5de—/ SupmdS=0  You (1)
Co ac

Dans cette équatiod,u” est un déplacement virtuel cinematiquement admissibl@st
la normale extérieure a la surface moyenne au point corsieleil” est I'eénergie de
déformation. Le premier terme intégral représente le travail virtuel des efforts intérieurs et
le second terme intégral est le travail virtuel du chargement extérieur. Il convient de noter
gue ce second terme est défini sur la configuration déformée car les efforts de pression
dépendent de la géométrie courante.

Dans cet article, nous adoptons le modele de Mooney-Rivlin, pour lequel I'énergie
de déformation est une fonction des deux premiers invaridntst I;, du tenseur des

dilatations de Cauchy-Green drait,:
W =CI[(I; —3) + a(ly — 3)] 2

ou C eta sont les deux constantes matérielles. Le troisieme invadigat,deC, est egal
a 1, de par I'hypothese d'incompressibilité.



3 Discrétisation et résolution numerique

3.1 Discrétisation

Cas axisymétrique Dans le cas axisymétrique, la surface moyenne de la membrane est
réduite a une courbe continue, approchée par une spline cubique. On construit alors un
élément fini isoparameétrique en interpolant les déplacements des points matériels sur la
méme base de fonctions B-splines. Pour plus de détails sur cette méthode d’interpolation,
le lecteur peut se référer[10].
Cas 3D Dans le cas tridimensionnel, la discrétisation est effectuée a I'aide d’éléments
finis Q8.

Dans toute la suite, les deux cas seront traités simultanément, les systemes discrétisés
étant similaires. On not€U} le vecteur des déplacements nodaux. Le Principe des Tra-
vaux Virtuels [1) devient:

r(@ dup) = {0UY {RUUY p)} =0 ¥ {sU} 3)

ou { R} estle résidu du probleme qui peut &tre écrit comme la différence entre les vecteurs
nodaux des forces intérieures et des forces extérieures:

{B{U}.p)} = {Fn({U})} = {Fexl{U} .p)} = {0} (4)

3.2 Meéthodederésolution

La résolution de ce systeme non-linéaire nécessite le calcul de la matrice raideur tan-
gente|[ K| définie par:

K] = [Kind — [Koxd = 88{5}“;} - aa{fgx}t} (5)

Il est bien connu que les problemes de soufflage de membranes hyperélastiques présen-
tent des points limites. Lemploi d’'une méthode de continuation s’avere donc nécessaire.
Dans ce travail, nous utilisons la méthode de longueur d’arc, sous la forme simplifiee du
contrble en déplacement proposée par Batoz et Dhatt [2].

Ainsi, en supposant connu un point d’eéquilibre défini par le vecteur déplacement nodal
{U.} et la pressiorp,, le problémea résoudre consista dterminer les incréments de
déplacemen{f AU} et de pression\p tels que:

{R({U:} +{AU} pe + Ap)} =0

(6)
[{AU} |? — da* = 0
ou la seconde équation est I'équation de longueur dé@r@tant la longueur d’'arc im-
posée. Ce systeme est résolu par I'algorithme itératif de Newton-RapAsomaque
itération, on calcule les changements des incréments de déplacement et de pression, res-
pectivemen{dU} etdp, en Esolvant le systeme baed”

K] | =5 {Fe) ] ({aU} {reey

=- (7)
0 dp A U |2 - da?

2 {ApEee)!



Dans cette équation, I'exposast®® représente la valeur de la grandeua l'itération
précédente.

3.3 Pointssinguliers et comportement post-bifurcatoire

Comme il a été mentiomprEceédemment, les courbes d’équilibre des membranes
soufflees possedent des points singuliers, c’est-a-dire des points de la courbe d’équilibre
ou le comportement change brusquement. On identifie deux types de points singuliers :
les points limites pour lesquels la pente de la courbe de charge change et les points de
bifurcation simple qui voient naitre une nouvelle courbe d’équilibre solution du probleme.

L etude de points singuliers peut étre divisée en trois étapes décrites ci-dessous.
Détection Pour détecter la présence des points singuliers, un critére inspiré des travaux de
Sokol et Witkowski [15] est adoptCe critere permet de déterminer le point d’équilibre
ou la matrice raideufK| devient singuliere. En notantn, la plus petite des valeurs
propres négatives dd<| en valeur absolue, le critéere est le suivant: si le nombre des
valeurs propres négatives (J€| n’a pas changé depuis le dernier point d’équilibre alors
crit = —|wmin| ; Si ce nombre a changé, alarsit = +|wmin|- Au point singulier, on a
bien shrerit = 0.
Isolation Pour isoler le point singulier, on utilise simplement la méthode de dichotomie
sur la valeur de la longueur d’arc jusqweérifier crit = 0.
Nature du point singulier En notant{ Z,i,} le vecteur propre correspondant a la valeur
propre wmin, l€ produit scalaire entre ce vecteur et le chargement extérieur permet de
déterminer la nature du point singulier. &min}t. {Fext} = 0 alors le point singulier est
un point de bifurcation. Dans le cas contraire, c’est un point limite.
Passage sur une branche secondaire Dans le cas d’'un point de bifurcation, le passage
sur une branche secondaire nécessite seulement le calcul d’'un point d’équilibre sur cette
nouvelle branche. Pour cela, on utilise la méthode d’injection de mode propre utilisée
avec suces par Shi et Moita [14], en choisissant pouediiction dans I'algorithme de
Newton-Raphson:

{AUpr'edit} =da {Zmin} (8)

La phase de correction permet alors de calculer un point d’équilibre sur la nouvelle
branche. Par la suite, I'algorithme est utilisé de maniéere classique pour explorer cette
nouvelle branche.

4 Exemples

Dans ce paragraphe, quelques exemples sont examinés en utilisant les formulations
axisymétrique et 3D, et en mettant en évidence les modes de bifurcation symétriques et
asymeétriques.

Tous les exemples qui suivent sont étudiés avec une membrane d’épaisseur initiale
H = 0,01, et de coefficients matériaui = 1 eta € {0;0,1;0,25}.



4.1 Cylindreencastré

On considere un cylindre droit, encastré, de longuesr 10 et de rayon initialR, =
1. L'etude est faite avec la discrétisation axisymétrique, les modes obtenus seront donc
axisymétriques. L'apparition d’'une hernie (bulge anglais) correspond a un point limite.
Par ailleurs, les bifurcations correspondent a I'apparition d’une asymétrie de la membrane
déformée par rapport au plan milieu.

Dans le cas d’'un matériau néo-hookéen=a0), le point limite apparait pouy =
0,0169, puis des points de bifurcation apparaissent pour des valepdale0153; 0,0128
et0,01102. Les courbe®(R,,....) sont treés proches les unes des autres. La fldure 1 illustre
les differentes configurations obtenues.
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FIG. 1 —Solution d’ une membrane cylindrique encastrée: o = 0

Pour une valeur du coefficient = 0,1, les mémes phénoménes sont observés avec
une hernie moins prononcée. Le point limite correspond-=a 0,0190, tandis que les
points de bifurcation sont obtenus pgur= 0,0195; p = 0,0175 etp = 0,0175. Un
deuxieme point limite correspondant au retour & une configuration stable est détecté pour
une pression de,0183. La figure 2 illustre les differentes configurations obtenues.

Poura = 0,25, deux points limites apparaissent également pour des valeurs de pres-
sion égales &,0237 et 0,02367. Un seul point de bifurcation a pu étre détecté. Cette
bifurcation est obtenue popr= 0,023674, avant le deuxieme point limite, et correspond,
encore une fois, a un mode asymétrique. La branche symétrique et la branche secondaire
sont cependant pratiquement confondues (figlre 3), seule I'observation de la déformée
permet de distinguer les deux cas.

42 Tore

Nous nous intéressons maintenant au cas d’un tore de rayon moyeninitial, =
40 ayant une section circulaire de ray®) = 10. Seul le casy = 0 est présenté. Les
deux types de simulation (axisymétrique et 3D) ont été menés a bien.
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FIG. 2 — Solution d’ une membrane cylindrique encastrée: o = 0,1
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FIG. 3— Solution d une membrane cylindrique encastrée: o = 0,25

La modélisation axisymétrique ne met en évidence aucun point singulier de bifurca-
tion. Notons cependant laprésence d’'un point limite pour p = 0,0015. De plus, on observe
gue la section du tore reste quasiment circulaire.

Dansle cas 3D, des modes bifurqués apparaissent. Ceci confirme lesrésultats obtenus
par Reese et Wriggers pour un matériau de type Ogden [13] : dans e cas d'une membrane
torique, il N'y ague des modes asymétriques. Lafigure[d présente les différentes branches
obtenues ainsi que laforme des modes correspondants.

5 Conclusion

Dans cette étude, le comportement post-critique des membranes hyperélastiques a
été étudié par des approches axisymétrique et tridimensionnelle. Le critere permettant la
détection despointssingulierssest av érétresefficace. Laqualité delaméthode numérique
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FIG. 4 — Bifurcations d’ une membrane torique

consistant a utiliser I'injection de mode propre pour explorer les branches secondaires a
€été mise en évidence. Les différents exemplestraités montrent I'importance des modes de
bifurcation asymétrique dans e comportement de ces structures. Destravaux sont en cours
pour essayer de mettre en évidence expérimentalement ce type de phénomene comme cer-
tains!’ont fait par le passé[1, 9].
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