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1. INTRODUCTION

Soit A une portion de fluide, en mouvement par rapport & un repére
gue nous identifierons a [R3. On suppose que le champ des vitesses (¢, o) —
— u(t, @) € R?® est ¥* sur la partie correspondante de R*: nous entendons
par la que, si cette partie est un ouvert de R% le champ u y est continfi-
ment différentiable et, sinon, que u este prolongeable en un champ ‘qui
est %! sur un ouvert la contenant. Cette hypothése entraine que le champ
des acecélérations (1, @) — a(t, @) = u,, + (v - V) we [R? est continu sur
la méme partie. :

L’hypothese implique aussi, d’apres les propriétés classiques de
I’équation différentielle da/dt = u(t, x), que les transitions du fluide dans
[R2 entre deux instants quelconques sont des %*-difféomorphismes d’une
partie de [R® dans une autre; c’est ce qui permet de parler d’une ,ligne
fluide’ %* ou courbe ' convectée par le fluide. Ce dernier concept s’insere
dans le cadre général suivant : que toutes les transitions soient %' équi-
vaut a dire que la portion de fluide A peut étre munie, indépendamment
du temps, d’une structure de variété ¢'-différentiable, de dimension 3,
avec éventuellement des bords, telle que le placement du fluide dans [R3
& chaque instant ¢ soit un %'-difféomorphisme, noté =, de A dans [R3.

Il v a classiquement équivalence entre les assertions suivantes (ef.
pour l’historique [1] ou [2]):

A. Le champ des accélérations a — a(t, @) est, & chaque instant, le
gradient d’un champ scalaire de [R3.

B. Pour toute ligne fluide fermée L (suffisamment réguliere pour que

Vintégrale ait un sens) la circulation u-da est invariante dans le temps.
b &y K

Dans ce cadre, le théoréeme de Kelvin-Helmholtz consiste en la
formulation d’hypotheses, de nature mécanique, assurant A.

L’objet du présent article est d’établir I'équivalence des assertions
A et B ci-dessus & la propriété d’invariance dans le temps pour les inté-
grales du champ des vitesses @ — u(l, @) relativement & certaines mesures
vectorielles convectées par le fluide, concept précisé au §3 ci-apres (pour

plus de détails, voir aussi [3] ). Tassertion B est elle-méme une propriété
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de ce type, concernant des mesures vectorielles particulieres (ef. ci-apres
§ 3, Exemple 1 et §4, Exemple 1).

Le cas spéeial de mesures vectorielles convectées de la forme v dg
ot d£ désigne la mesure volume dans [R? et » un champ vectoriel varia-
ble & divergence nulle, tangentiel ou nul au bord de la portion de fluide
considérée (cf. ci-apres § 4, Ixemple 2), a déja été étudié par Dauteur
[4] (et, un peu antérieurement, par Thyagaraja [5], moyennant des
hypotheses superflues quant & la structure des lignes de tlux de ). La
motivation de [4] était de rattacher les intégrales premiéres de la dynami-
que d’un fluide barotrope mnon visqueux, que fournit le théoréme de
Kelvin-Helmholtz, aux idées directrices de la dynamique analytique :
on y montre que chacun des v en question engendre une chaine de trans-
formations conservant 'action hamiltonienne ; Vintégrale premicre cor-
respondante reflete dans ce cadre le théoréme de Noether (pour une autre
manieére de rejoindre dans la méme situation mécanique le théoréme de
Noether, voir [6]). Dans la méme ligne, quoique sans référence explicite
au théoreme de Noether, voir aussi [12] [13].

Si, plus spéeialement, on prend pour v le vecteur vorticité o d’un
fluide satistaisant les conditions de Kelvin-FHelmholiz, il vient un résultat
ancien dé Pauteur [7] (retrouvé indépendamment par Moffat [8], avee
dans [9] des extensions & la magnétohydrodynamiqgue) :  Uintégrale

1w-wdE est invariante dans le temps, si D) est un ilol tourbillonnaire,
D
i.c. une portion de fluide & la frontiére de laquelle o est tangentiel ou
nul. Dans la terminologie de Moffat, aujourd’hui largement adoptée,
cette expression s’appelle hélicité de D.

Bref, la formulation d’un résultat général en termes de mesures
vectorielles conveetées réalise la synthese de tout cela. Le transport de
mesures vectorielles tient par ailleurs un role central dans ce que nous
appelons le ,,caleul des variations horizontales” [3]. Familiariser le
public des hydrodynamiciens avec ce concept est une autre motivation
du présent article.

2. VECTEURS MOBILES CONVECTES OU TRANSVECTES

A chaque n€ A g'associe Pespace vectoriel tangent Ai & la variété
en ce point. Pour chaque instant ¢, le placement =, -est, par hypothese,
un @-difféomorphisme de A dans R?. Ilapplication linéaire tangente
A m, au point %, notée wi(1), envoie bijectivement Iespace vectoriel Aj sur
R3. Fixons x et considérons un élément v de A}, indépendant de 7; son
image par w/(2) est un vecteur v(t), veclewr mobile dans [R3. On dit que
ce vecteur mobile, associé & la particule n de A, est  convecté par le fluide.

I’exemple le plus usuel de vecteur convecté se présente si Pon
considere une ligne flwide différentiable, ¢’est-a-dire une application dif-
férentiable » — A(r) d’un intervalle réel [ry, 7,] dans la variété A. Pour
chaque 7, la dérivée difdr =y est un élément de Ajy. Par les
placements successifs  m, on obtient une ligne mobile dans [R3,
(t, 7) - m(N\r)). Vu la regle de dérivation des applications composées,
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0 ‘ ; SYE" _
L — —— 7,(n(r)) est pour chaque » un vecteur mobile de [R?, image de
ar
’ = e 5 g £ Lxmais o
v par w/(A(r)), done un vecteur conveeté par le fluide.
Un caleul classique donne que » est convecté si et seulement si
on a, pour tout ¢,

() do, Dy :
= S— ; —‘.‘J
di ().l')

ou la dérivée partielle du,/dx; est & évaluer au point @ = m(2).

L’espace vectoriel cotangent au point A de A est, par définition,
le dual Aj* de A;. On identifie par ailleurs [R? 4 son dual, d’oit la construc-
tion de application linéaire R? — A7*, adjointe de =j(2). Cette adjointe
posséde une inverse, notée 47 (1), qui envoie bijectivement A* sur [R3.
Bref, en omettant d’écrire ), supposé ici fixé, on a, pour tout ye A
tout e A)Y* et tout ¢

(2) <Y7 0> T+ 7Tt/'Y':}:TEt,U)

ol on désigne par {.,.> la forme bilinéaire de dualité entre Aj et
Aj* et par-le produil scalaire euclidien de [R3.

Si e A et ye Ai* sont fixés, Pimage de v par 4m()) est un vecteur

w(t) mobile dans [R?: nous disons que w est transvecté par le fluide.
g L’exemple le plus usuel de vecteur transvecté se présente si Ion
considére une fonction scalaive différentiable o : A — R, indépendante
de 7. Pour chaque 7€ A, le gradient (ou différentielle) de o en ce point
est un élément 0 de Aj¥*. Par les placements successifs =, la fonetion o
donne pour image une fonction @ — f(t, )= o(=;(2)), définie sur la région
m(A) de R?: on dit que [ est une fonction scalaire convectée par le fluide.
Le gradient w de f au point 2 = (%) est un veeteur w(t) mobile dans
R#; la régle de dérivation des applications composées donne ici que w(t)
est 'image de 0 par 4w/(2), donc un vecteur transvecté.

Bref, & chaque particule % du fluide, s’associent deux modes de
transport d’un vecteur mobile dans [R? : la convection et la transvection ;
Videntité (2) fait qu’un vecteur a(t) € R? est transporté selon un de ces
deux modes si et seulement si, pour tout vecteur b(t)e [R? transporté
selon l'autre mode, le produit scalaire euclidien a(t).b(t) est constant par
rapport a ¢. On en tire en particulier, par confrontation avee (1), qu’un
vecteur mobile ¢ — w(f) associé & une particule n du fluide, est trans-
vecté si et seulement si, pour tout ¢, on a

(3) Sz - o Jl,
dit du;

En ce qui concerne un champ vectoriel x — h(t, x), défini pour cha-
que 7 sur tout ou partie de =(A)<=[R? on dira naturellement qu’il est
convecté (resp. transvecté) si, pour tout ae A tel que h(t, m()\)) soit

v
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défini, ce vecteur mobile de [R?, associé & 2, est convecté (resp. trans.
vecetd) ; bref, h est en ce cas Pimage par les =, successifs d’'un champ de
vecteurs (resp. champ de covecteurs) défini de facon indépendante de
t sur tout ou partie de la variété A.

3 3. MESURES VECTORIELLES CONVECTEES

Soit dp. une mesure scalaire définie, indépendamment de ¢, sur ly
variété A ; notons dm, 'image de cette mesure par le placement =,, mesure
sur Pensemble w,(A) qu’on peut, si 'on veut, prolonger a R? entier en la
prenant nulle en dehors de cet ensemble. Nous dirons que £ — dm, est
une mesure scalaire convectée par le fluide.

[’exemple le plus classique est obtenu en prenant pour dy. la mesure
masse, définie sur le fluide. Dans ce cas, dm, admet usuellement une den-
sité o — p(t, @) par rapport a la mesure de Lebesgue d& de [R?; que la
mesure dy. correspondante sur A soit indépendante de ¢ se traduit classi-
quement, si la fonction p est assez régulicre, par une équation aux déri-
vées partielles concernant cette fonction.

Par ailleurs soit, dans [R?® pour chaque ¢, un champ vectoriel k,
localement intégrable pour la mesure scalaire dm,. Alors de, = k, dm,
constitue une mesure vectorielle dans [R?, dépendant de ¢. Si le champ vec-
toriel %, est convecté par A, cette mesure vectorielle sera déclarée con-
vectée par A, avec la propriété caractéristique suivante qui résulte immédia-
tement de Pidentité (2); pour tout champ vectoriel w, transvecté par
A et tel que intégrale

Szw,(.z‘)-dc,(.z*) = Sw,(.z'r)-ls't(.r) dm(x)

existe, la valeur de cette intégrale est un réel constant par rapport & t.

Naturellement, la représentation de la mesure vectorielle de, comme
produit d’une mesure scalaire convectée et d’un champ vectoriel convecté
n’est pas unique. Aussi apparait-il plus® synthétique d’introduire par
dualité, la notion de mesure vectorielle convectée, dans la ligne méme
ot Bourbaki [10] construit la théorie des mesures, scalaires ou vectoriel-
les sur tout espace localement compact et De Rham [11] celle des cou-
rants sur une variété ¢=. i

Par définition, une mesure vectorielle sur la variété A sera une fone-
tionnelle linéaire, & valeurs dans [R, sur espace vectoriel A (A, A'*) des
champs de covecteurs continus sur A et & support compact fonctionnelle sup-
posée continue pour une topologie sur Z# (A, A'*) que nous n’explicite-
rons pas ici (cf., par exemple [10]; on observera d’abord que les concepts
de continuité et de support qu’on vient d’invoquer ont bien un sens,
relativement a la structure de variété ¢* dont on a muni A, indépendam-
ment de tout choix de cartes de cette variété). Notons dx cette fonetion-
nelle et 0 un élément de A (A, A'*); la valeur que 6 confere & la fonetion-

nelle sera notée S(dx, 0.
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(lest alors une version multidimensionnelle du théoreme de Radon-
Nikodym (ef. par exemple [10], Chap. 6, §2, n°4, Proposition 9), appli-
quée en faisant usage d’une carte de la variété A, qui permet d’affirmer
Pexistence d’une mesure scalaire > 0 sur A, soit dp, et d’un champ de
vecteurs tangents v, dp-mesurable et borné, tel que dx = v dp, ¢’est-a-
dire

Cette égilité est d’ailleurs inaltérée si on modifie arbitraircment les va-
leurs que prend y sur un ensemble dp-négligeable.

Pour tout 0e #(A, A'*), son image par le placement 7, ¢’est-ii-
dire, en prenant n = =; (@), le champ vectoriel

T = 57 (N)0(N) = wy(a)

est un élément de A ([R? [R?): en résulte la définition de Pimage de, de
dx par ce placement ; cette définition consiste dans Uidentité

(4) S(l(',,-‘w, S((]x, 0,

d’otr, finalement, de, = k, dm, ou iy chamyp vectoriel convecté borné, est
Pimage du champ v et dm,, mesure scalaire > 0 convectée, I'image de dy.

REMARQUE. Relativement & une mesure vectorielle de R? telle que
la mesure ¢, ci-dessus, cela aurait un sens d’envisager Pintégration d’une
fonction scalaire. BEn prenant en particulier pour cette fonction scalaire
la fonction caractéristique d’un ensemble, on rejoindrait idée tradition-
nelle de mesure : fonction 5-v11litivy d'ans »mble, ici & valeurs dans [R®.
Par contre, relativement 2 Pobjet d % que nous avons appelé mesure vec-
lorielle sur la variété A, Pintégration d’une fonction scalaire n'a aucun
Sens ; on se Pexplique en songeant qu’on ne sait pas additionner les é1¢-
Ments d’espaces vectoriels tangents en des points différents de la variété.
Lies mesures vectorielles sur une variété sont: en fait des cas particuliers
de courants au sens de De Rham [11] et non des fonctions d’ensembles.

Lxemple 1. Soit, comme au paragraphe précédent, une ligne fluide,
¢’est-a-dire une application » — A(r) d’un intervalle réel [ry, r,] dans la
variété A, application supposée %1 pour abréger (on pourrait considérer
P!US généralement une application continue 2 variation bornée, ¢’est-a-
dive une courbe de Jordan dans A). Alors la fonctionnelle dx définie

SUr A(A, A par
0 _>S’ e 4 o dr,
rno\ A7 /

reel noté S((lx, 0> constitue, dans le sens qu’on vient de définir, une

Mesure vectorielle. Son image par chaque =, est la mesure vectorielle
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associée de la méme facon, dans [R? & la courbe image : ¢’est une mesuw'e
convectée par A. Pour ce qui est de la représentation, dans ce cas, de
dx sous la forme ydy, limitons-nous & la situation simple ot 'application
r — A(r) est injective. On définit alors dy, mesure scalaire > 0, comme la
fonetionnelle lindaire définie pour toute ¢ e A (A, [R) par

2=\ s a,

7’1

réel noté g’{)(]g}“ Visiblement, tout sous-ensemble de A qui ne rencontle

pas la courbe est dp-négligeable. Quant a vy, ce sera un champ 'vectoriel
défini arbitrairement en tout point de A hors de la courbe et de valetr
dn
dr
¢, de dp. et y par chaque p, sont associées de la méme maniere & la courbe
image dans [R®.

égale a en chaque point A(r) de cette courbe. Les images dmy, ©t

Exemple 2. Supposons qu'un fluide, vérifiant les assertions A et B
de DPIntroduction, possede par ailleurs une fonction masse spéeifigue
o(t, ) telle que la mesure pd& (A€ : mesure de Lebesgue de [R?) soit coh-
vectée. Il est tres classique sous des formulations diverses que, M

1 ok it
8} =—§—1'ut u désigne le vecteur vorticité, le champ vectoriel o~ te est con-

veeté. (Noter qu’inversement, cette propriété implique A et B dans le cas
ott le domaine occupé par le fluide dans R? est, a chaque instant, simple-
ment connexe). Puisque la mesure scalaire pd& est convectée, il vient
que plopdi= o dE est une mesure veclorielle convectée, énoncé bien plus
satisfaisant en ce qu’il évacue p, et done le concept de masse, lesquels
sont étrangers aux assertions purement cinématiques A et B ; cette mesure
vectorielle §'introduit: elleeméme de facon directe; elle constitue
(:m facteur v(l) pr(\s) le rotationnel de la mesure ud & aw sens des distribu-

ttons de Schwarlz.
{, MESURES VECTORIELLES SOLENOYDALES ET CYCLIQUES

Les mesures, scalaires ou vectorielles, considérées dans ce qui pré-
céde peuvent n’éntre définies que sur une partie de A; pour le dévelop-
pement de la théorie selon le plan de Bourbaki, cette partie sera supp osée
localement compacte. Inversement, pour une mesure définie sur A entier,
on pourra définir sa restriction & une partie localement compacte de A.
On se limite ici pour abréger aux deux cas utiles suivants: On note I’
une partie compacle de A et on note Q une partie de A qui est ouverte dans
le sens suivant : son image par un des placements w, (donc par tous) est
un ouvert de [R?.
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DipiNrroNs. Une mesure vectorielle dx -est dite cyelique sur le
compact I' de A si, pour toute fonction scalaire o, contintment différen-

tiable dans A, on a S {dn, grad o)==
o
Cette mesure vectorielle est dite solénoidale sur Pouvert Q de A si
pour toute fonction scalaire o, contintument différentiable et a support

compact dans Q, on :LS {dx, grad ¢) = 0.
QO

Evidemment si dx est eyclique sur Ty elle est solénoidale sur tout
ouvert contenu dans I'

Les mémes définitions ’appliquent a des mesures vectorielles sur
une partie de [R?; Uidentité (4), jointe au fail que 'image par 4=" du covec-
teur grade est le gradient de Pimage de ¢, entraine que la mesure dx
considérée ci-dessus sera cyclique sur I', resp. solénoidale sur €, si ef
seulement si son image par un placement =, (donc par les placements
de tous les instants) est cyclique sur =(1"), resp. solénoidale sur m,(£)).
En d’autres termes, une mesure convectée ¢, est ayce leique, resp. solénoidale,
pour toui 1 st elle Uest pour un t.

Haemple 1. On reprend I'Exemple 1 du paragraphe 3; pour
0 = 01(1(19, il vient

g<(lx, (P = Q g <((I“A’ gmdcp> dr = o(Ary)) — @(A(ry))

vy

La mesure vectorielle en question est done solénoidale sur un ouvert €
de A si et seulement si les bouts 2(r)) et a(r,) de la courbe n’appartien-
nent pas a Q ou sont confondus ; (I.m\ ce dernier cas, nous dirons que la
courbe est une boucle. La mesure est eyclique sur un compact I' de A si
et seulement si la courbe est une boucle contenue dans I

" BExemple 2. Soit ©» un champ vectoriel contintument différentiable
sur une partie V de [R?. Par une application classique du théoreme flux-
divergence, il vient quela mesure vectorielle vd & (d £ : mesure de Lebesgue,
ou mesure volume, de [R?) est solénoidale sur un ouvert de 17 si et seule-
ment s div o = 0 sur cet ouvert. Soit par ailleurs un ouvert borné de [R?
dont Padhérence K est contenue dans V; on suppose que la  frontiere
0K de K est une surface régulicre; alors le théoreme flux-divergence
donne, pour toute fonction scalaire f, continue sur K, contintiment diffé-
ventiable dans Uintérieur int I,

S grad f-vd& = — S fdivodég |S fo-ndoe
K int K oK

(do : mesure aire de la surface 0K ;n : vecteur unité normal dans le sens
Sortant de K). On voit donc que la mesure wveclorielle vd& est cyclique
sur le compact I si et seulement st on a div v = 0 sur int K et v.n = 0 sur oK.

Introduisons de nouveau la mesure masse dp. sur A, dont 'image
dm, dans [R? est une mesure convectée, avee une densité p, > 0 relative-
ment & d&. In éerivant, comme on le faisait pour o dans 'Exemple 2
du paragraphe 3,

0, A8 = i, p,dE = pito, dmy,
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on voit que la mesure vectorielle v, d& est convectée si et seulement si le
champ vectoriel g o, est conveeté. Pour un champ vectoriel variable
t — v, associé de cette maniere-1a au fluide, les propriétés précédentes :
,,div v = 0 dans un ouvert” et ,,v.n. = 0 sur un bord régulier” sont vraies
pour tout ¢ dés qu’elles le sont pour un ¢.

5 LE THEOREME

Les assertions équivalentes A et B de UlIntroduction sont équivalentes
a la  suivante :

C. Pour toule mesure vectorielle cyclique de, conveclée par le fluide,
Dintégrale Sw,-d(', est constante par rapport a .

Preuve. Banalement C cniraine B puisque si L est une ligne fluide
fermée, la fonctionnelle » —»S v(2)-da est une mesure vectorielle cyclique

L

convectée (cf. §3, Exemple 1 et §4, Exemple 1).

Inversement, montrons que A entraine (. Soit de¢, une mesure con-
vectée, image par 7=, d’une mesure dx, cyelique sur un compact K de A.
La représentation dx = y dp donne par passage aux images de, = ky damy,

ot dm, est une mesure scalaire = 0 convectée et k, un champ vectoriel
convecté, dm,-mesurable, borné uniformément par rapport & ¢ et x. Alors

Suwlct s Su-lcg dm, = S o(t, n) du(n)
K
oll on pose

En notant, comme dans Introduction, x -» a(t, ) le champ des accélé-
rations du fluide, on a, vu (1), -
dq iy
; ? = ah; + u, - 7 kj
at .,

ou les fonetions de @ éerites au second membre sont a évaluer au point
x = m,(n). Par une dérivation sous le signe S justifiée par le fait que de¢/ot

est bornée, on a

d 7] it
- r»---—Su-(lu, :S ,;,‘?,(1‘,,' = S ale; dmy - w; ( el Ie; domy,
di x 0t 7, (K) Sl

1 :
:S a -+ —grad u? | -de,
7, (K) 2
nul, d’aprés les hypotheses.
’ P

Regu le 18 décembre, 1980 Institut de Mathématiques
Universilé des Sciences el Techniques
du Languedoc
34060 Monlpellier-Cédex, France
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