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Résumé

Nous analysons le comportement asymptotique des solutions de problèmes du type

(Pε) :


− div(σσσε(uuuε)) = fff dans Ω = (0, L)× Ω′,

σσσε(uuuε) = λε(x1) tr(eee(uuuε))I + 2µε(x1)eee(uuuε), eee(uuuε) =
1

2
(∇∇∇uuuε +∇∇∇Tuuuε),

uuuε ∈ H1
0 (Ω;R3), fff ∈ L∞(Ω,R3),

(1)

lorsque les coefficients de Lamé dépendent uniquement de la variable x1, sont bornés dans L1(Ω) et 1
µε

est borné

dans L1(Ω). Nous déterminons le problème limite sous les hypothèses

µε
?
⇀m,

1

µε

?
⇀ ν faiblement* dans M([0, L]), λε = lµε (l ≥ 0),

m({t})ν({t}) = 0 ∀t ∈ [0, L], m({0}) = m({L}) = ν({0}) = ν({L}) = 0.
(2)

Notre travail s’applique aussi à l’équation de la chaleur, étendant au cas anisotrope les résultats obtenus par G.
Bouchitté et C. Picard [2].
Pour citer cet article :

Abstract

Asymptotic analysis of stratified elastic media in the space of functions with bounded deformation.
We analyse the asymptotic behaviour of solutions to problems of the type (1) in the case where the Lamé
coefficients only depend on the variable x1, are bounded in L1(0, L) and 1

µε
is bounded in L1(0, L). We determine

the limit problem under the assumptions (2). Our method applies as well to the heat equation, extending to the
general anisotropic setting the results of G. Bouchitté and C. Picard [2].
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Abridged English version

Let Ω := (0, L)×Ω′ be a bounded cylindrical domain of R3. We are interested in the asymptotic analysis
of the behaviour of the solution uuuε to the elasticity problem (1) when the Lamé coefficients λε, µε only
depend on one variable (x1), are bounded in L1(0, L), and satisfy the weak* convergences in the sense of
measures stated in (2). We prove that the limit problem is

(Peff ) := min
uuu∈BDν,m0 (Ω)

1

2
a(uuu,uuu)−

∫
Ω

fff · uuu. (3)

The Hilbert space BDν,m
0 (Ω) is defined by

BDν,m
0 (Ω) =

ϕϕϕ ∈ BD(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣
EEEϕϕϕ� ν ⊗ L2, DDDν⊗L2EEEϕϕϕ ∈ L2

ν⊗L2(Ω;R3)

ϕ?α ∈ L2
m(0, L;H1

0 (Ω′;R3)) α ∈ {2, 3}
ϕϕϕ = 0 on ∂Ω

 ,

||vvv||BDν,m0 (Ω) :=

Å∫
Ω

|DDDν⊗L2EEEvvv|2 dν ⊗ L2

ã 1
2

+

Å∫
Ω

|eeex′(vvv?)|2dm⊗ L2

ã 1
2

,

where eeex′(vvv) :=
∑3
α,β=2

1
2

(
∂vα
∂xβ

+
∂vβ
∂xα

)
eeeα⊗eeeβ , BD(Ω) is the space of functions with bounded deformation

(set of the elements ϕϕϕ of L1(Ω;R3) whose symmetrized gradient in the sense of distributionsEEEϕϕϕ is a vector
measure, see [4]), ϕϕϕ? is the precise representative of ϕϕϕ (equal at x to the limit of the averaged value of
ϕϕϕ on balls centered at x whose radius tends to 0 if this limit exists, to 0 otherwise, see [3, p. 46]) and
DDDν⊗L2EEEϕϕϕ denotes the Radon-Nikodym derivative of the vector measureEEEϕϕϕ with respect to ν⊗L2. Setting
ΞΞΞ(vvv) = Dν⊗L2EEEvvv, the mapping a(., .) is the continuous coercive symmetric bilinear form on BDν,m

0 (Ω)
given by

a(vvv,vvv) :=

∫
Ω

1

l + 2

∣∣∣ltr (ΞΞΞ(vvv)) + 2Ξ11(vvv)
∣∣∣2dν ⊗ L2 + 4

3∑
α=2

∫
Ω

|Ξ1α(vvv)|2dν ⊗ L2

+ 4

∫
Ω

|e23(vvv?)|2 + 4(l+1)
l+2

(
|e22(vvv?)|2 + |e33(vvv?)|2 + l

l+1e22(vvv?)e33(vvv?)
)
dm⊗ L2.

Theorem 0.1 Under the asumption (2), the solution uuuε to (1) weakly* converges in BD(Ω) to the unique
solution uuu of (3).

Case of the anisotropic heat equation. Our method applies to the study of anisotropic linear scalar
diffusion problems of the type (5), where AAA is a symmetric positive definite 3× 3 matrix satisfing A11 6=
0. The limit problem takes the form (6) where BV ν,m0 (Ω) is the Hilbert space defined by (7), with

∇∇∇x′v :=
(

0, ∂v
∂x2

, ∂v
∂x3

)T
and BV (Ω) denoting the space of functions with bounded variation on Ω.

Setting ξξξ(ϕ) := DDDν⊗L2DDDϕ, the map a(., .) is the coercive continuous bilinear form on BV ν,m0 (Ω) given by
(8).

Theorem 0.2 Under the assumption (2), the sequence of solutions to (5) weakly* converges in BV (Ω)
to the unique solution of the problem (6).
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1. Introduction et énoncé du résultat

Soit Ω := (0, L)×Ω′ un domaine borné cylindrique de R3. Nous nous intéressons à l’analyse asymptotique
du problème d’élasticité (1) lorsque les coefficients de Lamé λε, µε dépendent d’une seule variable (x1), sont
bornés dans L1(0, L), et satisfont les convergences étoile-faibles au sens des mesures (2). Nous montrons
que le problème effectif s’écrit

(Peff ) := min
uuu∈BDν,m0 (Ω)

1

2
a(uuu,uuu)−

∫
Ω

fff · uuu. (4)

L’espace de Hilbert BDν,m
0 (Ω) est défini par

BDν,m
0 (Ω) =

ϕϕϕ ∈ BD(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣
EEEϕϕϕ� ν ⊗ L2, DDDν⊗L2EEEϕϕϕ ∈ L2

ν⊗L2(Ω;R3)

ϕ?α ∈ L2
m(0, L;H1

0 (Ω′;R3)) α ∈ {2, 3}
ϕϕϕ = 0 on ∂Ω

 ,

||vvv||BDν,m0 (Ω) :=

Å∫
Ω

|DDDν⊗L2EEEvvv|2 dν ⊗ L2

ã 1
2

+

Å∫
Ω

|eeex′(vvv?)|2dm⊗ L2

ã 1
2

,

où BD(Ω) est l’espace des fonctions à déformation bornée (éléments ϕϕϕ de L1(Ω;R3) dont le gradient
symétrisé au sens des distributions EEEϕϕϕ est une mesure vectorielle, voir [4]), ϕϕϕ? est le représentant précis
de ϕϕϕ (égal en x à la limite de moyennes de ϕϕϕ sur des boules centrées en x dont le rayon tend vers 0 si cette
limite existe, à 0 sinon, voir [3, p. 46]), DDDν⊗L2EEEϕϕϕ désigne la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure

vectorielle EEEϕϕϕ par rapport à ν⊗L2 et eeex′(vvv) :=
∑3
α,β=2

1
2

(
∂vα
∂xβ

+
∂vβ
∂xα

)
eeeα⊗eeeβ . Posant ΞΞΞ(vvv) = DDDν⊗L2EEEvvv,

a(., .) est la forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur BDν,m
0 (Ω) donnée par

a(vvv,vvv) :=

∫
Ω

1

l + 2

∣∣∣ltr (ΞΞΞ(vvv)) + 2Ξ11(vvv)
∣∣∣2dν ⊗ L2 + 4

3∑
α=2

∫
Ω

|Ξ1α(vvv)|2dν ⊗ L2

+ 4

∫
Ω

|e23(vvv?)|2 + 4(l+1)
l+2

(
|e22(vvv?)|2 + |e33(vvv?)|2 + l

l+1e22(vvv?)e33(vvv?)
)
dm⊗ L2.

Theorem 1.1 Sous l’hypothèse (2), la suite (uuuε) des solutions de (1) converge étoile-faiblement dans
BD(Ω) vers l’unique solution uuu du problème (4).

Cas de l’équation de la chaleur anisotrope. Nos résultats s’étendent à l’étude de problèmes du type

(Pε) : −div(µεAAA∇∇∇uε) = f dans Ω, uε ∈ H1
0 (Ω), f ∈ L∞(Ω), (5)

lorsque AAA est une matrice symétrique définie positive vérifiant A11 6= 0. Le problème limite s’écrit

(Peff ) := min
u∈BV ν,m0 (Ω)

1

2
a(u, u)−

∫
Ω

fu. (6)

Notant BV (Ω) l’espace des fonctions à variation bornée sur Ω, BV ν,m0 (Ω) est l’espace de Hilbert défini
par
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BV ν,m0 (Ω) :=

ϕ ∈ BV (Ω)

∣∣∣∣∣∣∣
DDDϕ� ν ⊗ L2, DDDν⊗L2DDDϕ ∈ L2

ν⊗L2(Ω;R3)

ϕ? ∈ L2
m(0, L;H1

0 (Ω′))

ϕ = 0 on ∂Ω

 ,

||v||BV ν,m0 (Ω) :=

Å∫
Ω

|DDDν⊗L2DDDv|2 dν ⊗ L2

ã 1
2

+

Å∫
Ω

|∇∇∇x′(v?)|2dm⊗ L2

ã 1
2

,

(7)

où ∇∇∇x′v :=
(

0, ∂v
∂x2

, ∂v
∂x3

)T
. Posant ξξξ(ϕ) := DDDν⊗L2DDDϕ, l’application a(., .) est la forme bilinéaire conti-

nue et coercive sur BV ν,m0 (Ω) donnée par

a(v, w) :=

∫
Ω

A−1
11 (AAAξξξ(v))1(AAAξξξ(w))1dν⊗L2−

∫
Ω

A−1
11

(
AAA∇∇∇x′v?

)
1

(
AAA∇∇∇x′w?

)
1
+AAA∇∇∇x′v?·∇∇∇x′w?dm⊗L2. (8)

Theorem 1.2 Sous l’hypothèse (2), la suite (uε) des solutions de (5) converge étoile-faiblement dans
BV (Ω) vers l’unique solution u du problème (6).

2. Résumé de la preuve

La démonstration repose sur la construction d’une suite (ϕϕϕε) de champs test. Elle déduite d’une famille
de suite ((ϕϕϕkε)ε)k∈N définies à partir de sous-ensembles finis Ak de [0, L] satisfaisant

Ak =
{
tk0 , t

k
1 , ..., t

k
nk

}
, Ak ⊂ Ak+1 ∀k ∈ N,

0 = tk0 < tk1 < tk2 < . . . < tknk−1
< tknk = L,

ν
({
tkj
})

= m
({
tkj
})

= 0 ∀k ∈ N, ∀j ∈ {0, ..., nk},

lim
k→+∞

sup
j∈{1,...,nk}

∣∣∣tkj − tkj−1

∣∣∣ = 0.

(9)

Posant Ikj :=
(
tkj−1, t

k
j

]
, notant jx1 l’entier tel que x1 ∈ Ikjx1 , on définit φkε(x1) :=

νε((t
k
jx1−1,x1))

νε(Ikjx1
)

. On fixe

vvv ∈ BDν,m
0 (Ω) arbitraire (prolongé à R3 par 0), δ > 0 et on introduit sa régularisée partielle ϕϕϕ(x) =

vvvδ(x) := vvv(x1, .) ? ρδ où (ρδ) est une suite régularisante dans D(R2). Le champ test est l’élément de
H1(Ω;R3) donné en fonction de ϕϕϕ par

ϕkε1(x) :=
1

l + 2

Ñ∫
Ik
jx1

ltr
(
ΞΞΞ(ϕϕϕ)

)
(s1, x

′) + 2Ξ11(ϕϕϕ)(s1, x
′) dν(s1)

é
φkε(x1)

− l

l + 2

3∑
α=2

∫ x1

tk
jx1−1

∂ϕα
∂xα

(s1, x
′)ds1 + ϕ+

1 (tkjx1−1, x
′),

ϕkεα(x) :=

Ñ∫
Ik
jx1

2Ξ1α(ϕϕϕ)(s1, x
′) dν(s1)

é
φkε(x1)

−
∫ x1

tk
jx1
−1

∂ϕ1
∂xα

(s1, x
′) ds1 + ϕ+

α (tkjx1−1, x
′), ∀α ∈ {2, 3},

(10)

où ϕϕϕ+(x1, x
′) désigne la trace de ϕϕϕ à droite de {x1} × Ω′. Etant donnée une suite de mesures (θε)

convergeant *faiblement vers θ on dit qu’une suite de fonction fε converge faiblement vers f suivant le
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couple (θε, θ) (notation fε
θε,θ
⇀ f) si f ∈ L2

θ, supε
∫
|fε|2dθε < +∞, et fεθε converge *faiblement vers

fθ. Elle converge fortement (notation fε
θε,θ→ f) si de plus limε→0

∫
|fε|2dθε =

∫
|f |2dθ. Si fε (resp. gε)

converge faiblement (resp. fortement) vers f (resp. g) suivant (θε, θ), alors limε→0

∫
fεgεdθε =

∫
fgdθ

(voir [1,6]). Par un argument de diagonalisation, on montre l’existence d’une suite ϕϕϕε(= ϕϕϕkεε ) vérifiant

lim
ε→0

∫
Ω

|ϕϕϕε −ϕϕϕ| dx = 0, σε11(ϕϕϕε)
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−→
(
ltr
(
ΞΞΞ(ϕϕϕ)

)
+ 2Ξ11(ϕϕϕ)

)
,

σε1α(ϕϕϕε)
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−→ 2Ξ1α(ϕϕϕ) ∀α ∈ {2, 3}, eeex′(ϕϕϕε)
mε⊗L2,m⊗L2

−−−−−−−−→ eeex′(ϕϕϕ
?).

(11)

A partir d’estimations apriori, on prouve l’existence de uuu ∈ BDν,m
0 (Ω) tel que, à une suite extraite près,

lim
ε→0

∫
Ω

|uuuε − uuu| dx = 0, σε11(uuuε)
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−⇀ ltr
(
ΞΞΞ(uuu)

)
+ 2Ξ11(uuu),

σε1α(uuuε)
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−⇀ 2Ξ1α(uuu) ∀α ∈ {2, 3}, eeex′(uuuε)
mε⊗L2,m⊗L2

−−−−−−−−⇀ eeex′(uuu
?).

(12)

On multiplie (1) par ϕϕϕε et on intègre par parties. Après un réarrangement des termes, il vient

∫
Ω

fff · uuuε dx =

∫
Ω

(
1
l+2σε11(uuuε)σε11(ϕϕϕε) +

3∑
α=2

σε1α(uuuε)σε1α(ϕϕϕε)
)
dνε ⊗ L2

+

∫
Ω

4(l+1)
l+2

3∑
α=2

eαα(uuuε)eαα(ϕϕϕε)+4e23(uuuε)e23(ϕϕϕε)+ 2l
l+1

(
e22(uuuε)e33(ϕϕϕε)+e33(uuuε)e22(ϕϕϕε)

)
dmε ⊗ L2.

(13)

En passant à la limite ε→ 0, compte tenu de (11) et (12), on obtient a(uuu,ϕϕϕ) =
∫

Ω
uuu ·ϕϕϕdx. Comme ϕϕϕ = vvvδ

converge fortement vers vvv dans BDν,m(Ω) (espace déduit de BDν,m
0 (Ω) en supprimant les conditions aux

limites sur ∂Ω) quand δ → 0, on déduit que uuu satisfait le problème variationnel

(Peff ) :

 a(uuu,vvv) =

∫
Ω

fff · vvv ∀vvv ∈ BDν,m
0 (Ω),

uuu ∈ BDν,m
0 (Ω),

équivalent à (4).

Cas de l’équation de la chaleur. On reprend le raisonnement précédent en remplaçant (10) par

ϕkε(x) := A−1
11

Ñ∫
Ik
jx1

(AAAξξξ(ϕ))1(s1, x
′) dν(s1)

é
φkε(x1)

−A−1
11

∫ x1

tk
jx1
−1

(AAA∇∇∇x′ϕ)1(s1, x
′)ds1 + ϕ+(tkjx1−1, x

′).

On montre l’existence d’une suite ϕε(= ϕkεε ) vérifiant

lim
ε→0

∫
Ω

|ϕε − ϕ| dx = 0, µε(AAA∇∇∇ϕ)1
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−→ (AAAξξξ(ϕ))1, ∇∇∇x′ϕε
mε⊗L2,m⊗L2

−−−−−−−−→ ∇∇∇x′ϕ?.

On prouve que la solution uε de (1) vérifie, à une suite extraite près,

lim
ε→0

∫
Ω

|uε − u| dx = 0, µε(AAA∇∇∇uε)1
νε⊗L2,ν⊗L2

−−−−−−−−⇀ (AAAξξξ(u))1, ∇∇∇x′uε
mε⊗L2,m⊗L2

−−−−−−−−⇀ ∇∇∇x′u?.

Le réarrangement (13) devient
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∫
Ω

fϕεdx = A−1
11

∫
Ω

µε(AAA∇∇∇uε)1µε(AAA∇∇∇ϕε)1dνε ⊗ L2

+

∫
Ω

−A−1
11

(
AAA∇∇∇x′uε

)
1

(
AAA∇∇∇x′ϕε

)
1

+AAA∇∇∇x′uε · ∇∇∇x′ϕεdmε ⊗ L2.

La suite de la démonstration est identique.
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