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Résumé
Nous analysons le comportement asymptotique des solutions de problemes du type
—div(o.(u:)) =f dans Q= (0,L) x ',
(P.): § 0c(uic) = Aclia) tr{e(ua))] + 2c(an)e(we),  e(ue) = o (Ve +V7uc), (1)
u. € Ho(%R?%), f € L™(Q,R?),

lorsque les coefficients de Lamé dépendent uniquement de la variable 1, sont bornés dans L'(Q) et i est borné

dans L*(Q). Nous déterminons le probléme limite sous les hypotheses

*

1
e — M, o — v faiblement* dans M([0, L]), Xc=lu. (I >0), @)
m({tHhv({t}) =0 vt € [0, L], m({0}) = m({L}) =v({0}) = v({L}) = 0.
Notre travail s’applique aussi a ’équation de la chaleur, étendant au cas anisotrope les résultats obtenus par G.
Bouchitté et C. Picard [2].
Pour citer cet article :

Abstract

Asymptotic analysis of stratified elastic media in the space of functions with bounded deformation.
We analyse the asymptotic behaviour of solutions to problems of the type (1) in the case where the Lamé
coefficients only depend on the variable 21, are bounded in L' (0, L) and ui is bounded in L*(0, L). We determine
the limit problem under the assumptions (2). Our method applies as well to the heat equation, extending to the
general anisotropic setting the results of G. Bouchitté and C. Picard [2].
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Abridged English version

Let Q := (0, L) x ' be a bounded cylindrical domain of R3. We are interested in the asymptotic analysis
of the behaviour of the solution u. to the elasticity problem (1) when the Lamé coefficients A., p. only
depend on one variable (71), are bounded in L(0, L), and satisfy the weak* convergences in the sense of
measures stated in (2). We prove that the limit problem is

1
effy .= min  —a - ‘u.
(PT) = 5w, u) /Q fu (3)

w€BDY™(Q)

The Hilbert space BD;"™(Q2) is defined by

Ep <v® L% D,gyrEpc L12,®Lg (% R?)
BDg™(Q) = (¢ € BD(Q) | ¢}, € L7, (0, L; Hy (V3 R%)) e e {2,3} ¢,
=0 on 89

H'UHBDUM Q) = /|DV®L2E'U‘2 dl/®£2 /|ex 2dm®£2> ,

where e,/ (v) := 322 =23 (ggz + ggﬂ )ea ®eg, BD(Q) is the space of functions with bounded deformation

(set of the elements ¢ of L'(; R?) whose symmetrized gradient in the sense of distributions E¢ is a vector
measure, see [4]), ¢* is the precise representative of ¢ (equal at = to the limit of the averaged value of
@ on balls centered at x whose radius tends to 0 if this limit exists, to 0 otherwise, see [3, p. 46]) and
D, 2 E¢p denotes the Radon-Nikodym derivative of the vector measure Eg with respect to v®£2. Setting
E() = D,g2FEv, the mapping af(.,.) is the continuous coercive symmetric bilinear form on BDy™ ()
given by

1 2 >
a(v,v) ::/ m‘ltr(E(v))%—?&ﬂv)‘ du®£2+42/ﬂ|51a(v)\2du®£2
a=2

+ 4/ |23 (v*)[? + 2L (\622(”*)\2 + leas(v*)]? + zﬁeﬂ(ﬂ*)e%(v*))dm ® L2,

Theorem 0.1 Under the asumption (2), the solution u. to (1) weakly™ converges in BD(2) to the unique
solution uw of (3).

Case of the anisotropic heat equation. Our method applies to the study of anisotropic linear scalar
diffusion problems of the type (5), where A is a symmetric positive definite 3 x 3 matrix satisfing A1 #
0. The limit problem takes the form (6) where BV,"™(Q) is the Hilbert space defined by (7), with

T
Vv = ( 3852 86—;’3) and BV (Q) denoting the space of functions with bounded variation on (2.

Setting €(¢) := D, g 2Dy, the map af.,.) is the coercive continuous bilinear form on BV{)"
(8)-

Theorem 0.2 Under the assumption (2), the sequence of solutions to (5) weakly* converges in BV ()
to the unique solution of the problem (6).

(Q) given by



1. Introduction et énoncé du résultat

Soit © := (0, L) x Q" un domaine borné cylindrique de R3. Nous nous intéressons & ’analyse asymptotique
du probleme d’élasticité (1) lorsque les coefficients de Lamé A, . dépendent d’une seule variable (21 ), sont
bornés dans L'(0, L), et satisfont les convergences étoile-faibles au sens des mesures (2). Nous montrons
que le probleme effectif s’écrit

(Pefly = min - /f u. (4)

u€BDY ™ (Q) 2

L’espace de Hilbert BDy™ () est défini par

Ep <v®L? Dygr2Ep € L 2(%R)
BDg™(Q) = 49 € BD(Q) | ¢, € L7,(0, L; Hy (V5 R%) e {2,3} ¢,
=0 on 89

1
HvHBDqu) = /|D,,®£2Ev\2 du®£2 /|ez 2dm®£2> )

ot BD(Q) est I'espace des fonctions & déformation bornée (éléments ¢ de L'(Q;R?) dont le gradient
symétrisé au sens des distributions E¢ est une mesure vectorielle, voir [4]), ¢* est le représentant précis
de ¢ (égal en x a la limite de moyennes de ¢ sur des boules centrées en = dont le rayon tend vers 0 si cette
limite existe, & 0 sinon, voir [3, p. 46]), D, g 2E¢ désigne la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure

vectorielle Ep par rapport 4 v® L2 et e,/ (v) 1= ZQ,B 2% (gg’; + ggﬁ )ea ®eg. Posant Z(v) = D, g2 Ev,

a(.,.) est la forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur BDy"" (§2) donnée par

2 3
. ': = 2 = 2 2
a(v,v) = / l+2‘m (E(w ))+2H11(v)‘ dv & L +4a§:2:/9|_m(v) dve L

+4 / leaa(@")[? + 25 (leaa ™) + leas (") + plyean(@”)ess(v”) ) dm @ £2
Q

Theorem 1.1 Sous l’hypothése (2), la suite (u:) des solutions de (1) converge étoile-faiblement dans
BD(R2) vers l'unique solution w du probléeme (4).

Cas de I’équation de la chaleur anisotrope. Nos résultats s’étendent & 1’étude de problémes du type

(P.) : —div(peAVu.) = f  dans Q, u. € Hy(Q), f€L>(Q), (5)
lorsque A est une matrice symétrique définie positive vérifiant A;; # 0. Le probleme limite s’écrit
effy . Z
Peiyi= _min, salwn) = [ pu 0

Notant BV (2) l'espace des fonctions & variation bornée sur 2, BV, () est I'espace de Hilbert défini
par



Dy <v®L? D,ge2Dp € L2, 2 (4R?)
BVy™(Q) := { p € BV(Q) <,0* € L2 (0,L; HY () ,
=0 on 89 (7)

||U||Bv0“'" : </ D, 2 Dol? dV®/32 /|V \dm@/ﬁ) ,

ol Vv :i= < aaf 5(?7@) . Posant &(p) := D,g 2Dy, I'application af(.,.) est la forme bilinéaire conti-
2 3

nue et coercive sur BVy""™ () donnée par

a(v,w) ::/QAH1 (AE(v))1 (A€ (w))1dve L2 —/QAH1 (AV,v*) (AVw*) 1+AVIIU*-V$/w*dm®£2. (8)

Theorem 1.2 Sous l’hypothése (2), la suite (us) des solutions de (5) converge étoile-faiblement dans
BV (Q) vers l'unique solution u du probléme (6).

2. Résumé de la preuve

La démonstration repose sur la construction d’une suite (¢.) de champs test. Elle déduite d’une famille
de suite ((¢%).)ren définies & partir de sous-ensembles finis Ay de [0, L] satisfaisant

Ak:{t§7t]f . ,t’:”}, Ak;CAkJrl Vk € N,
O=th<th<th<..<th <t =1,
v({th}) =m ({t?}) =0 VkeN, Vje{0,..n}, (9)

MNk—1
[ T
lim sup ty — tj_l) =0.

k=400 je1, .. i}

”E((tj?zlfpwl))
1/5(1_;;1)

v € BDy™ () arbitraire (prolongé & R3 par 0), § > 0 et on introduit sa régularisée partielle p(x) =

v0(z) := v(z1,.) % ps ol (ps) est une suite régularisante dans D(R?). Le champ test est 1’élément de

H'(Q;R3) donné en fonction de ¢ par

Posant I} := (t¥_,,t¥], notant j,, D'entier tel que z; € Ij’il, on définit ¢ (z;) := . On fixe

Jj—17j

@)= g [, 1(E@) o)+ 20 @) ena) dvlsn) ) ob(a)

3 1
0a
Iy Z/tk B%Q (s1,2")ds1 + o (8, _1,2"),
a=2 Jxq —1 (10)

d)i= ([ @ s) dvisr) ) o)
It
Jaxq
—/m GEL sy, ') dsy + 9f(th '), Vae {23},
tho x “ B
ol @™ (x1,2’) désigne la trace de ¢ a droite de {z1} x €. Etant donnée une suite de mesures (6.)
convergeant *faiblement vers 6 on dit qu'une suite de fonction f. converge faiblement vers f suivant le

4



couple (.,0) (notation f. b f)sife Le, sup, [|f:|?df. < +oo, et f.0. converge *faiblement vers
/0. Elle converge fortement (notation fe oy f) si de plus limeo [ |f:|?d0: = [|f|>dO. Si f. (resp. g.)
converge faiblement (resp. fortement) vers f (resp. g) suivant (6.,6), alors lim. o [ f.g.df. = [ fgdf
(voir [1,6]). Par un argument de diagonalisation, on montre I'existence d’une suite ¢_(= @*<) vérifiant

y5®£2,u®£2 — —_
tim [ o~ ol do =0, ounnlp) “2E0E (1x(2(e)) + 220 (0),

ve®L? u®£ m5®[12,m®£2
Oetal(p:) ——— 2Z1a(p)  Va€{2,3}, ev(p.) ———— ex(p").

(11)

A partir d’estimations apriori, on prouve lexistence de u € BDy"™ () tel que, & une suite extraite pres,

. -RL VL _ -
g% o \ue — U| dr = O, 0'511(11,5) eom O, ltr(.:(u)) + 2\:11(’“), (12)
QLA vRL? cRLEmRL?
Oe1a(Ue) AN 2514 (u) Va € {2,3}, eu(uc) i i e, (u”).

On multiplie (1) par ¢, et on integre par parties. Aprés un réarrangement des termes, il vient

3

/f “u dr :/ (l+20511(us)0511 (pg + Zo—ela us)asla(‘Pg))st & £2
Q a=2 (13)
+ / (1) Z an (Ue)an (P:) +Aeas () eas(9.) + 125 (eaa(ue)ess(p.) +eas(ue)ena(p.) ) dm. @ L2
Q

a=2

En passant  la limite ¢ — 0, compte tenu de (11) et (12), on obtient a(u,¢) = [, u-@dz. Comme ¢ = v°
converge fortement vers v dans BD""™ () (espace déduit de BD; "™ (£2) en supprimant les conditions aux
limites sur 99) quand § — 0, on déduit que w satisfait le probleme variationnel

(rPeff) : G(U,’U) = /Qf ) Yo € BDg’m(Q)’

u € BDI™(Q),

équivalent a (4).

Cas de I’équation de la chaleur. On reprend le raisonnement précédent en remplagant (10) par

ety i= it [ eeDi(on ) dvion) | ok

Jxq
x1

A [ AV + ot ).
le—l

On montre I'existence d'une suite . (= @) vérifiant

. - RL VRL? ®L?meL?
113%/ lpe — @l dz =0, p(AVp) =5 (AL(9)1, Vg ——55 Vgt
Q
On prouve que la solution u. de (1) vérifie, & une suite extraite pres,
2 2 2 2
lim [ Ju. —ul do =0, p.(AVu.); VOL VL (Af(u))1, Veue "ZETEE Gk

Q
Le réarrangement (13) devient



/ Foedr = A7t [ pe(AVU) 11 (AV ) 1dve © L2
Q Q

+ / 7A1_11 (AVI/U‘S)l (sz/ QDE) 1 + AVx«us . Vr/cpsdms X £2.
Q

La suite de la démonstration est identique.
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