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Résumé

La cristallisation est une opération utilisée dans différents domaines industriels comme la pharmacie,
I’agro-alimentaire ou la chimie fine. Ce processus consiste a isoler un produit en solution pour le
récupérer sous forme solide dans I'objectif de conférer au solide synthétisé des spécifications voulues en
vue de contrdler ses propriétés d'usage.

Un grand intérét est porté a 1'étude du processus de cristallisation afin de le maitriser, et donc d’améliorer
les propriétés du produit final. Un modéle dynamique fiable décrivant les phénoménes mis en jeu est
nécessaire pour I'étudier, et appliquer des stratégies de contrdle afin de produire des solides conformes
aux cahiers des charges et aux exigences industrielles.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la cristallisation du a-lactose monohydraté en mode semi-continu
avec ensemencement. Le lactose est un sucre réducteur présent dans le lait, qui existe sous deux formes
anomériques o et § en solution (mutarotation).

La modélisation mathématique de la cristallisation du a-lactose monohydraté comprend le bilan de
population sur les cristaux de o-lactose monohydraté, les bilans de matiéres sur le a-lactose, le B-lactose
et ’eau, avec prise en compte de la mutarotation et le bilan d'énergie.

Cette étude présente le contrdle du processus de cristallisation selon deux objectifs d'optimisation :
minimisation du taux de nucléation et minimisation du coefficient de variation de la distribution de taille
en volume.

Mots-clés : Cristallisation, Modélisation, Optimisation, Contrdle optimal

1. Introduction

Dans le domaine agro-alimentaire, des nombreux efforts ont été faits pour maitriser le processus de
cristallisation du lactose en vue d'améliorer la distribution de taille du produit final.

L’objectif de ce travail est de proposer un modéle dynamique fiable de cristallisation du o-lactose
monohydraté en mode semi-continu a partir de résultats de cinétiques publiés dans la littérature en
prenant en compte la mutarotation du lactose en solution. De ce fait, cette étude est nouvelle par rapport
aux précédents travaux sur la cristallisation du a-lactose monohydraté en mode discontinu par Shi et al.
(2009), Mcleod (2007) et Mimouni et al. (2009).

Différentes stratégies de contréle ont été étudiées afin d'obtenir des produits conformes aux cahiers des
charges et aux exigences industrielles. Suivant l'objectif choisi, on détermine le profil de controle et
'évolution des états du systéme.

Le cristallisoir utilisé dans cette étude est une cuve de 10 L supposée parfaitement agitée. Dans une
premiére étape, il est rempli jusqu’a 1,5 L et ensemencé avec 100 g de cristaux. Dans une seconde étape,
le reste de la solution de concentration fixe est ajoutée a température constante. Dans cette étude, seuls les
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phénomenes de nucléation primaire et de croissance sont pris en compte dans la modélisation, en
négligeant les phénomenes d’agglomération et de brisure. Les résultats ainsi obtenus nous permettront de
valider notre stratégie de contrdle.

Deux objectifs d'optimisation sont présentés dans ce travail : la minimisation de la vitesse de nucléation et
la minimisation du coefficient de variation de la distribution de taille en volume.

2. Modé¢le dynamique de processus

Le modele mathématique qui décrit les divers phénoménes mis en jeu dans la cristallisation du o-lactose
monohydraté comprend le bilan de population sur les cristaux de a-lactose monohydraté, les bilans de
matiéres sur le o-lactose, le B-lactose et 1’eau avec prise en compte de la mutarotation, et le bilan
d’énergie.

2.1 Equation du bilan de population
L’équation du bilan de population est une équation aux dérivées partielles :
d(V(t).n(L,t)) on(L,t)

ot ot

ou V(1) est le volume de cristallisoir, n(L,t) la densité de population en nombre de cristaux de a-lactose,

+V(t)G(t)—————==0 (1

G(t) la vitesse de croissance des cristaux de o—lactose. La condition aux limites est donnée par :

B(t
n(0,)= 20 %
G(t)
sachant que les vitesses de nucléation et de croissance et le volume dépendent des états C, (z),C (1) et
T(@).
et la condition initiale :
n(L,0) = n,(L) 3)

L’utilisation des moments permet de transformer 1’équation de bilan de population en un ensemble
d’équations différentielles ordinaires. En négligeant les termes d’agglomération et de brisure, on obtient :

du,() V')
dt V( )

avec comme condition initiale :

du,(t) V(1)
— B 0
it V() Uy(t)=B(t) = )

u, ()-vG(t)u, (1)=0,v=12,. @)

2.2 Bilans de matiére
Les bilans de matiére ont été écrits sur le solvant (eau), le a-lactose et le f-lactose.

- sur le solvant

d t - ¢
m;;( ) (R ! - ])3kvplactoseG(t)V(t)1u2 (t) + qeau (t) (6)

OU M.y, est la masse d’eau dans le cristallisoir, qui dépend du débit et de I’intégration des molécules d’eau
dans les cristaux.

- sur le a-lactose :

dCo(1) _ Gea(t) ;e
a eau cc-C
5w ()( «~Ca(1)

eau meau

[C.ONA=RT)=R"]dm (1) | o 1 c ) ™
d I~a 2B

ou m; est la masse de cristaux. La solution en entrée est supposée a I’équilibre de mutarotation.
- sur le B-lactose



dC,(1) _ Cyl1) ( _é)dms(t)+k]Ca(t)_k2Cﬁ(t)+(C; €, (1)) Jeat) ®

dt m,,, (1) dt M, (1)

eau

Le volume total du cristallisoir est une variable dépendante, qui est exprimée en fonction des

concentrations C(t) et C ﬁ(t) et de la masse d’eau m,,,(?) sachant que les masses volumiques des corps

purs ont été supposées indépendantes de la température. La dérivée du volume est donnée par :

avit)

Zac a

= 3K G(V(Du,(1)+ m;;” L Colt)+ i o)+ P ]

dC.) ., dCy()
a 9
dt +plac,ﬁ dt ) ( )

+meau (t)(plac a

La masse totale de cristaux satisfait I’équation :

dm (1)

dt = 3kvplactoseG(t)V(t)tu2 (t) (10)

2.3 Bilan d'énergie
La température du systéeme dépend de la température de la double enveloppe et de la température de
consigne du bain thermostaté. Ce bilan prend en compte la cristallisation du o-lactose monohydraté

(AH._i5;) et l'addition d’une solution de concentration égale Cae a 0,88 g/g eau et de température T,
constante (70 °C) :

MY _ por-prm-1,,)- 28, 20 uaayt, ) -110)
+qeau (t)(cp,eau + Cp ac(i + Cp ﬁce )(’Teau - 'Tref )] (1 1)
Lell) 000191, ()T, (1) (12)

ou 7(?) la température de cristallisoir, T,la température de référence (= 25°C), T.(?) est la température de
la double enveloppe , et Ty,(2) la température de consigne du bain. Cette derniére est utilisée pour réguler
T, , et donc indirectement réguler 7(#) par échange de chaleur entre la double enveloppe et la solution. La

surface d’échange est notée A®). C,,, C, , et C, ~ C,  sont respectivement les capacités

caloriﬁque du a-lactose, du p-lactose, de 1'eau et du solide. Les termes P; et P, sont donnés par :

P =My (1)C, 0 M (1)C,  +mg(1)C, s+ (1C, (13)
d
P = dm, Cr. + y dm, cr+ 2 Ch+ dm,(1) o (14)
dt dt dt dt

2.4 Mutarotation
La constante de I’équilibre de mutarotation dépend de la température (K,, = 1,64 -0,0027 T(°C)). Elle
s'exprime sous la forme (Mimouni et al. 2009) :

k,(T(t)) =k, exp(~E | R(T(t)+273,15)) (15)
avec k,(T(1)) =k, (T(t))k, (T(t))et k,=1,62 10°s™" (16)

2.5 Saturation
La concentration a saturation du a-lactose monohydraté a 1'équilibre de mutarotation est donnée par
(Mcleod 2007)

10,9109 exp(0,02804 T(t))
C T(t))= 17
a,eq,é’qmuta( ( )) ]00(]+km(T(t))) ( )




Hors équilibre de mutarotation, la concentration a saturation du oa-lactose monohydraté est corrigée par

un facteur F et les concentrations C et C B selon la relation :

C(Z,eq (T) = Ca,eq,eqmula (T) - F(T) ’ (Cﬁ - km (T) ’ Ca,eq,eqmura (T)) (1 8)
ou
F(T)=0.0187 -exp(0.0236 -T) (19)

2.6 Nucléation et Croissance
La vitesse de nucléation est donnée (Gernigon 2007) par :

B(t) = k,exp -5, (20
(T(1)+273.15)' 1n?| . CalV)
Coeg(Co(1),T(1))
et la vitesse de croissance, supposée indépendante de la taille par :
G(t):kg(Ca(t)—Ca,eq(Ca,T)) 2

3. Probléme de contréle optimal

L'objectif en contrdle optimal est de trouver un contréle (ou une commande) qui fait passer un systéme
d'un état initial & un état final donné en optimisant un certain critére. Dans cette étude, pour la résolution
numérique du probléme de controle optimal, nous avons utilisé le logiciel ACADO Toolkit (Automatic
Control And Dynamic Optimisation) (Arien et al. 2010) qui comporte une collection d’algorithmes de
contréle automatique et d’optimisation dynamique, écrits en langage C++.

3.1 Méthode de résolution

Les méthodes de résolution numérique du probléme de commande optimale utilisées par ACADO sont la
méthode directe « Tir simple » et la méthode directe « Tirs multiples ». Pour ces méthodes, la solution
optimale s'obtient par une discrétisation compléte du probléme avec pour objectif de ramener le probleme
de controle a la résolution d’un probléme d'optimisation en dimension finie.

3.1.1 Méthode de « Tir simple »

Cette méthode comporte 3 étapes :

« Définition d'un grille temporelle de discrétisation, telle que 0=ty < ¢; <...<ity =1t

« Paramétrisation du contrdle sur chaque intervalle de temps, de sorte que le contrdle, noté u, soit
constant par morceaux. Cela signifie que u=gq sur [¢;, #;1],

« Résolution numérique du systéme d'équations différentielles ordinaires (ODE) qui décrivent la
dynamique sur tout l'intervalle [0, T], pour obtenir I'état comme une fonction x(¢,¢) pour un nombre
fini de contréles discrétisés ¢g=(q¢,q1,-...,qn-1)-

3.1.2 Méthode de « Tirs multiplesy

La méthode de « Tirs multiples» est une extension de la méthode de « Tir simple ». Les étapes 1 et 2
restent les mémes, mais les ODE qui décrivent la dynamique du systéme ne sont plus intégrées sur [0, #]
mais sur chaque intervalle [, ¢;,] & partir d'un ensemble de conditions initiales x(#;) =x;.

La méthode de résolution numérique utilisée dans les divers scénarios que nous présentons dans ce papier
est la méthode directe « Tirs multiples».

3.2 Configurations d’étude

La résolution s’est effectuée en deux temps.

Dans un premier temps, les équations des moments et de bilans de matiére et d’énergie ont été résolues
avec ACADO en vue de déterminer les profils optimaux. L’approche par la méthode des moments
conduit a choisir un nombre suffisant des moments pour remplacer les équations de bilans de population
écrites sur un nombre de classe important. Dans cette étude, on a choisi les cinq premiers moments. Les
autres états de la dynamique du systéme sont mq, M ¢, C.,C, T, Ts. Les variables de controle sont
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u; = Ty, (Température de consigne) et u, = g.q, (débit d’addition d’eau dans la solution d’entrée). Dans ce
travail, on compare différentes configurations :

» Configuration 1 : On fixe la température de consigne Ty, a 15 °C et le débit d’eau a 0,0056 kg/h. Cette
configuration est identifiée par le terme constant dans les figures.

« Configuration 2 : Ici on fixe la valeur de débit d’eau a 0,0056 kg/h, et la température de consigne
commence a Ty, = 15 °C et décroit linéairement pour t supérieur a 0. Cette configuration est appelée
linéaire dans les figures.

+ Configuration 3 : On controle la température de consigne u; = Ty, et le débit d’eau u; = geq en
optimisant différents objectifs. Ces objectifs sont définis dans les scénarios. Cette configuration est
nommeée optimal dans les figures.

Dans un deuxiéme temps, les densités de population complétes ont ensuite été recalculées par résolution
du bilan de population complet couplé aux équations de bilans de matiére et de bilan d’énergie en utilisant
le profil optimal. Pour cela on ré-injecte les valeurs optimales de contrdle pour la construction de la
densité de population au cours du temps. Pour cette construction, nous avons utilisé la méthode des
différences finies en MATLAB selon un schéma explicite décentré. Trois cent neuf équations
différentielles ordinaires pour le bilan de population couplées aux bilans de matiere et d’énergie ont été
résolues.

Dans les deux scénarios, les variables de contréle sont 7y, et qjau .

3.3 Scénario 1
Le premier probléme de contrdle minimise le taux de nucléation B. Le temps final (#) est fixé a 11000 s.

Les contraintes s’écrivent sous la forme :
0SSV,
0<T(t)<70 °C
0<T,(1)<40°C 1)
Ca(t) 2 o (T(D))
0<gq,,()<0,1kgh

3.4 Scénario 2
Le deuxiéme probléme de contréle optimal minimise le coefficient de variation de la distribution en

volume CV = % — 1. Le temps final (z) est fixé a 11000 s. Le probléme est résolu avec les mémes
uy

contraintes.

4 Résultats

Les résultats obtenus avec la régulation optimale de la température de consigne et le débit d’eau sont
présentés dans les Figures 1, 2 et 3. Ces résultats sont comparés a ceux obtenus avec les autres
configurations (constant et linéaire).

La figure 1, montre les profils optimaux de deux contréles permettant la minimisation de la vitesse de
nucléation ((a) et (c)) ou du coefficient de variation de la distribution de taille en volume ((b) et (d)). A
ces profils optimaux correspondent des variations de volume de solution, de vitesses de nucléation et de
croissance, et de température. Elle montre aussi le coefficient de variation (e) et les densités de population
finales (f). La figure 2 présente les profils de vitesse de nucléation et de croissance correspondant.

Sur la figure 3, on remarque que la décroissance de la température du cristallisoir est plus importante dans
le scénario 2 (min CV), ce qui entraine une vitesse de nucléation élevée en début de processus. Par la
suite la croissance devient le phénoméne prépondérant. Dans le scénario 1, la nucléation est plus lente par
rapport aux autres configurations. Au niveau de la croissance, les deux scénarios sont caractérisés par une
croissance importante au début, qui diminue par la suite mais plus lentement dans le cas du scenario 2.



D'apres le profil du volume, on remarque que le temps de remplissage du cristallisoir est différent en
fonction des stratégies. Pour les configurations constante et linéaire (sans contrdle), le temps de
remplissage vaut 1020 secondes. Le temps de remplissage est plus faible dans le cas de la minimisation
du taux de nucléation et dans le cas de la minimisation du coefficient de variation. Les temps de
remplissage du cristallisoir sont respectivement de 4424 et 3859 s. Entre les deux scénarios étudiés, le
remplissage du cristallisoir pour la minimisation du coefficient de variation est plus lent durant la
premiére heure que celui dans le cas de la minimisation de la nucléation.
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Figure 1. Profils des variables de contréles : la température (a) et (b) respectivement pour la minimisation de la
vitesse de nucléation et du CV, le débit d’addition d’eau (c) et (d) respectivement pour la minimisation de la vitesse
de nucléation et du CV, et le coefficient de variation de la distribution en volume (e) et les densités de population

finales (f).
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Figure 2. Profils des vitesses de nucléation (a) et de croissance (b) correspondant aux contréles appliqués
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Figure 3. Profils de Température (a) et de volume (b) correspondant aux contréles appliqués.

5. Conclusions générales

Dans ce papier, une comparaison entre une cristallisation par refroidissement naturel ou linéaire et une
cristallisation contrélée de o-lactose monohydraté en mode semi-continu a été faite. Dans les deux
problémes de contrdle les variations de température de refroidissement, et de remplissage ne sont pas les
mémes . Cette comparaison nous donne la stratégie optimale qu'il faut suivre : a quelle température de
consigne et quel débit de solution optimaux, il est nécessaire de travailler, durant le processus, pour
minimiser la nucléation des cristaux ou minimiser le coefficient de variation de la distribution en volume.
Cette étude est une étude préliminaire. Par la suite, les phénomenes de nucléation secondaire seront pris
en compte et d'autres objectifs seront testés suivant les besoins.
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Control of crystallization of alpha-lactose monohydrate
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Abstract

Crystallization is the unitary operation of formation of solid crystals from a solution. In chemical
engineering crystallization is an important separation process used in chemical, pharmaceutical, material
and semiconductor industries. Mathematical models are described by conservation laws with population,
mass and energy balance equations. Crystallizers can be operated either in batch, semi-batch or
continuous mode. Semi-batch crystallization is widely used in the pharmaceutical and fine chemical
industry for the production of solids in a variety of operating modes.

In this work, we present a mathematical model of solvated crystallization of alpha-lactose monohydrate in
semi-batch mode. This model is described by conservation laws with population, mass and energy
balance equations. We discuss the model and then consider the problem of optimization using several
objective functions which leads to significantly several optimal operating conditions by controlling
temperature and feed rate.

Keywords : Crystallization, Modelling, Optimization, Optimal control
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