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Bootstrap de 1’Estimateur de Hill: Théorémes Limites

Salim BOUZEBDA

L.S.TA., Université Pierre et Marie Curie-Paris 6. 175, rue du Chevaleret, 8" étage, bdtiment A,

75013 PARIS FRANCE.

Résumé. Nous développons une utilisation du bootstrap pour |’estimation de I'indice de Pareto d’une distribution extréme.

Nous considérons, au départ, une suite X1,..., X, de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
fonction de répartition F'(-). vérifiant
1 — F(zt) 1
lim ————— =< pourtout t:> 0.
A SR P &

Nous établissons des propriétés de normalité asymptotique des sommes d’extrémes bootstrappées, ainsi que pour, I'estimateur
de Hill bootstrappé. Nous obtenons nos résultats, en faisant usage aux approximations pondérées du processus empirique
uniforme et quantile par des pont browniens appropriés.

AMS : 62F40, 60F17, 62G32, 62G30.

Keywords: Théorie des valeurs extrémes; Bootstrap; Processus empirique; L'estimateur de Hill.

1 Introduction

Soit X = X, Xs,... une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées [i.i.d.], de
fonction de répartition F'(z) = P(X < z), pour z € RR. Soit Q(-) la fonction de quantiles associée, définie

par
Q(s) :=inf{z : F(z) = s} pour 0<s<l, Q(0)= l:i:g Qls)) et @)= l.viwnl] Q(s).
Nous supposons que la fonction de queue, 1 — F'(-), est de rype Pareto.d’indice 1/c > 0, c’est a dire, telle que
1— F(z) =P(X >z) = .1"%].4(9'). pour z > 0, (1)
ot L(-) désigne une fonction & variation lente & 'infini. En d’autres termes, cette fonction est telle que
rhngo L(Az)/L(z) =1, pourtout A > 0. 2)

L’estimateur de ¢ le plus classique est 1'estimateur de Hill (1975), généralisé par la famille d’estimateurs a
noyaux, introduite par Csorgd et al. (1985). Nous limitons ici notre étude a ’estimateur de Hill (1975). tout en
notant que nos résultats peuvent éire généralisés aux estimateurs de Csorgd et al. (1985), au prix de développe-
ments additionnels. Pour tout choix de n > 1, désignons par X; , < --- < X, , la statistique ordonnée de
I’échantillon X, ..., X,,. Faisant usage de la notation log, u = log(u V ¢) pour u € R, I'estimateur &, de ¢,
introduit par Hill (1975), est défini par
ko
e e e G G A IR (3
i=1
ol 1 < k,, < n—1 estun paramétre de lissage entier, dépendant de 7. Pour assurer la convergence asymptotique

de €, vers ¢, les conditions suivantes sont requises.
kn — oo et n lk, — 0. @

Mason (1982) a montré que ces conditions étaient nécessaires et suffisantes pour que &, — ¢ en probabil-
ité lorsque 77 — oo, pour toute loi de probabilité F(-), sous-jacente, vérifiant (1). La caractérisation de la
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convergence presque sfire de ¢, vers ¢ requiert, comme 'ont montré Deheuvels et al. (1988), la condition
supplémentaire que k,, / loglog n — oo lorsque n — co. La normalité asymptotique de ¢, est de nature sensi-
blement plus délicate. Dans le cas d’une loi de Pareto exacte, obtenue en choisissant L(t) = 1 pour tout ¢ > 1
dans (1), on obtient le résultat simplifié que, indépendamment du choix de k,, vérifiant (4), on a

k2@, — ¢) S N(0,¢), 5)

n

lorsque n — co. Par contre, lorsque L(-) est quelconque, la relation n’est plus satisfaite en général, du fait que
I'estimateur ¢,, est alors asymptotiquement biaisé. Sa validité requiert des hypothéses de régularité addition-
nelles portant sur F'(-), ainsi que sur le comportement asymptotique de k,. On consultera, a ce sujet, Davis et
Resnick (1984), Csorgd et Mason (1985), Haeusler et Teugels (1985) et Hall et Welsh (1985). Dans un cadre
trés général, et sous des conditions peu restrictives, Csorgd er al. (1985) ont établi la normalité asymptotique
d’estimateurs a noyau, comprenant, comme cas particulier, I’estimateur de Hill ¢,,. L'objet du présent article
est d’explorer le comportement du bootstrap multinomial, introduit par Efron (1979), appliqué au rééchantil-
lonnage de I'estimateur ¢,,. Les travaux de Deheuvels er al. (1993) ont montré que le rééchantillonnage des
valeurs extrémes posaient de multiples problemes, et il s’agit donc, dans ce qui suit, d’explorer les propriétés
correspondantes pour I’estimateur de Hill. Le bootstrap de ’estimateur de Hill, que nous étudions, est égale-
ment lié au bootstrap de sommes d’extremes, lui-méme associé au bootstrap de sommes de variables aléatoires
indépendantes de méme loi. On consultera, entre autres, 4 ce sujet, Arcones et Giné (1989), Hall (1990) et De-
heuvels et al. (1993). Ces derniers auteurs ont étudié le bootstrap de sommes globales, comprenant I’ensemble
de I’échantillon, ainsi que de sommes, intermédiaires et extrémes de statistiques ordonnées. Nous renvoyons a

leur article pour des définitions plus explicites de ces notions.

Nous adopterons les notations suivantes. Désignons par Fy,(z) = n ' 4{X; < = : 1 < i < n} la fonction de
répartition empirique associée a Xq,..., X, oll #FE désigne la cardinalité de £. Nous introduisons ensuite
une suite X, X3, ... de variables aléatoires bootstrappées, constituant, conditionnellement a ', , une suite de
variables aléatoires i.i.d., de fonction de répartition F,,. Pour tout choix de m > 1, on désigne par X|,, <

- < X lastatistique ordonnée de X7, ..., X7 . Nous choisissons alors un entier 1 < £, < m — 1, et
définissons "estimateur de Hill bootstrappé ¢;, ., , correspondant & m, £, et n, par
£
ok S ) * < *
(D o Zlong B e O AT (6)

i=1

Nous supposerons, de plus, que, lorsque m — oo,
b —+00 et m e, —0. (7

La fonction de répartition empirique bootstrappée et la fonction de quantiles empiriques bootstrappée corre-
spondant aux parameétres m, £,, et n ci-dessus, sont notées

Fm‘.n(t) = 77’!_1#{X¥ it 1 Siém}, (8)
et
(2114-11(5) = I]]f{i : Fm:w(tj = 5] pour 0<s = 1 et CJ”'”’ (0) = Xr-"“' (9)

11 sera commode, par la suite de nous placer dans une asymptotique ott m = my, et { = £(n) = ¢, dépendent
de n. Nous adopterons alors les hypothéses suivantes sur le comportement relatif de ces quantités. Nous
supposerons qu’il existe des constantes A, B et A’, B tellesque 0 < A < B < cwet0 < A’ < B' < x,

pour lesquelles on ait, pour tout n > 1, d’une part, m = m,, > 1,et, d’autre part,
s i m o My

£(n) /
< — = = — < <=
s e AL

< B. (10)

Ces préliminaires €tant posés, nous sommes en mesure de présenter les résultats principaux de cette note. Ceux-
ci seront donnés dans le §1.1 ci-dessous, sous la forme de deux corollaires de théorémes plus généraux, exposés
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par la suite dans le §2, ou sont reportées I’ensemble de nos démonstrations. Nous anticipons sur ce paragraphe
pour mentionner que les preuves de ces résultats reposent, pour I’essentiel, sur les approximations pondérées
du processus empirique uniforme et quantile par des pont browniens appropriés dues a Csorgd et al. (1986)
et Csorgd et Mason (1989). Dans le corollaire 1.2 ci-dessous, nous établissons la normalité asymptotique du
bootstrap de I'estimateur de Hill. Dans le corollaire 1.1 qui suit, nous établissons la normalité asymptotique
des sommes d’extrémes bootstrappées

1.1 Résultats

Selon I'usage, N (i, o”) désigne une variable aléatoire normale de moyenne u et de variance 2.

Corollaire 1.1 Supposons que F(-) vérifie la condition (1), et que les suites ky, £(n) = £, et m = m,
vérifient les conditions (4), (7) et (10). Supposons de plus que lim,, .., £(n)/k, — ¢ avec 0 < ¢ < co. Alors,
lorsque n — oo,

£(n) k
1 " 1 & i né(n) d 2
) § gy 2184 Xnmiram = o 21081 Xusan = clog () 0 MO, (14 022)

La démonstration du corollaire 1.1 est reportée au §2.

Corollaire 1.2 Supposons que F(-) vérifie la condition (1), que les suites ky, £(n) = £y, et m = my, vérifient
les conditions (4), (T) et (10). Supposons de plus que lim,, .. £(n)/k, — ¢ avec 0 < ¢ < co. Alors, lorsque
n— 0o,

né(n)

mky,

V() {log+ (X ewym) = 1084 (X ) — log ( )} % N, (1+¢)?)

er
VI {Bruemy — T } 2 NO, (1 + O, (11

La démonstration du corollaire 1.2 est reportée au §2.

2 Démonstrations

Nous énongons, en préalable, quelques résultats techniques qui nous seront utiles dans la suite de nos dé-
monstrations. Nous supposerons que les objets aléatoires considérés par la suite sont définis sur I’espace de
probabilités (€2, A, P) introduit par Csorgo et al. (1986). Sur cet espace de probabilités nous construisons,
en premier lieu, une suite Uy, Us, . .. de variables aléatoires indépendantes, de méme loi uniforme sur [0, 1].
Pour tout n > 1, nous désignons par U; ,, < --- < Uy, la statistique d’ordre de I'échantillon Uy, ..., U,, et
posons Uy, = 0 et U, 11, = 1. Pour tout n > 1, le processus empirique uniforme o, (+), et le processus de
quantiles uniforme [3,(-), sont définis, respectivement, pour 0 < s < 1, par

an(s) = n.”z{G',,(s) — s}, et Bn(s8) = nl/2{5 —Un(9)} (12)
Dans (12). on pose, pour tout s € [0, 1],

Go(s) i=n7 W {U; < s:1 i< n}, (13)
et
L (e)r="nfft “Gr ()25} ipour S0 =gt iNa RN I0) = sy (14)

De plus, nous supposerons systématiguement, et sans perte de généralité, que ces variables aléatoires sont liées
T X, et a la statistiques d’ordre X ,,, ..., X, ,, correspondante, par les identités

Xi=Q(U;) et Xin=QU;,) pour z=1,...,m (15)
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Désignons par Fy,(t) := n '#{X; < t:1 < i < n} la fonction de répartition empirique de I’échantillon
Xi,...,X,,. La fonction de quantile empirique associée a F},(-) est alors donnée par

G (sl =mtm - F (5 = sl inour § 0 =ai< i et i OR (02X
Onapourtoutr € Ret0 <s <1
Fo(z) = Gu(E(z)) et Qnl(s)=Q(Un(s)). (16)

L'espace de probabilités (92, A, P) de Csérgd et al. (1986) supporte, en second lieu, une suite {B,,(s) : 0 <
s < 1},n = 1,2,..., de ponts browniens liés aux variables Uy, Us, . . ., par les relations suivantes (voir (17)
et (18) ci-dessous). Sur cet espace de probabilités, pour tout choix de vy vérifiant 0 < 1y < 1/4, et, pour tout
choix de ¥ > 0, le processus empirique uniforme {a,,(s) : 0 < s < 1} associé & Uy, . .., U, vérifie, lorsque

7 — 00,
n*' o, (8) — Bn(s
sup e (5) n(5)]

S DS/ = Op(1). (17)

La version de ce résultat pour le processus uniforme de quantiles, permet d’affirmer que, pour tout choix de 12
vérifiant 0 < 19 < 1/2, et, pour tout choix de v > 0, lorsque n — oo,

n"2|Bn(s) — Bun(s)|

Saadieat fa(lzis)Pidmio

= 0x(1), (18)

(On consultera, en particulier, les théoréme 2.1, p.195, et théoréme 3.1, p.213 de Csorgd et Horvath (1993)).

Définissons le processus empirique uniforme bootstrappé ou,,,., (), et le processus de quantiles uniforme boot-
strappé€ 3., (), d’une fagon analogue a (12). Nous donnons, ci-dessous, quelques détails sur leur construction.

Tout d’abord, nous construisons, sur I’espace de probabilités (£2, A, P) supportant {U,, : n > 1} (éventuelle-
ment élargi par produits), une suite auxiliaire, notée {&,, : m > 1}, de variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur (0, 1). Nous supposons que les deux suites, {£,, : m > 1} et {U,, : n > 1}, sont
mutuellement indépendantes. Pour tout m > 1, nous notons 0 < &; ,,, < --- < &, < 1 la statistique d’ordre
de I’échantillon &, . . ., &, et posons de plus £, = 0 et &, 41, = 1. Notons les fonctions de répartition et
de quantiles empiriques correspondantes, a I'ordre m > 1, par

En(8)=m#{&<s:1<i<m} pour 0<s<1, (19)
et
Km(8) =inf{t: En(t) = s} pour 0 <s=1 et K(0)=Em: (20)

Dans une deuxiéme étape, nous posons, pour tout 7z > letm > 1,
Uf =Uu(§) pour j=1,...,m. 21)

< 1, et posons,

m,m

Désignons la statistique d’ordre de I'échantillon Uy, ..., Uy par0 < Uy, < ... < Uy

également, U, = Oet U},

vi1.m = 1. On notera que, conformément a (21), pour toutn > 1,

U= Un(&m) pour j=1,...,m. (22)
On supposera, par la suite et sans perte de généralité que pourtoutz > letl < j < m,
X =Q(U7) = Q(Un(&)) et X;,, =Q(Us ) = Q(Un(&im))- (23)
On pose ensuite pour tout ¢ € [0, 1],

Gmn (E)i= B G0 = ST <Teill s <omi, (24)

et, pour tout s € [0, 1],
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Unin(s) == Un(Km(s)) =inf{t: Gmn(t) = s}, pour 0<s <1 et Uppn(0) = Ul*‘m‘ (25)

Notons e,,(f) = m/2(E,,(t) — t), le processus empirique basé sur &, ..., &y, et désignons par Bmie)i=
mY2(s — K,,(s)), le processus de quantiles correspondant. On pose, pour tout t € IR,

am:n("’) = 7"'-']",2{Cm n(t) ’17. )} = nllfz{En(Gn(t)) o Gn(t)} = E,,;(G,,(t)), (26)
et, pour tout s € [0, 1],
Brmn(s) = mY*{Un(s) — Unn(s)} = MM {U,(s) — Un(Km(s))} 27

Les résultats de Csorgd et Mason (1989) (voir les théoréme 2.1, p.195, et théoréme 3.1, p.213 de Csorgd et
Horvith (1993)), montrent qu’il est possible de choisir initialement I’espace de probabilités ({2, A, P), de telle
sorte qu'il supporte une deuxiéme suite { B (s) : 0 < s < 1}, m = 1,2,.. ., de ponts browniens, vérifiant les
propriétés énoncées aux (28) et (29) ci-dessous. Il est également possible (voir (2.2), p.1453 dans Csorgd et
Mason (1989)) de construire une suite {B;,..,(-) : m > 1} de ponts browniens standard tels que les propriétés
suivantes soient satisfaites:

(A) Les suites ({Un}n>1, {Bn}nz1) et ({&m }mz1, { B }m>1) sont indépendantes;

(B) De méme qu’en (17), pour tout choix de v vérifiant 0 < vy < 1/4, et, pour tout choix de v > 0, on a,
lorsque m — oo,

m'! ﬁm(s) i m(S)‘
— = = Op(l). 28
%Si2?7% (s(1— s))/2—m p(1) (28)
De mé&me qu’en (18), pour tout choix de v vérifiant 0 < vy < 1/2, et, pour tout choix de v > 0, on a, lorsque
m — 00,
m*?|km(s) — B (s)|
,%|<.s<1—7’q (s(1'— s))H/2-te

= 0p(1). (29)
Compte tenu de ces résultats, sous I’hypothése que m = m, — oc. on a alors le résultat suivant (voir le

théoréme 2.1, p.1454 de Csorgd et Mason (1989)). Pour tout 0 < » < 1/4 et tout v > 0, lorsque n — oo,

|(1n1.n {5) i Bi‘:‘l'ﬂ(s)|
G S T bt Sy Amy™). 30
l.h...;lslg(h..n (s(1— )2~ p((nAm)™") (30)

Si de plus la suite m = m,, vérifie (10), alors, pour tout 0 < v < 1/4 et tout v > 0, on a, lorsque n — oo,

0 |Bm.n(8) = Bpn(s)]
sigean (B

Nous aurons besoin des notations additionnelles suivantes

1 il
nf_ﬂ_'“u Q(u) du, o°(s) == /lus /lus(miu(u, v) — uv) dQ(u)dQ(v) pour 0 < s <1,

=5 (e (31)

Hn (kn)

1 1
Mplln) = / J O () S (k)= j k Qn(u)? du — my (k)2
s 1-kn
Introduisons en plus, pour 0 < v < oo, la famille de fonctions de répartition [fdr] suivante.

Eai= {G‘ fdr : llm G(z)) ! [ (1-Gy)) dy = ",} : (32)

Théoréme 2.1 Supposons que F(:) soit dans la classe E.. Supposons de plus que k, vérifie (4), que {(n)

vérifie (7) et que la condition (10) soit satisfaite. Alors il existe deux suites de ponts browniens, { BJ,.,, : m >

min

Lin> 1} et {B, : m > 1,n > 1} indépendantes, telles que, lorsque n — oo,
é(n)

k
£(n) 1 . 1 N d né(n)
S,,(fi‘,,) m ;){m—nl.m oF E ;3:144-1.;7 — clog ( e )

s ’" fﬂ 1
= f By, (u)dQ(u) + ,fij Bo(s) dQ(s) + op(1).  (33)
1—£(n)/m ( = ) kn J1—k./m
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Démonstration. Rappelons tout d’abord que, sous les hypothéses de ce théoréme, la fonction de quantiles
Q(-) de X1, X», ..., vérifie

Q(1 —t) = —clogt + log L*(1/t), (34)
ot L*(+) est a variation lente  I’infini. Compte tenu de la définition (9) de @y, (:), nous pouvons écrire

£(n)

kn 1 1
1 m n
EX 7—2Xﬂ_;- n= =t ; ds — — n(s) d
m—i+lm kn = +1, g(”) ./1_.!’(11)]”1 Qm.n(s) 5 h /l—k,‘;‘n Q (5) S

m

1 1
= ) Ao 1 d: e min
€(n) /;”E(").HHQ(S) Vi Fen /luk,./n Q) s+ 4y £(n) ./1 £(n)/m {Q (8] M= }

_% /:a-,,h {Q"(S) £ Q(S)} ds

&, k

! 1
i G ST g /ﬂ(l—s)d@(s)w(l—;;) — Q1 - efn)/m) + (D).

En utilisant le lemme 3.1, p.552 de Cstirgd et Mason (1985), nous obtenons, sous les hypothéses du théoréme
2.1, que lorsque n — oo

m s - [ -9 -0

2tds A e = )=

£(n) 1—£(n)/m kn 1—kn/n

Compte tenu de (34), on obtient @ (1 — %2) — @ (1 - %} clog (lpgﬂ—) + o(1). Aprés intégration par
parties, nous obtenons les relations

£(n)

. né(n
v E(n) { n)z m— 1+17“_k ZX"‘""“"‘ dog(m(k))}

i=1

m 1—£(n jm
i IE(n /] S34, Qmin(8) dQ(s) + \/E’(_n/g eyt (1= Epn(s)— (1 —s)) dQ(s)

fl E(n)/?n E( )/ ) i (
— 8 —fLinj/m Q
V f(;n], m—£(n),m

1-kn/n
a2 \/-] 7 an)dQ(s) |2 [T (1 Guts) = (1= ) date)

F(n
»/7

Nous cherchons, maintenant, & montrer que, lorsque n — 0o,

1
Bt B3t 850 =g [ Bria(wdQ() +op(0)
E(”) 1—£(n)/m :

Pour () < d < oo, définissons ﬂ(nl;)n(fi) et T,(,?.L(d) respectivement, par

(1, 77) dQ(s) =A%, + A%+ A, + A+ Ay + A

7

L f
ek Vb 'iL 1—£(n)/m— [i,—
G lfﬂ(n)/nH»d-—m—

- V) Ji-emn), d“;“l ‘SiE”"(SHdQ(H)'

1—£(n) fmtd el

V) Jr—tnyjm- ael

Il est bien connu que, si ky, vérifie la condition (4), étant telle que k, — cc et n 1k, — 0, alors (voir, par

1= Em(s) = (1— )| dQ(s)

li

T(2) (d)

min

B
‘1 —8— E’ dQ(s).

exemple, Balkema et de Haan (1975)), on a la loi limite

n Fin d
ath) o e (e Bl : — 0o, 35
e {Un—k.,‘n (1 = ) } N(0,1) lorsque n — oo, (35)
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Notons au passage qu’on a I'inégalité
m;n

Jim linriian(\A Elas a e ) (d))

> lim liminf P

m
d—oo n—oo (m |£m—£’(71)‘m =

ol la borne inférieure est égale a 1, comme conséquence directe de la relation (35). Pour montrer que

(1~ £(n)/m)| < d) ;

Af, 50, pouri=2,3,

il suffit de montrer que
T8 (d) =i0; pouri=1,2.

min

Traitons le cas ¢ = 1. Nous remarquons que

1—£( n),ﬂ‘nH»d"

\,"P{Tl 1—£(n) ,t'mfd—r”z
el/2

T oty mtd S A2 - 1—£(n)/m+d &L
= (1-9"2do) <2 [ dQ(s).
£(n) fl £(n) fm—d 22 1-£(n)/m—d 22

Pour n assez grand, et 1 < A < o0, nous obtenons que
14 A
sad@) < 2{e(1-32)-q(1-2)1
Am m

dclog, A+ log {L* (j‘(:? ) B (X'p%‘zi) } g

Du fait que L*(-) est une fonction & variation lente a I’infini, il est facile de voir que

zmes{ = (5) 1 (i)} =

Ainsi, nous obtenons que, pour tout 0 < A < oo,

E(T{),(d)) | — En(s)] dQ(s)

limsup E(T{L) (d)) < delog A.

n—oo

La relation (41) implique, lorsque A — 1,

lim E(T}).(d)) — 0.

Une simple application de I'inégalité de Markov permet d’obtenir la convergence
AR g

Considérons maintenant le casi = 2. Ona
1—e(n)/m+d a2

m; H )) < od dQ(s)

E(T,
]—f(n)/m—d%
Le terme de droite de (44) est égal & d fois la borne supérieure de E‘(T,,, n(d)). Nous en déduisons que

Ti2%(d) £, 0, lorsque n — oo,

ce qui implique que
e i

(36)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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Traitons a présent le terme A7 , . Celui-ci admet la décomposition

Al, = \‘f ] ¥myn(s) dQ(s /7 = / By () dQ(s)
1—£(n)/m 1—£(n)/m
1-1/m
\‘ﬂ > f Brin(8) — amin(s)) dQ(s) + \ T e j Bjin(8) — amin(s)) dQ(s)
” 1—£( n)/nL 1 lfnl
m
= B9 d@E) 4 Vi Vi
t(n) 1-#(1;)@.
1

En combinant le théoréme 2.1, p.1454 de Csorgd et Mason (1989) (voir (30)) et le fait que 0 < 1, < 7, on
peut en déduire que

|(—l’m n m n ' ug 1/2
Vi, sup N ] — )57 dQ(s)
: 0<s<1—1/m (1 (-8 2 \(n) J é'(n),t’vn

NN e 12—
= 1 i -8 "L dQ(s).
0r(1) 7 n)) (n) /1 D

D’apres le lemme 3.2, p.552 de Csorgd et Mason (1985), il est clair que

(75 )/ R it -
F(R) 1—£(n)/m i 1/2_!}1.

11 ressort que, lorsque n — oo,

IA

1n=0p (fn)~") =op(1). (47)

Etudions le terme V3 . Nous avons

m
BVial < 1/705 f Brn(5)]+ lamn(5)) dQ(e) < 2, [ [ (1 )2 dQ(s).
11,fm £(n) 1-1/m

D’apres le lemme 3.2, p.552 de Csorgd et Mason (1985), on en déduit que

"1
lim \/?ﬁ/ (1—5)Y2dQ(s) = 2. (48)
1-1/m

n—oo

Ainsi en tenant compte de (48), nous obtenons E(V3,,) = Op({(n)~'/?), et en appliquant 'inégalité de
Markov on obtient immédiatement
Wi = 0, lorsque . — oo. (49)

En combinant (43), (46). (47) et (49), on peut constater que

m £ Fre) 1
S al8) — Qs S =i d :
£(n) -[]—i’(n)/m {Q”'""'( ) Q{?)} f V é(n) fl-e(nmn fuin(#) @(e) + 02(1). £

En utilisant des techniques similaires, nous obtenons également le résultat suivant

£(n) NS ln) @ [ 3 3
V) ]% oo -e@}as=—y /5 \/kjn/l_wsu(a)dQ(sHoPm. 1)

Nous allons montrer que la convergence en probabilité suivante a lieu, lorsque 7 tend vers 1'infini

S (kn /a( )—» . (52)

Nous allons procéder comme dans la preuve du lemme 3.3, p.552 de Csorgd et Mason (1985). En combinant
les lemmes 3.1 et 3.3, p.552 de Csorgs et Mason (1985), on obtient

o?(s)/(25C*(s)) — 1 lorsque s | 0. (53)
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En utilisant (53), il suffit de montrer que
S121 (k'vl.) P
—ﬁ; oz (A) — 1, lorsque n — oc.

Remarquons qu’on peut décomposer S2 (k,,) de la maniére suivante

1 1 1
«/l‘*k,l;'n v(l — v) {] = /‘: (1—u)d@Qn (u}} dQn(v)

1 1
f u(l —u){ j (1= v) dQu(v )}dQn(u) e, iS50
1—ky fn

2 (ker,)

n

+

On va étudier uniquement S ,,. L’étude de S5 ,, se fait selon le méme procédé. Nous remarquons que

n ka\ [ ; T
i) /H..,,,“ S e Ree L

m : 1 1
< Al ) N L
s —S1n < k” (1—-2)dQn(v) sup e fw (1 —u) dQn(u)

1—kn/n I—L;{-'-Szﬂ<1

2
Ce dernier terme est équivalent a {-1 fil o (1 = 0) dQn (v } De plus S ,, est majorée par £2C? (£x),
lorsque n — oc. D’autre part on peut minorer S ;, par {"—LC‘2 )}, lorsque n — oo. En combinant (50),
(51) et (52), on en déduit le résultat (33). | |

Corollaire 2.2 Supposons que F(-) vérifie la condition (1). Supposons de plus que les suites ky,,, {(n) et m
vérifient les conditions (4), (7), et (10). Alors les deux suites de ponts browniens, {B},.,, :m > 1,n > 1} et

min

{B,, :n > 1} de (33), sont telles que, lorsque n — oo,

£(n) kn

\@{Sn(kn)}wl ZIOng e 1Jrlm(:r.l ZIUC+ n—idla—¢C ig(nﬁ(n))

mky,
l’(n f(ﬂ R
= f fon 04900 + Y Bo(s) dQ(s) + op(1)
i’(n)/lrn n 1-kn/n

= Z,, +op(1). (54)

Démonstration. Pour montrer (54), il suffit d'utiliser le Fact 1.2, p.547 de Csérgo et Mason (1985), i.e., si une
variable aléatoire X a une fonction de répartition F'(-) vérifiant la condition (1), alors la fonction de répartition
de log X appartient a la classe &,.. ]

Théoréme 2.3 Supposons que F(-) vérifie la condition (1). Supposons, de plus, que les suites ky, £(n) et m
vérifient les conditions (4), (7) et (10). Alors les deux suites de ponts browniens, { B}, :m > 1,n > 1} et
{B,, : n > 1} de (54), sont telles que, lorsque n — oo,

vV E(n) {10g+ (X ity () =0z (X5, ., ) — clog (M)} (55)

mk;,

min

= T B (L ) e e B, (1-"7—1) +op(l) = Yok an(l)

T
et

?(”) {F:n:ﬂv,) - Fn} =Zn — Yu+op(1). (56)

Démonstration. Pour montrer (55) on s’inspire de la démonstration du théoréme 2.4 de Csorgd et Mason
(1985). 1l est bien connu (voir de Haan (1970)), que F(-) vérifie (1), si et seulement s’il existe une fonction
L*(-), a variation lente (a I’infini), telle que

Q1 -2 1) =x°L*(z) pour x> 1. (57)
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Par le théoréme de Karamata (voir Seneta (1976)), ceci équivaut a I’existence de fonctions mesurables a(z) et
b(z), vérifiant a(z) — ap € RY et b(z) — 0 quand 2 — oo, et telles que

L*(z) = a(z) exp (/J b(u)u_ldu) , pourz >1.
1

Nous avons la décomposition suivante

(n
(n) {10%+( o ) log, (Xn—k.,n) — clog (? G ))}

mky,
'ﬂ, {10g+ Q({m £(n), m) 10g+ Q 1 = f(n)/m }

\/7\/7 log+Q(U,, sl ) Jog,: @ (1—ﬁ)}+u(1).

Commengons par étudier le terme suivant

V f(n,) {10g+ Q(gmml‘(nj.m) i 105+ Q (1 g ?(“)/?"‘)}
= _C\/ﬁ {10g+(1 % Em—?(n),m) i lOg+(1 = (1 i f(n)/m))}

m/é(n)

++/€(n) bu)u™' du+op(l) := Q7 +OF .
1,n 2.n

(A—Em—g(n),m) 1

Concernant 7',

,en utilisant un développement limité de log_, (1 — s), on obtient que

{e(n)}1/2
21—

m siiie eal Tl ol —_
1n = Le(??) {1 f(n)/m gm—{’(n),m} +c

oll p,, est compris entre 1 — £(n)/m et &,,_s(n) . D une part, d’aprés la relation (35), on obtient

)2{1 — ) /m — Emsim)m )

¢
‘gm—l’(n).m =1- f(n)/'m +Op (ﬂ(;l)) 3 (58)

par conséquent, on a

C{?(n)}

21z (L= )/ = ns i} = 0P} ) = 0p 1),

Et d’autre part, en utilisant le théoréme 2.1, p.1454 de Csorgo et Mason (1989) (voir (31)), et, en remplacant s
par (1 — £(n)/m),pour 0 < v < 1/4, on obtient que

Bmn (1 —€(n)/m) =B, (1—£¢n)/m)+ (E‘(n)/m)%w(’)p(m'”). (59)

ce qui implique que

1/2
) = s iy = (l) B, (1—£(n)/m) + Op ((n)™*).  (60)

V(n) [(n)

Concernant ©%" , il est facile de voir que

‘Gg:rzl < {3(7"‘)}1/2' 10g+(1 i {”L—F(n).ﬂl) e 10g+(1 P f‘(?l)/ﬂl)lé}f,“

ol
m -
= sup {b(“) tu < (p(ﬂ)) V (1 = Em—f(n)‘m) 1} . (61)
Or, lorsque 2 — 00, (1 — &m—t(n)m) {(",’L ) 3 00, ceci nous donne que b(u) — 0, w — oco. On obtient

donc, lorsque n — oo
R, — 0 p.s. (62)
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En utilisant le résultat (59), on constate bien que

VER)|10g, (1 = Up,_sny,m) — 10841 = Un_(n);m)| = Op(1). (63)
En combinant (62) et (63), il ressort que
54 = op(1), lorsque . — oc. (64)
En utilisant (59) et (64), il découle que
V) {108, QEm—tinm) = Q (1 = €n)/m) } = —cv/E(n) [mBryy (1 = £n)/m) + 0p(1).  (65)

Traitons a présent le dernier terme de (58). Notons ici que nous utilisons les mémes techniques que précédem-
ment. En effet, en tenant compte de la condition (10) et le Theorem 2.1, p.195 de Csérgé et Horvath (1993),
nous obtenons un résultat analogue 4 (65), donné par la relation suivante

E}E:i) \/A‘T,_{long QUn—k, ) —log,. Q@ (1 = %)} \/T\/Z ) a1
= - \/@B (1— ;) +op(l).  (66)

Il suffit de remarquer que (56), n’est que la différence entre (54) et (55), ce qui achéve la démonstration du
théoreme 2.3. |

En regroupant (65) et (66), on déduit (55).

Démonstration du corollaire 1.1. Nous nous inspirions de la démonstration de Csorg6 et Mason (1985),
p.555. Notons que pour tout m > 1, la variable — "FE%) fll_([,(")/m) B},..(s)dQ(s) suit une loi normale

_m_ 2
oy
(1985). 1l en découle que, lorsque n. — oo,

i j A (5)4Q(s) 4 N(0,27%). (67)
[(” 1 (é’(n)/m)
1
= /1] B(s)dQ(s) 5 N(0,2¢2). (68)
kn J1= (ko fn)

En combinant (67) et (68), on achéve la démonstration. |

centrée et de variance égale & ;7%50” (£(n)/m), qui converge vers 2¢? par le lemme 3.3 de Csorgd et Mason

Nous avons, lorsque n — oo

Démonstration du corollaire 1.2. Nous nous inspirions de la démonstration de Csorgd et Mason (1985),
p-557. La preuve du corollaire 1.2 suit exactement les mémes lignes que la précédente. Notons que la variable

L
. (1) B, (1 £ i) f B / Bo(s)dQ(s) (69)
kn 1 (Kn /1)

suit une loi normale centrée et de variance qui converge vers ¢ par le lemme 3.1 et 3.3, p.552 de Csorgd et
Mason (1985). Observons aussi que

i \ 2 _ I 2
c ({.(n)) Biin (1 —£n)/m) — m /l‘_u.{")h”) By, (5)dQ(s) (70)

est une variable gaussienne de moyenne zéro et de variance qui converge vers ¢ par le lemme 3.1 et 3.3, p.552

de Csorgd et Mason (1985). En combinant (69) et (70) on achéve la démonstration. |
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