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M¢ethode de couplage ¢léments finis/¢léments
finis pour I’analyse linéaire de problemes
d’interaction fluide/structure

Jean-Frangois SIGRIST

1.1. Introduction

Les phénomeénes liés au couplage mécanique fluide/structure apparaissent, a des
degrés divers d’importance, pour toute structure en contact avec un fluide. On entend
par probleme de couplage fluide/structure mécanique tout probleme dans lequel :

— les milieux solide et fluide échangent des énergies d’origine mécanique ;
— les phases solide et fluide sont distinctes ;

— les milieux solide et fluide n’échangent pas de masse.

Le solide et le fluide, occupant un domaine de 1’espace noté respectivement €2 g et
Qr, sont couplés dans le sens suivant : au niveau de la zone de contact entre le fluide
et la structure (ou interface fluide/structure I'), des échanges d’énergie mécanique se
produisent dans les deux sens (voir F1G. 1.1) :

— le fluide exerce des efforts sur la structure en mouvement, ce qui modifie la
dynamique de la structure ;

— la structure impose des déplacements sur le fluide et modifie ainsi les caractéris-
tiques de 1’écoulement fluide.



Les processus physiques régissant ces ¢changes varient selon les situations de cou-
plage, selon que le fluide est en écoulement ou non, par exemple. On s’intéresse dans
ce chapitre aux probléme de I’interaction dynamique entre une structure vibrante et
un fluide au repos (le fluide est immobile si I’on excepte le flot oscillant créé par la
structure vibrante) [AXI 01] [MOR 95]. On se limite dans ce type de problémes a une
description du mouvement du fluide et de la structure basée sur la théorie des vibra-
tions : on consideére ainsi les petites perturbations du mouvement de la structure et les
fluctuations de pression du fluide autour d’un état d’équilibre stable. La formalisation
des équations est conduite dans un cadre linéaire, pour lequel les notions de modes
propres de la structure, du fluide ou de I’ensemble fluide/structure permettent de dé-
crire la dynamique du systéme considéré. L’objet de ce chapitre est ainsi d’exposer
la technique de couplage ¢éléments finis structure/éléments finis fluide permettant de
calculer les modes propres d’un systeme couplé fluide/structure.
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Figure 1.1. Schématisation générale d’un probléme de couplage mécanique
fluide/structure

1.1.1. Un exemple élémentaire de systeme couplé fluide-structure

Une premiére approche des effets d’interactions fluide/structure peut étre proposée
en considérant le cas ¢lémentaire suivant (voir F1G. 1.2).

Le systéme étudié est un cylindre rigide de masse m, de rayon R. Le cylindre
est couplé a un fluide incompressible de masse volumique p, contenu dans 1’espace
annulaire délimité par le cylindre et une paroi circulaire concentrique de rayon R'. Le
cylindre est reli¢ a la paroi rigide par un ressort de raideur k.

En I’absence de fluide, I’équation décrivant les oscillations libres du cylindre est :

d? d
mE 2 +ku=0 Ult—0 = Uy a = U,
dt |,_q

dt?



La pulsation propre des oscillations est alors :
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Figure 1.2. Un probléme élémentaire d’interaction fluide/structure : systeme
masse-ressort couple avec un fluide incompressible confiné

En présence de fluide, les oscillations du cylindre sont régies par :

d*u k | du
m— U = Ui = Uy —
dt? 2o =0 dt |, ,

= U,
ou ¢ désigne les efforts exercés par le fluide sur le cylindre oscillant. Ce terme se
calcule comme :

27
© = —/ p(R,0)R cosfdb
0

L’¢état du fluide est décrit par la variable pression p(r, §) pour (r,0) € [R, R'] x |0, 27].
Comme on le verra dans la suite du cours (voir paragraphe 1.4), les évolutions de la
pression dans le fluide sont décrites par :

dp
Ap = “r
p=0 or

T 1-—a?

2R2\ 2
p(r,0) = P <r+aR> ucos@

et que I’effort exercé par le fluide sur le cylindre est :

d?u

P



avec my, masse de fluide ajoutée donnée par :

o’ +1
a? —1

my, = prR*

/
ouqa = = Les oscillations du cylindre couplé avec le fluide sont alors décrites par :

d>u du
(m+mh)W+ku:0 Ult—0 = Uy pn

= U,
t=0
La masse de fluide ajoutée peut étre vue comme une masse additionnelle faisant partie
intégrante du systéme oscillant. Cette masse est une masse "virtuelle" décrivant les
efforts, de nature inertielle, exercés par le fluide sur la structure. Cette masse est diffé-
rente de la masse de fluide réellement présente (calculée comme m = prR%(a?—1)),
comme le montre la F1G. 1.3, et peut méme devenir trés importante, notamment dans

le cas de problémes avec un fluide confiné (dans le cas étudié, mj;, — —+oo lorsque
a— 1).

Figure 1.3. Masse de fluide présente et masse de fluide ajoutée

La pulsation propre des oscillations est alors :

k Wo
whp =4/ = < Wo
m+mp  \/1+mpy/m

La pulsation propre d’oscillations du systéme couplé avec le fluide est alors inférieure
a la pulsation propre du systeme non couplé¢, et la baisse en fréquence peut Etre signi-
ficative pour des situations de fort confinement. On voit donc que le comportement
dynamique d’une structure peut étre significativement affecté par la présence d’un
fluide avec lequel elle peut interagir.




1.1.2. Contenu du chapitre

Ce premier chapitre est consacré a 1’exposé des méthodes numeériques de I’ingé-
nieur applicables a I’étude de problémes d’interaction fluide/structure ; il est divisé en
quatre paragraphes.

Le premier paragraphe rappelle les équations décrivant la dynamique vibratoire
d’une structure linéaire et expose la méthode des ¢léments finis utilisée pour la dis-
crétisation spatiale du probléme structure. La méthode est appliquée a titre d’exemple
sur une structure ¢lémentaire.

Le deuxieéme paragraphe expose ensuite les équations régissant la dynamique vi-
bratoire d’un fluide (modes de ballottement en basse fréquence et modes acoustiques
en haute fréquence) et détaille la méthode de résolution du probleme fluide, basée sur
une discrétisation de type ¢léments finis.

Le troisieme paragraphe s’intéresse au comportement dynamique d’une structure
¢lastique couplée avec un fluide incompressible. Les équations du systéme couplé sont
présentées et le probléme est résolu en utilisant un couplage entre la discrétisation
¢léments finis du probléme structure et la discrétisation éléments finis du probléme
fluide. Les effets d’interaction fluide/structure sont de nature inertielle : on met en
¢vidence un opérateur de masse ajoutée qui décrit les efforts exercés par le fluide en
réponse a la vibration de la structure.

Le quatrieéme paragraphe enfin est dédié a 1’étude de systémes couplés fluide/structure
dans le cas d’un couplage de type hydro-élastique (décrivant la dynamique de structure
¢élastique et de fluide incompressible avec modes de ballottement) et de type élasto-
acoustique (décrivant la dynamique de structure élastique et de fluide compressible
avec modes acoustiques). Les équations générales du probléme couplé sont écrites
avec deux formulations différentes permettant d’obtenir un probléme avec des opéra-
teurs de masse et de raideur symétriques ou non-symetriques. La résolution numérique
des équations ainsi posées utilise la technique de couplage ¢léments finis/€éléments fi-
nis.

1.1.3. Pour en savoir plus...

Ce chapitre reste une introduction aux méthodes numériques permettant la résolu-
tion de problemes d’interaction fluide/structure et se limite a des méthodes éprouvées
et validées par leurs applications dans un contexte industrie. Ces méthodes sont en-
core en évolution et font 1I’objet d’améliorations continues, le lecteur désireux d’ap-
profondir le sujet est invité a consulter la littérature scientifique, par exemple les jour-
naux suivants : International Journal of Numerical Methods in Engineering, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, Journal of Computational Physics,



Journal of Sound and Vibration, Computers & Structures et Journal of Fluids and
Structures.

Pour une approche plus exhaustive, portant en particulier sur les aspects théoriques
et physiques de ce type de problémes, le lecteur pourra également se reporter aux
ouvrages de référence suivants, dont le présent chapitre s’inspire largement.

— F. AXISA. Interactions fluide/structure. Hermes, 2001 : cet ouvrage propose une
approche physique détaillée des phénomenes d’interactions fluide/structure et expose
de nombreux exemples d’application sur des cas concrets. Les aspects liés a la com-
pressibilité du fluide et leurs conséquences sur le couplage avec une structure sont en
particulier tres détaillés ;

— R.J. GIBERT. Vibration des structures. Interaction avec les fluides. Sources d’ex-
citation aléatoires. Collection de la Direction des Etudes et Recherches d’Electri-
cité¢ de France, vol. 69, Eyrolles, 1986 : cet ouvrage propose une approche géné-
rale des problémes de vibration de structures, avec prise en compte des interactions
fluide/structure. Il contient de nombreux exemples analytiques et aborde de fagon dé-
taillée différents aspects de I’interaction fluide/structure ;

— H. J.P. MORAND, R. OHAYON. Interactions fluide/structure. Masson, 1992 : ou-
vrage de référence présentant de facon théorique les différentes formulations permet-
tant la modélisation de problémes d’interactions fluide/structure. Cet ouvrage repose
sur un formalisme mathématique rigoureux et rentre dans le détail des formulations.

L’exposé développé ici reprend le formalisme mathématique et quelques exemples
physiques présentés dans les ouvrages référencés ci-dessous et y apporte un com-
plément pratique en détaillant la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis
sous I’aspect interactions fluide/structure. Les exemples traités ici peuvent donc ser-
vir de cas de validation pour I'utilisation de codes de calcul industriels ou comme
base de travail pédagogique pour I’enseignement des méthodes de couplage ¢léments
finis/éléments finis [SIG 08].

1.2. Méthode éléments finis pour un probléme de dynamique vibratoire d’une
structure

L’objet de ce premier paragrahpe est de proposer un bref rappel des équations qui
décrivent le comportement dynamique linéaire d’une structure et de la méthode de
résolution numérique classiquement utilisée pour résoudre ce type de probléme.

On commence par rappeler les équations de 1’¢lasticité linéaire décrivant les petits
mouvements d’une structure autour d’une position de référence. On suppose connues



les notions de base de dynamique des structures ; un exposé plus approfondi des dé-
finitions et des concepts généraux de la mécanique des milieux continus est proposée
par exemple dans les ouvrages de référence [CIA 86] [DUV 90] [SAL 02].

On présente ensuite succinctement la méthode des éléments finis utilisée pour ré-
soudre le probléme structure. Un exposé exhaustif de la méthode dépasse tres lar-
gement le cadre de ce paragraphe; les ouvrages de référence [BAT 82] [CIA 78]
[DHA 84] [ZIE 89] proposent différentes présentations théoriques ou pratiques de la
méthode.

On termine enfin par I’application de la méthode de €léments finis a 1’étude d’un
cas simple (poutre ¢lastique encastrée/libre) pour lequel on rappelle les équations
continues et la solution analytique correspondant au calcul des modes propres de
flexion de la poutre.

1.2.1. Contexte d’étude et hypotheses générales

On s’intéresse a la description des vibrations d’une structure, supposée homo-
gene et isotrope, dans le cadre de petites transformations lineaires et élastiques autour
d’une position de référence.

L’hypothese de petites transformations implique en particulier que 1’on confonde
la configuration de référence et la configuration actuelle de la structure. On écrit donc
les équations de comportement de la structure sur un domaine fixe de 1’espace, noté
Qg, de frontiere 0€2g, réunion disjointe des éléments 0€)g, et I g, (voir FIG. 1.4).
Sur 0€)g, la normale unitaire extérieure est notée ng.

Comme on s’intéresse au calcul des modes propres de la structure, on suppose
cette derniére libre d’efforts volumiques sur 25 et d’efforts surfaciques sur 9€2g, ; on
supposera sans perte de généralité¢ que les mouvements de la structure sont bloqués
sur 0Qg,.

9%,

Figure 1.4. Schématisation générale du probléme structure



Le mouvement de la structure est ainsi décrit par un champ de déplacement u =
(u;) défini en tout point x du domaine {2g, les déformations sont représentées par le
tenseur des déformations e(u) = (g; j(u)). L’hypotheése de petites transformations
permet d’écrire la relation linéaire suivante entre déplacements et déformations, en ne
retenant que les termes du premier ordre :

1 auz 8uj
si,j(u) = 5 <8£Cj + 83}@) (11)

Les déformations de la structure induisent un champ de contraintes dans la struc-
ture, représentés par le tenseur des contraintes o(u) = (o; ;(u)). L’hypothése de
comportement linéaire €lastique de la structure permet d’écrire la relation entre les
déformations et les contraintes dans la structure sous la forme suivante (loi de Hooke) :

oij(u) = Aegk(0)di,; + 2pe; 5 () (1.2)

ou \ et u sont les coefficients de Lamé de la structure, supposés connus. Ces coeffi-
cients peuvent étre calculés a partir du module d’Young F et du coefficient de Poisson
v de la structure selon :

Ev E

AT oa-w) M7

1.2.2. Formulation forte et formulation faible du probléme structure

Avec les hypotheses précédentes, la relation fondamentale de la dynamique pour
le milieu continu structure s’écrit :

ZZLIVY — ) dans Qg (1.3)

avec la relation de liaison déplacement/déformations et la loi de comportement dé-
formations/contraintes données respectivement par (1.1) et (1.2). L’équation locale
précédente est assortie des conditions aux limites suivantes :

u; = 0surodQg, (1.4)
Jij(u)nf = OsurdQg, (1.5)

qui traduisent le fait que la structure est bloquée sur 0€2g, et libre d’effort sur 02 g, .

Dans le cas général, il n’est pas possible de déterminer une solution forte au pro-
bléme posé, c’est-a-dire de trouver une solution u satisfaisant 1’équation (1.3) avec les
conditions aux limites (1.4,1.5) et les relations (1.1,1.2).



La résolution du probléme est alors conduite en recherchant une solution faible
satisfaisant une formulation intégrale (ou formulation variationnelle), équivalente au
probléme initial.

La formulation faible du probléme est obtenue en utilisant la méthode des fonc-
tions test [RAV 83]. On considére un champ de déplacement du = (Ju;) appelé
champ de déplacement virtuel vérifiant la condition du|gn,, = 0. On multiplie (1.3)
par ou et on intégre sur le domaine €2g, de fagon a écrire :

—w2/ pguiéuidV—/ %i’—‘j(ll)éuidl/:o
Qs Qs 8xj

On utilise alors la formule d’intégration par partie généralisée, écrite comme :

/ 90:,5(1) du; dV = —/ 0ij(u) ;5 (0u) dV+/ o3 (W ou; dS
QS ain QS 8QS

en utilisant la propriété de symétrie des tenseurs des déformations et des contraintes.
En tenant compte de cette relation, la formulation variationnelle du probléme structure
est alors :

—w2/ PSU; OU; dV+/ oii(u)e; ;(6u)dy =0 (1.6)
QS QS

1.2.3. Discrétisation par la méthode des éléments finis

La résolution numérique des problémes posés par la formulation variationnelle
(1.6) utilise de fagon classique la méthode des élements finis [BAT 82] [DHA 84]
[ZIE 89].

L’idée de la méthode est de produire une solution discréte réalisant une approxi-
mation de la solution au probléme continu en travaillant sur un domaine géométrique
discret sur lequel les équations intégrales continues sont approchées a 1’aide de rela-
tions algébriques.

Le domaine {2g est ainsi approché par E; volumes ¢lémentaires {2g. de forme
e=F,

polygonale de sorte qu’on puisse écrire {2g ~ U 5. On réalise ainsi un maillage

e=1
de la structure étudiée.

1. On dit que le champ de déplacement virtuel du est admissible.



Les intégrales de volume apparaissant dans la formulations (1.6) sont alors appro-
chées de la facon suivante :

/Q v~ S [ ()av,

QSe

On est donc ramen¢ au calcul des termes suivants (respectivement terme de masse et
terme de raideur) sur chaque élément fini Qg :

/ pPSsU; (S’LLrL dVe / 0i,j (U.) €i,j ((511) dVe
QSe QSe

Le principe de discrétisation est alors le suivant : sur chaque élément fini g., le
champ de déplacement u|q_ est calculé a partir d’un nombre fini de valeurs en des
points (ou noeuds) donnés sur 1’élément fini, par interpolation polynomiale. On écrit
ainsi sur I’élément )g. fini une relation linéaire du type :

ulos, (%,1) = Ng(x)Ue(?)

— U, est le vecteur des inconnues nodales en déplacement sur 1’élément fini Qg ;

— IN§ est la matrice des fonctions de forme (polyndomes d’interpolation) pour 1’¢1é-
ment fini Qg..

Il s’agit alors de formuler le probléme en fonction des inconnues nodales en dépla-
cement pour le probléme. L’ensemble des inconnues du probléme discret (ou degrés
de liberté) est regroupé dans un vecteur noté U. Le passage du vecteur des inconnues
globales du probléme U au vecteur des inconnues locales U, sur I’élément fini (g,
est réalisé formellement au moyen de la relation matricielle :

U, = AU

ou A¢ est la matrice de localisation des degrés de liberté de 1’élément fini e dans
I’ensemble des degrés de liberté du probléme.

On utilise une relation similaire pour les champs virtuels, i.e. on écrit du|g,, =
N$oU,. On calcule alors les termes de masse et de raideur de la fagon suivante.

Calcul du terme de masse Le calcul du terme de masse nécessite 1’approximation
du produit scalaire u; du; sur une éléments fini structure ; ce produit est alors
calculé en utilisant les interpolations des champs u et du, soit :

U; 6“2 = 5UZN63TNgUe

10



et on déduit alors le terme de masse :

/ psu; du; dV, = SUL( / psN& T N&dV,)U,
QSe Qse

Calcul du terme de raideur Le calcul du terme de raideur nécessite 1I’approximation
du produit scalaire o; ;(u)e; ;(du) sur I’élément fini 2¢. On se place sans perte
de généralité dans un systéme de coordonnées cartésiennes. Le produit scalaire
précédent est écrit o; je; ; = €7 o ot o et € sont des vecteurs a six composantes
donnés par :

T

=

o Jm,xaUy,yaJz,zaax,yaax,zaay,z>

T
g = <5x,x7 Ey,ysEz,21 2€x,yy 261 2, 25y,z>
puisque les tenseurs o(u) et €(u) sont symétriques.

La relation de liaison (1.1) s’écrit e = HU, ou H est la matrice :

1 0 0
0 1 0
0 0 1
H = 1 1 0 G
1 0 1
| 0 1 1 |
avec G représentant I’opérateur gradient :
¢ 0 )
Ox
0
G=( —
{ 2y ’
0
\ 9z
Ainsi,ona e = BGU, avec B = HNG.
D’autre part, la loi de comportement (1.2) s’écrit o = Ee avec :
L O
SRS
ou LL et M sont données par :
A2 A A
L= A A2p0 A

A A A2

11



et:
0 O
M = T
0 0 u

On peut ainsi écrire 0 = EBGU,. On calcule alors le terme de raideur sur une
¢lément fini comme :

/ 04,5 (U) €i,j (511) dve = 5Ug(/ BeSTEBg'dVe)Ue
2se Qse

A partir des expressions des termes de masse, raideur et d’effort établies ci-dessus,
on définit les matrices élémentaires suivantes pour chaque ¢lément fini (2g, :

. s : T
— matrice de masse ¢lémentaire m§g = / psNG  NgdVe;
QSe

— matrice de raideur élémentaire kg = / N¢THTEHNY dV..
QS@

Ces expressions sont alors calculées numériquement avec une méthode d’intégra-
tion approprice apres changement de variable sur un €¢lément fini de référence de facon
a ramener les domaines d’intégration a ’intervalle [—1, 4-1]. La méthode de Gauss uti-
lise par exemple un schéma du type :

+1 =L
(o~ > winp(&)
- =0

avec (&1);cp,z) les points d’intégration et (w;);c[1, 7] les poids associés.

1.2.4. Formulation discréte du probléme aux valeurs propres

La forme discrete de la formulation variationnelle (1.6) est alors obtenue en som-
mant les expressions ¢lémentaires précédentes, établies pour chaque élément fini. On
obtient alors la forme discrete :

e=F, e=FE;
—w? Y §UTmgU. + Y sUTkGU, =0 (1.7)
e=1 e=1

En utilisant les relations U, = AGU et 60U, = AGOU, I’expression précédent s’écrit
¢galement :
—w?UTMsU + 6UTKsU =0  VéU

ou on a défini les matrices globales et les vecteurs globaux de la fagon suivante :

12



e=F,
— matrice de masse Mg = E AL TmEAG
e=1
e=F;
. . o eTy,e pe
— matrice de raideur Kg = E AST kGAG.

e=1

L’opération permettant de calculer les matrices globales a partir des matrices ¢lémen-
taires est appelée opération d’assemblage.

L’expression (1.7) étant valable pour tout dU, on établit finalement la relation
matricielle suivante :
~w*MgU(w) + KsU(w) =0 (1.8)

REMARQUE.— Prise en compte des conditions aux limites. Dans 1’expression (1.8), on
tient compte de la conditions aux limites de type déplacement imposé nul en considé-
rant des matrices dont on ne conserve que les lignes et les colonnes correspondant aux
degrés de liberté en déplacement non contraints.

1.2.5. Exemple : modes de flexion d’une poutre élastique encastrée/libre

On propose dans ce paragraphe un exemple d’application de la méthode des ¢él1¢-
ments finis pour le calcul des modes propres d’une poutre élastique encastrée/libre2.
On commence par rappeler les équations continues du probléme, puis on expose la
solution analytique au probléme ainsi posé. La méthode des ¢léments finis est ensuite
détaillée pour le cas €tudié et on termine par une comparaison des fréquences propres
calculées avec la solution analytique et la solution numérique €léments finis.

1.2.5.1. Définition du probleme, équations continues et solution analytique

Le probléme étudié est décrit par la F1G. 1.5 : 1l s’agit de calculer les modes propres
de flexion d’une poutre droite de section circulaire de rayon R, d’épaisseur e, de lon-
gueur L, encastrée a une extrémité (en z = 0) et libre a I’autre (en z = L), comme
représenté par la FIG. 1.5. Les caractéristiques physiques et géométriques du systéme
sont R = 0.1m,e =0.02m, L = 1m, pg = 7800 kg/m3, £ = 6.04 x 10% Pa3.

2. Des solutions analytiques existent pour le calcul des modes et des fréquences propres de
structures simples. On trouvera dans 1’ouvrage de référence [BLE 84] un ensemble de données
d’un grand intérét pratique.

3. La valeur prise pour le module d’Young de la poutre ne correspond pas a une réalité physique :
il s’agit d’obtenir avec les grandeurs géométriques utilisée ici les premieres fréquences propres
de I’ordre de la quelques Hz a quelques centaines de Hz, afin d’observer par la suite un couplage
possible avec des modes de ballottement du fluide (de I’ordre de quelques Hz) et les modes
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S =7 (R? — (R — €)?) est I’aire d’une section droite de la poutre ( .S ~ 27 Re pour
une poutre de faible épaisseur) et / = 7/4 (R* — (R — e)?) est le moment d’inertie
de flexion (I ~ 37 /4R3e pour une poutre de faible épaisseur).

Figure 1.5. Poutre élastique encastrée/libre

La dynamique vibratoire de la poutre est décrite dans le cadre de la théorie de
Bernouilli [GIB 86]. L’équation décrivant les mouvements de flexion de la poutre est :

4

)
—W?pgSu + Ela—z — 0 pour z € [0, L] (1.9)
z

avec les conditions aux limites suivantes (respectivement déplacement et rotation nuls
en z = 0, moment et effort tranchants nulsen z = L) :

ov
Vo =0 21 =0 (1.10)
| 0z =0
0v 03w
i — - - — 1.11
02%| _; 0 023 _; 0 ( )

On cherche une solution au probléme sous la forme d’une combinaison linéaires
de fonction du type v(z) = e**. En reportant cette expression dans (1.9), on montre
que A doit nécessairement étre racine du polynéme :

acoustiques du fluide (de I’ordre de quelques centaines de Hz). Il s’agit dans ce chapitre de
faire une expérience numérique, ce qui explique la liberté prise avec ’affectation numérique
des grandeurs physiques du systéme.)

14



ET : Q . :
avec w, = (| ——. Ces racines sont notées :tz et :tzz. Les modes propres de flexion

psS
ont alors la forme suivante :

v(2) = acos(Qz/L) + Bsin(Qz/L) + o’ cosh(Qz/L) + 3 sinh(Qz/L)

avec «, o/, 3, 3" constantes réelles, calculées en tenant compte des conditions aux
limites. En z = 0, (1.10) donne :

at+a =0 p[+3=0
etenz = L, (1.11) donne :
a cos(2) + Bsin(Q) — o’ cosh(Q) — 3 sinh(2) = 0
asin() — Bcos(Q) + o' sinh(Q2) + 3 cosh(Q2) = 0
A partir de ces deux relations, on déduit le systéme suivant vérifié par o, 3 :

{ a [cos(€2) + cosh(Q2)] + G [sin(2) + sinh(2)] =0
a [sin(Q) — sinh(Q2)] — 8 [cos(Q) + cosh(Q)] =0

Ce systeme admet une solution non nulle lorsque son déterminant est nul, soit lorsque
Q) est racine de D(x) = cosh(x) cos(x) + 1.

On note (£2,,),>1 les racines de D(x). €2,, définit un mode propre v,, donné par :
vn(2) = cosh(Q,2/L) — cos(2,z/L) + A\, [sin(Q,2/L) — sinh(Q,2/L)] (1.12)

avec :
cosh(Q, L) + cos(2, L)
sinh(2,2) + sin(£,, z)

et une pulsation propre w,, donnée par :

Ap =

0 | EI

La FIG. 1.6 donne le tracé des courbes z +— cos(x) et  +— — cosh(z)™1. Le
graphe montre que pour n > 2, Q,, ~ w(n — 1/2).

Les valeurs des premicres racines de la fonction D sont données dans le TAB. 1.1.

n 1 2 3 4
xy 1.875 4.694 7.855 10.996

Tableau 1.1. Premiéres racines (x,),>1 de la fonction D
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Figure 1.6. Résolution numérique de I’équation D(z) =0

1.2.5.2. Discrétisation éléments finis

La résolution numérique du probléme peut étre conduite avec une méthode ¢élé-
ments finis, dont on donne ainsi une illustration sur le cas ¢tudié. On commence par
¢tablir la formulation variationnelle du probléme en considérant une fonction test dv
vérifiant les conditions aux limites (1.11) et (1.10). En multipliant I’équation locale
(1.9) par dv, en intégrant sur le domaine [0, L], on obtient aprés deux intégrations par
parties?, et en prenant en compte les conditions aux limites :

L 2, 92 L
0%v 0%v :
/o Elﬁﬁdz—w /0 psSvovdz =0

L’intervalle [0, L] est divisée en N éléments finis mono-dimensionnels [z,,, z,+1] avec
n € [1, N], de fagon a écrire :

/ () dz = ij / :”“«)dz

On utilise des éléments finis poutre a deux nceuds et deux degrés de liberté par nceud
(voir FIG. 1.7).

Sur [2,,, zn+1], le déplacement v est calculé comme :

U| [Zn,2n+1]) — NSVTL

avece !

4. L'utilisation de deux intégrations par parties permet de transformer I’intégrale non symé-

L 5%y

L
trique W&v dz en I’intégrale symétrique €équivalente / — — dz.
o 0z 0
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Figure 1.7. Elément fini poutre & deux noeuds et deux degrés de liberte par
noeud

—V,, le vecteur des valeurs nodales de 1’élément :

T
VTL = <UTL7 9?17 Un+1, 9n—}—1>

v

0z

ouf = désigne la rotation d’une section droite de la poutre ;

— N le vecteur des fonctions de forme associées ; on choisit des fonctions cu-
biques, soit :

NZ(s) = (1 — 352 4253, 1,,(5s — 25% + 52),35% — 255 1,,(—s> + 7))

avec z = z, + Sl,, pour s € [0, 1], etl, = zp41 — 2p.

La FIG. 1.8 donne une représentation de la fonction de forme s +— Ny (s) = 1 —
352 4 253 de I’élément poutre en fonction de 1’abscisse locale s.

Figure 1.8. Fonction de forme Ny (s)
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On utilise une relation d’interpolation identique pour dv. On discrétise ainsi les
termes de la formulation variationnelle comme suit :

et T ST S T A ST s
/ psSvovdz =0V, / Ny N> dz |V, =0V A} mgA,V

n n

avec A la matrice de localisation des degrés de liberté élémentaires V,, dans I’en-
semble des degrés de liberté V du probléme. On écrit de méme :

Zn41 2 2 Zn+1 d2NS T d2NS
/ prov0 syt </ n ndy |V, =sVTAS KIAS V

022 022 dz? dz?

n

Les matrices Mg et Kg sont assemblées a partir des matrices ¢lémentaires m et k'
selon les relations :

n=N T n=N T
Mg = E:A;f mZA> Kg = E:A;f TAD
n=1 n=1

La matrice de localisation A est une matrice de dimension 4 x 4(NN + 1), dont toutes
les composantes sont nulles a I’exception des termes (1, 4n—3), (2,4n—2), (3,4n—1)
et (4,4n) qui valent 1.

Les composantes (7, j) des matrices élémentaires sont calculées analytiquement
aprés changement de variable z = z,, + sl,, selon :

1
TS (1,5) = ln/O psS N, Ny ds

1 1 d2NS . d2NS .
- [ 2 PN
@) =3 f, ds?  ds>

Avec les fonctions de forme choisies, ces matrices ¢lémentaires ont pour expression :

156 221, 54  —13l,

psSl, | 221, 412 131, 302

420 54 131, 156 —22I,
—131, 312 —221,, 412

mg =

12 6l, —12  6l,
o _ EL| 6L, 42 —6l, 20
ST | 12 —6l, 12 —6l,

6L, 202 —6l, 412

Le probléme aux valeurs propres s’écrit :

(Kg — w*Mg)V(w) =0 (1.13)
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ou les matrices Mg et Kg sont obtenues a partir des matrices de masse et de raideur
globales, dont on a retiré les deux premicéres lignes et les deux premicres colonnes, afin
de prendre en compte les conditions aux limites en z = 0. Si on a utilisé un maillage
de la poutre avec NV €¢léments finis poutres a deux noeuds et deux degrés de liberté par
noeud, la taille du probléme est donc 2 x N. Mg et Kg sont des matrices bandes de
largeur 4, comme le montre la F1G. 1.9 (les composantes non nulles des matrices y
sont repérées par une croix).

Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.9. Structure des matrices de masse et de raideur pour la poutre
élastique

1.2.5.3. Calcul des modes propres et des fréquences propres

La mise en oeuvre de la méthode des ¢léments finis permet un calcul numérique
des fréquences propres du systéeme étudié. L’exemple proposé est résolu avec un code
¢lémentaire développé dans MATLAB [MOK 97] pour le cas étudié. Les résultats de
calcul numérique sont obtenus en utilisant la fonction eig de MATLAB, qui permet le
calcul les ¢léments propres du probléme. Le TAB. 1.2 compare les fréquences théo-
riques aux valeurs obtenues par calcul numérique avec N = 15 éléments finis poutre.

Fréquence Solution analytique Calcul éléments finis

f1 9.9698 Hz 9.9709 Hz
f 62.484 Hz 62.487 Hz
3 174.97 Hz 174.97 Hz
£ 342.89 Hz 342.93 Hz

Tableau 1.2. Fréguences propres analytique et numérique pour la poutre
élastique
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La F1G. 1.10 donne une représentation des modes propres en flexion. Les formes
modales calculées ont une allure qui correspond bien aux expressions analytiques don-
nées par (1.12).

Mode n°1 Mode n°2 Mode n°3 Mode n°4

Figure 1.10. Modes propres de la poutre en flexion v(z)

1.3. Méthode éléments finis pour un probléme de dynamique vibratoire d’un
fluide

L’objet de ce paragraphe est de rappeler les équations qui décrivent le comporte-
ment vibratoire d’un fluide en haute fréquence (probléme d’acoustique) et en basse
fréquence (probleme de ballottement) et de d’exposer la méthode des ¢léments finis,
utilisée pour résoudre les deux types de problémes. On détaille en particulier le calcul
de opérateurs de masse et de raideur et on termine enfin par deux exemples d’appli-
cation en proposant le calcul analytique et numérique des modes propres d’un fluide
contenu dans une cavité cylindrique.

1.3.1. Contexte d’étude et hypotheses générales

Le comportement vibratoire d’un fluide (petites fluctuations autour d’un état
d’équilibre), supposé homogene, parfait et initialement au repos peut étre décrit par
I’évolution d’une variable scalaire caractérisant 1’état du fluide. Les €quations du pro-
bléme sont obtenues par linéarisation des équations générales d’écoulement du fluide
[AXI 01] [GIB 86] [MOR 95] (équations de Navier-Stokes). Ces €quations expriment
la conservation de la masse et de la quantité de mouvement et s’écrivent respective-
ment :

0 O(pv;
— conservation de la masse gp + (pv;)

8t 8$j B O;
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: : dpv;  I(pv;v; 0 0%v;
— conservation de la quantit¢ de mouvement pYi + (pviv;) —_% J

ot oz ox; tH 895? '

oupetv = (v;) sont les champs de pression et de vitesse du fluide. Ces équations
sont complétées par la loi d’état du fluide, écrite par exemple :

p=Y(p)

Les vibrations linéaires du fluide peuvent étre décrites en utilisant une formulation en
déplacement ur [BER 98] [HAM 78], en potentiel des vitesses ¢ [PES 98], en poten-
tiel des déplacements ¢ [BOU 87] [SAN 88] ou en pression p [MAR 78] [SIG 07].
Dans ce cas, on s’intéresse aux €volutions de la pression p et de la masse volumique
p d’un fluide non visqueux (i.e. caractérisé par u = 0) autour d’un état initial. Ces
grandeurs sont écrites en utilisant la décomposition :

p(X, t) - pO(X) + p/(X, t) p(X, t) - pO(X) + p/(X, t)

dans laquelle on distingue la partie fluctuante (p’, p’) de la partie stationnaire (p,, po)
caractérisant 1’état initial du fluide. En reportant les relations précédentes dans les
¢quations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement, et en ne rete-
nant que les termes du premier ordre, on déduit les équations de conservation (masse
et quantité de mouvement) linéarisées :

0p’ 0v; B
ot TP, =0
dv; ~ Op'
Poor T om,

Ces équations sont écrites sur un domaine fixe (hypothése de petites transformations).
Au premier ordre la loi de comportement du fluide s’€crit :

,_ Op /

(pmpo)

La relation précédente s’écrit aussi :

P =cyp
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ou ¢, est la célérité du son dans le milieu fluide’. ¢, est donc donnée par :

C, = @
V Ip (Po,po)

On peut donc calculer ¢, a partir des loi d’état du fluide®. On détermine par exemple a
I’aide des propriétes thermodynamiques [SCH 81] la valeur de ¢, dans 1’eau pour les
conditions normales de température et de pression (20°C, 1 bar) : ¢, = 1480 m/s. Pour
des fluides di-phasiques, la caractérisation de F, et c, est plus délicate ; si on utilise
un mod¢ele de mélange homogene, on peut proposer un calcul du module d’Young
équivalent et de la célérité des ondes équivalente du fluide di-phasique a partir des
caracteéristiques de chacune des phases [AXI 01].

En dérivant par rapport au temps I’équation linéarisée de conservation de la masse
ona:
82,0, 4 82% .
op% " P otom;

et en prenant la divergence de 1’équation linéarisée de conservation de la quantité de
mouvement, on écrit :

9%v; N 0%p’
Pootor, T ot

En combinant les deux relations précédentes avec la loi de comportement linéaire
p = c2p', on déduit :

=0

1 82p/ 82]9/ 0
c2 otz Ox;

Cette équation permet de décrire la propagation d’ondes acoustiques dans le milieu
fluide.

Les conditions aux limites traduisant la présence d une surface libre ou d’une paroi
mobile (rigide ou déformable) en fronticre du domaine fluide s’expriment de la facon
suivante.

5. Cette relation est obtenue en écrivant la relation déformations/contraintes dans le fluide avec
les coefficients de Lamé p = 0, A = E, : un fluide est un milieu élastique qui ne reprend pas
les efforts de cisaillement et pour lequel le module d’Young est E, = poc2 [AXI 01].

6. co peut étre calculée en se plagant dans une hypothése de comportement adiabatique ou iso-
therme du fluide, les deux mode¢les donnant des valeurs différentes. On trouvera dans [AXI 01]
une discussion physique sur ce point : le choix du modele dépend du rapport entre le temps
caractéristique de diffusion thermique dans le fluide et le temps de propagation des ondes so-
nores dans le fluide (lorsque les phénoménes de diffusion thermique sont lents, I’hypothese
adiabatique est valable).
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Condition de surface libre Si on considére un fluide non pesant (pas d’effets de gra-
vité), on exprime le fait que la surface libre est une isobare. La condition aux
limites de surface libre s’exprime donc simplement par :

p'=0

Cette condition aux limites permet de représenter une surface libre dans le do-
maine hautes fréquences.

Si on prend en compte les effets de pesanteur, on montre que la pression au
niveau de la surface libre est donnée par :

P’ = pogn

ou 7 est 1’élévation du niveau libre [AXI 01]. Dans 1’état initial de fluide au
repos, la surface libre est plane, et I’élévation n représente le déplacement du
fluide dans la direction normale au niveau libre (par convention, la normale n
extérieure au milieu fluide est choisie verticale et ascendante, de facon a écrire
le champ de pesanteur g = —gn). En vertu de I’hypothese de petites transfor-
mations, la condition de surface libre est écrite sur la configuration de référence
du fluide.

La relation précédente relie les variables p et 7. On peut néanmoins €liminer
cette grandeur pour obtenir une condition de surface libre exprimée uniquement
en fonction de la pression. La vitesse du fluide au niveau de la surface libre est

reliée a 1’¢lévation selon a—z = v - n. En utilisant cette relation et I’équation

linéarisée de quantité de mouvement, on €écrit :

#n _ v _ o0
pO atQ 100 at 1 axz 2

En combinant cette expression avec la relation p’ = p,gn dérivée deux fois en
temps, on déduit :

ap/ B 1 82 p/

on g Ot2
Cette condition permet de représenter une surface libre dans le domaine basses
fréquences et de décrire la propagation d’ondes de gravité.

Condition de paroi Si on suppose que le fluide est en contact avec une paroi défor-
mable, dont le déplacement est caractérise par le vecteur u, la condition de glis-
sement des particules fluide a la paroi se traduit dans le cas d’un fluide parfait
par la continuité de la composante normale des vitesses, soit :

_om
Ot

vV-1n
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Compte tenu de la relation Vp = —p, Vv, on écrit cette condition avec la variable
pression sous la forme :
o 0%u
on o
Dans le cas d’une paroi rigide immobile (u = 0), cette condition devient :

1N

a /

o _
on

Cette condition permet également de représenter une surface libre dans le do-

maine des tres basses fréquences [AXI 01].

Dans la suite, on se place dans le cas d’étude général défini par la F1G. 1.11 ci-
dessous. On considére un fluide occupant le domaine de 1’espace (2, de frontiére
02 réunion disjointe des éléments de frontiére 0€2 ., (surface libre) et 02 r, (paroi
rigide). L’¢état du fluide est décrit par les fluctuations de pression autour d’un état
d’équilibre de référence’, ses grandeurs physiques sont notées c et pp.

Qg

Qx,

np

Figure 1.11. Schématisation générale du probleme fluide

Sur ), la normale extérieure est notée ng ; elle est orientée dans la direction
ascendante au niveau de la surface libre, de sorte que le champ de pesanteur soit g =
—gnp sur 0€)p,. On s’intéresse alors a deux types de probléme :

— probléme fluide acoustique pour la caractérisation du niveau de pression dans
une cavité acoustique (exemple d’application : étude du confort acoustique des passa-
gers dans un véhicule [NEF 82]);

7. Dans la suite, pour simplifier la présentation, on note la pression fluctuante p au lieu de p’ et
I’on désignera cette grandeur en utilisant le terme "pression".
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— probleme de ballottement fluide pour la caractérisation du niveau de pression
dans un réservoir fluide (exemple d’application : comportement au séisme d’un réser-
voir de stockage [BIS 02]).

1.3.2. Formulation forte et formulation faible du probléme fluide

1.3.2.1. Probleme d’acoustique fluide

Un probléme d’acoustique fluide est décrit avec 1’équation de propagation des

ondes : ) o2
el ——€=OdansQF (1.14)

c? ox;

assortie des conditions aux limites suivantes :

p = O0surdQp, (1.15)
WP 0 sur 0 (1.16)
(9:13’@‘

Ces conditions traduisent la présence d’une surface libre et d’une paroi rigide (voir
paragraphe précédent).

La résolution du probléme ainsi pos¢ est conduite en recherchant une solution
faible, vérifiant la formulation variationnelle associée aux équations (1.14,1.15, 1.16).

La formulation faible est obtenue comme dans le cas structure en utilisant la mé-
thode des fonctions test. On considére une champ de pression virtuelle dp vérifiant la
condition aux limites 0p|spq,, = 0. On multiplie I’équation locale (1.14) par dp et on
intégre sur le domaine €2, de fagon a écrire :

1 0%p
—w? —pdpdV — —= opdV =
w/QFC2ppV QFﬁx%pV 0

En utilisant la formule d’intégration par partie généralisée :

2
@@dvz _

Op 00p Op
o, 022 dy +

EopdS
Qp 8331 6331 O p (9:191 i OP

et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient la formulation variationnelle
du probléme fluide acoustique sous la forme :

Op 00p
Qp 8IL‘Z 8332

—w2/ izp(spdv+ dy =0 (1.17)
Qp €
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1.3.2.2. Probléme de ballottement fluide

Un probléme de ballottement fluide linéaire est décrit avec 1’équation de compor-
tement d’un fluide incompressibles :

5’2
a—gi; — 0 dans Qp (1.18)
avec les conditions aux limites :
0
PnF 0 sur 9 (1.19)
8561'
0 1
—pnf = w?=psur g, (1.20)
Ox; g

qui traduisent les fluctuations de pression au niveau de la surface libre et la présence
d’une paroi rigide.

La formulation variationnelle du probléme s’écrit alors :

)
—w2/ Loopas+ [ 2poop
IO Qp 833'2 833'Z

dy =0 (1.21)

1.3.3. Discrétisation par la méthode des éléments finis

1.3.3.1. Probléme d’acoustique fluide

La discrétisation de la formulation variationnelle du probléme fluide (1.17) est
conduite avec la méthode des €léments finis.

On réalise un maillage du domaine €2 avec £y ¢léments finis {2z, de sorte que

e=Ey
Qp ~ U Q. ; la frontiére O p; est alors approchée avec E} surfaces élémen-
e=1
e':E}
taires O .. de facon a écrire Qg ~ U O prer.
e/'=1

I s’agit alors de discrétiser sur chaque élément fini (2% les intégrales suivantes
(termes de masse et terme de raideur) :

1 Op O0dp
- 5 d e d e
/QFe 2l or Y Qp. 07; 0x; v

8. Les phénomenes de ballottement fluide se situent dans le domaine des basses fréquences : les
effets de compressibilité peuvent ainsi étre négligés.
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Sur chaque ¢élément fini (2., le champ de pression p est approché par une relation
du type :

plog. (x,1) = N (x)Pe(t)
ou :
— P, est le vecteur des inconnues nodales en pression sur 1’¢lément fini Q. ;

— N¢ est le vecteur des fonctions de forme pour 1’élément fini Q2 ...

P représente le vecteur de I’ensemble des inconnues nodales (degrés de liberté) en
pression ; on a alors une relation du type P, = A% P avec A% matrice de localisation
des inconnues locales P, de I’élément fini Q2.

Calcul du terme de masse Le calcul du terme de masse nécessite I’approximation du
produit scalaire p dp ; compte tenu de 1’expression retenue pour I’approximation
de p sur I’élément fini €2 ., on écrit ce produit scalaire comme (SP:;FNeFTNeFPe
et on déduit le terme de masse :

1 1
| Gropdve=sPI(|  SNZTNpav.P,

Calcul du terme de raideur Le calcul du terme de raideur nécessite 1I’approximation
du produit scalaire Vp - Vdp. Ce produit scalaire s’écrit aussi VopVp ou Vp

P ). Vp est calculé sur I’élément

est par définition le vecteur de composantes ( 5
Lq

fini Q g, comme :
Vp = VNP,

avec VIN% la matrice des dérivées partielles des fonctions de forme, donnée
par :

— aNg -
Ox
ONF
dy
ON7
L 9,

Ainsi, le produit scalaire Vp - Vép est calculé comme 6PT VNS VNPT et
le terme de raideur s’écrit :

5
0P 1, —spT ([ YNSTUNG dv,)PT
Qre 83:2 83:1 Qre

VNS =
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A partir des expressions des termes de masse, raideur et de chargement établies ci-
dessus, on définit les matrices ¢lémentaires suivantes pour chaque élément fini Q g, :

. s : T
— matrice de masse élémentaire m% = / —N% NpdVe;
QF& ¢
— matrice de raideur élémentaire k% = VNS VNS dV..
QF@

Dans le cas ou la géométrie du domaine fluide est simple, on peut calculer ana-
lytiquement ces matrices €lémentaires ; dans le cas général, on utilise une procédure
d’intégration numérique.

1.3.3.2. Probleme de ballottement fluide

La discrétisation du probleme de ballottement fluide est conduite de la méme fa-

con. Dans ce cas, le terme de masse est calculé sur la frontiére 92g,, discrétisée
e//:El/
f

comme O g, ~ U 0 poer. Les termes de raideur et de chargement sont iden-

e’'=1
tiques au cas acoustique. Il s’agit de calculer pour chaque élément élément fini en

contact avec la surface libre un terme du type :

1
/ -D 5]9 dSe”
Qp . 9

Compte tenu de ’approximation p = N% P, sur 0Q e, la discrétisation du terme
de masse s’écrit :

2
(SPZ:/ m%e Pe//

avec la matrice de masse élémentaire définie comme :

o e 1 e//T e’
mF — _NF NF dSe//
8QF06/, g

1.3.4. Formulation discréte du probléme aux valeurs propres

1.3.4.1. Probleme d’acoustique fluide

La forme discréte de la formulation variationnelle (1.17) est obtenue en sommant
les expressions €lémentaires écrites sur chaque ¢lément fini :

GZEf GZEf
~w? > PImGP.+ Y 6PIkGP. =0 (1.22)

e=1 e=1
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En utilisant les relations P, = A%P et 0P, = 0, I’expression précédente s’écrit :
—w?PTMpP +PTKrP =0 VP

ou on a défini les matrices globales et les vecteurs globaux de la fagon suivante :
BZEf
— matrice de masse Mp = E ASTmSAS
e=1
€:Ef
. . _ eTye pe
— matrice de raideur K = E A% kHAT.

e=1

L’expression (1.22) étant valable pour tout )P, on établit finalement la relation

matricielle suivante :
KrP(w) — w*MpP(w) =0 (1.23)

REMARQUE.— Prise en compte des conditions aux limites. Dans 1’expression (1.23),
on tient compte de la conditions aux limites de type pression imposée nulle dans (1.15)
en considérant des matrices dont on ne conserve que les lignes et les colonnes corres-
pondant aux degrés de liberté en pression non contraints.

1.3.4.2. Probléme de ballottement fluide

En sommant les équations ¢lémentaires discreétes correspondant au probleme de
ballottement fluide, on écrit I’expression discréte de la formulation variationnelle (1.21) :

GHZE}I e:Ef
~w? Y PLmE Por+ ) SPIkGP. =0 (1.24)
e’=1 e=1

Apres assemblage des matrices, on écrit le probléme sous la forme :
—wW?PTMLP +6PTKpP =0 V6P

en ayant définit la matrice de masse M/, comme :

L’expression précédente est valable pour tout P, on déduit alors le systéme matriciel
représentant 1’évolution du probléeme fluide :

~w*MEP(w) + KpP(w) =0 (1.25)

Comme le terme de masse ne fait intervenir que les degrés de liberté des noeuds
situés sur la surface libre 0€2p,, on distingue les degrés de liberté des nceuds de la

29



surface libre, notés P,, des degrés de liberté¢ des nceuds du reste du domaine fluide,
notés P ; le vecteur des inconnues nodales fluide P s’écrit alors sous la forme :

et expression (1.25) est écrite de fagon plus précise comme :

_wglM% OHfio(w>}+[ Ki  Kj {%8}:{8}

- T
0 0 P(w) K% Kp
On déduit ainsi le probléme aux valeurs propres suivant, qui ne fait intervenir que les
degrés de liberté en pression sur la surface libre :

(K% — KOK'K2 )Py (w) — w?M%P,(w) = 0 (1.26)

1.3.5. Exemple n°2 : modes acoustiques d’une cavité fluide cylindrique

On propose dans ce paragraphe un premier exemple d’application de la méthode
des ¢léments finis pour le calcul des modes propres d’une cavité acoustique a symétrie
de révolution. On commence par établir les équations continues du probléme, puis on
donne la solution analytique au probléme posé et on termine par la mise en oeuvre de
la méthode numérique au moyen d’éléments finis axi-symétriques utilisant un déve-
loppement en série de Fourier des inconnues.

1.3.5.1. Définition du probleme, équations continues et solution analytique

On s’intéresse au calcul des modes propres d’une cavité fluide acoustique cylin-
drique, dans la situation décrite par la FI1G. 1.12 ci-dessous. Les caractéristiques géo-
métriques de la cavité fluide sont R = 0.1 m, R’ = aR = 0.2 m (soit & = 2) et
L = 1m; la célérité des ondes sonores dans le fluide est ¢ = 1500 m/s. Les parois de
la cavité acoustique sont supposées rigides.

Les equations du probléeme sont alors les suivantes :

2

Ap + ‘(‘j—2p = 0 pour (r,0,2) € [R,R'] x [0,27] x [0, L] (1.27)
avec les conditions aux limites :
0 0 0 0
o9 |  _ @l _y P g P =0  (1.28)
0z I 0z |, _g or r—R or r—R/

L’¢équation (1.27) est I’équation de Helmholtz, assortie des conditions aux limites
données par les équations (1.28) qui traduisent la présence des parois rigides en Z =
0,Letr=R,R.
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Figure 1.12. Cavité fluide acoustique cylindrique

Une solution analytique au probléme posé par (1.27) et (1.28) peut étre obtenue
en utilisant une méthode de séparation de variables, c’est-a-dire en recherchant la
solution sous la forme :

p(r,0,2) = pr(r)pz(2) cos(nh) ou p(r,0,2) = pr(r)pz(2) sin(nd)

La dépendance en 6 sous forme d’une fonction harmonique est guidé par la nature
axi-symétrique du probléme (invariance du probléme par changement de variable 6 «—
0 + 2m). En coordonnées cylindriques, I’expression du laplacien est :

_ 10 (00, 100)  9*()
20= 15 ("50) + o * 5

Compte tenu de cette expression et de la forme retenue pour la solution en pression,
I’équation locale en pression s’écrit sous la forme :

1 [d? 10 n? 1 [d? w?
— (EEE L R+ —(SE2) + 5 =0
pr \ dr r Or r pz \ dz c

Les fonctions pp et pz ne dépendant uniquement que de r et de z, la relation ci-dessus
n’est vérifiée qu’a la condition que :

1 d2pR 1 0pr n? 1 d2pz
o () =k () =

2
w . ..

avec kg et kz constantes réelles. D’autre part, — ¢tant toujours positif, kr + kz est
c

un nombre toujours négatif, on peut donc poser kg = —q% et kz = —q%. On déduit
ainsi la forme des fonctions pgr et pz :
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— la fonction pg est solution de I’équation diftérentielle :

d’pr  ldpgr o M
— _—— p— O
dr? + r dr + (ax r2 JPR

avec les conditions aux limites :

dpr

dr

r=R r=aR

pr S €crit alors sous la forme :

pr(r) = anJn(qrr) + B3, Yn(qrr)

ou J,,Y, sont les fonctions de Bessel de premiere et seconde espece. En tenant
compte des conditions aux limites, on montre que «,, et 3, doivent étre solutions
du systéme :

and) (qraR) + 6,Y, (qgraR) = 0
Ce systeme admet une solution non nulle si son déterminant est nul, c’est-a-dire si
qrR est racine de la fonction D,, (x) = J},(2)Y,; (ax) — J) (ax)Y, (z).
Ainsi, si on note ¢y, ,,, la m'“™ racine de D,, ,,0ona:

{ and) (qrR) + 8., (qrR) = 0 (1.29)

i = I
"R
— la fonction pz est solution de I’équation différentielle :
d*pz
g2 +qzpz =0
avec les conditions aux limites :
d d
Pz 0 Pz —0
dz |,_g dz |,_|

pz est ainsi de la forme :

pz = a,c08(qzz) + Bosin(qzz)

En tenant compte des conditions aux limites, on montre que 3, = 0 et que gz prend

les valeurs discrétes :

I
QZ:f Vi>0

En reprenant 1’équation locale, on déduit alors que les pulsations propres doivent ainsi

vérifier la relation :
w =Cc X —l + ( - ) (1 30)
l,nm [ R .
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Le mode propre en pression correspondant est alors :

Dinm (1,0, 2) = (T Jn(@n.mT) — Yo (qn,m™)) cos(nd) cos (ZWTZ) (1.31)

YA(Qn,mO‘R>
I}, (Qn,mR) .

avec : m, =

La fonction D,, ,, est représentée par la F1G. 1.13 dans le cas étudi¢ (R = 0.1,
o = 2) pour n = 1. Les premieres racines de D,, , sont donn€es dans le TAB. 1.3.

Figure 1.13. Tracé de la fonction  — D,, o, pourn = leta = 2

m 1 2 3 4
Ty 0.6773360 3.2824712 6.3532112 9.4713290

Tableau 1.3. Premiéres racines (z.»)m»>1 de la fonction D -

1.3.5.2. Discrétisation éléments finis

La formulation faible du probléme s’écrit :

R’ 27 H R’ 27 H p(sp
/ / / VpVép rdrdfdz — w? / / / — - rdrdfdz =0
R Jo 0 R Jo o €

pour tout champ de pression virtuelle dp, vérifiant les conditions aux limites.

Compte tenu de la symétrie axiale de la géométrie ¢tudiée, on adopte une repré-
sentation en série de Fourier de la variable pression. Le développement fait apparaitre
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les modes de pression symétriques (notés s) et anti-symétriques (notés a) :

s=-4o00 a=-4o0
p(r,0,z,1) = Z ps(r, z,t)cos(sd) + Z pa(r, 2,t)sin(ad) (1.32)
Modes sy},nétriques Modes antijgymétriques

Cette représentation permet de ramener 1’étude du probléme tridimensionnel a un pro-
bléme bidimensionnel, la dépendance en 6 étant décrite par les fonctions trigonomé-
triques cos(sf) et sin(af). On discrétise alors le probleme fluide dans le plan (7, 2),
dans lequel le domaine fluide est [R, R'] x [0, H]. Ce domaine est discrétisé avec des
¢léments finis bi-dimensionnels [r,,, 7p41] X [2n, 2n41] avec (m,n) € [1, M]x[1, N,
de facon a écrire :

m=M n=N

/RR/ /OH<.)rdrdz: y Z/:”“ /z:n+1(.)rdrdz

m=1 n=1"Y"T

On utilise des ¢éléments finis a quatre nceuds, un degré de liberté par nceud (voir
F1G. 1.14).

Figure 1.14. Elément fini fluide axi-symétrique a quatre nceuds et un degré de
liberté par nceud (p)

Les composantes (ps)s>1 du développement (1.32) se calculent sur chaque élément
comme :
ps‘[rm,rmﬂ]x[zn,znﬂ] = NimP;’m,Vs > 1
avec :
— P73, ., le vecteur des inconnues nodales pour I’¢lément fluide :
P30 = (Prms Promt 12 Dt mte 1 Pt 1m)
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- Ng’m le vecteur des fonctions de forme. Les fonctions de forme pour I’élément
de dimensions 2a x 2b sont choisies lin€aires. En posant r = r, 4+ £a, 2 = 2z, + nb
avec 2a = Ty41 — m €6 20 = 2,41 — 2z, la fonction de forme associée au noeud ¢
est:

NE(Em) = 11+ &)1+ )

avec & = £1,n; = £let (&, n) € [-1,+1] x [-1,+1].

La F1G. 1.15 donne une représentation de la fonction de forme (&, 1) — N{'(&,7)
de I’¢lément fluide en fonction de 1’abscisse et de I’ordonnée locale &, 7.

Figure 1.15. Fonction de forme N{ (&, 7)

On a une relation identique pour les termes de pression anti-symétriques p, et on
utilise des interpolations identiques pour dps ,.

On discrétise ainsi les termes de la formulation variationnelle comme suit :

Tm+41 Zn+1 5 'm+41 Zn+1 T
/ / psczps rdrdz = 5Pf%mT (/ / Nfzm Nim 'rdrdz) P
Tm Zn T'm Zn

— SPSTAL TmlmAE P

n,m

avec Af;m la matrice de localisation des degrés de libert¢ ¢lémentaires P7, ,,, dans
I’ensemble des degrés de liberté P*° du probléme. On écrit de méme :

Tm4+1 Zn41 T Tm41 Zn41 7 T P
/ / VpsViépsrdrdz = 6P3, ,, / / VN, .. VN, ,, rd

— P TAL, TKLTAL P
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Les matrices M et K sont assemblées a partir des matrices ¢lémentaires m¢ et
k¢ selon les relations :

m=M n=N m=M n=N

Mp= > S AL mpmAl K=Y STAL KETMAL

m=1 n=1 m=1 n=1

La numérotation des (M + 1)(/N + 1) noeuds du maillage fluide avec M x N
¢éléments finis est la suivante : un noeud (m,n) € [1, M + 1] x [1, N + 1] est repéré
par N'(n,m) = m + (n — 1) M dans le vecteur des degrés de liberté du probléme.
Ainsi, la matrice de localisation AL est une matrice de dimension 4 x (M +1)(N +
1), dont toutes les composantes sont nulles a 1’exception des termes (1, N (n,m)),
2,N(n,m+1)), 3B, N(n+1,m)) et (4,N(n+1,m + 1)) qui valent 1.

Compte tenu de I’expression du gradient en coordonnées cylindriques et du déve-
loppement en série de Fourier (1.32), on calcule Vps Vdps comme :

aps 00ps s? Ops Odps
Or Or * 2p55ps * 9z 0z

VpsVops =

La matrice k7" comporte ainsi deux termes :
n,m __ y,n,m 21.n,m
R

. r1r . N y .
Les composantes des matrices élémentaires mp"", k7™ et k7" sont définies par :

Tm41 Zn41
F
mp" (i.) / / nm(l)N ()rdrdz

rmi1  pzni1 ONE ONF ONF ONE
pnm / / nm( nm()+ n,m(4) nm(j)?“d?“dz
Fo ,j) 8T 8Z 8Z

Tm4+1 Zn+1 NF N’r};m(J)
Fs (i) / / drdz

Le calcul des matrices €élémentaires est alors donné, apreés changement de variables
sur 1’¢lément de référence, par :

(i) = /+1/+11NFNF< +ag) dé

11 9NF ON 1 ONF ONS
i = [ [ 5 oy o s
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k —/+1 +1NFNFa—bd§d
DT T ro a8 !

ou I’on a simplifié¢ les notations en ne faisant pas référence a 1’¢lément fluide avec les
indices n, m.

Les matrices ¢lémentaires peuvent étre calculées analytiquement [SIG 04a]; les
composantes (i; j) sont données explicitement par :

Fpo_ab §i&jro @ o nit
M(ig) = 32 [7“0 L et (S ) [1 + 3 ] (1.33)
P §&i oy L NGy, i, & a’
ko (i,5) = abro [@(1 +=50) + s (L )] + oy (& &) (134)

b 2 2 -
K i) = 8 [2(5" +&) - %gifj + (1 - %O(Sz' +&) + %fifj) hl(:g j_L Z)} [1 + ?7_?:79

(1.35)

Apres assemblage des matrices globales de masse et de raideur, on formule le
probléme aux valeurs propres pour le probléme fluide acoustique comme :

(Kr, +°Kp — W’ Mp)PS(w) =0  Vs>0
et un systéme identique en a, Va > 1. Le probléme s’écrit sous la forme générale :

(Kr —w’Mp)P(w) =0 (1.36)

La structure des matrices M r et K pour le maillage proposé est donnée par la
FI1G. 1.16 qui met en évidence les composantes non nulles des matrices.

1.3.5.3. Calcul des modes propres et des fréquences propres

La méthode détaillée au paragraphe précédent est mise en oeuvre a titre d’exemple
avec MATLAB. Le code développé permet le calcul et ’assemblage des matrices élé-
mentaires a partir des expressions analytiques précédentes et la recherche des éléments
propres avec la fonction eig.

Le TAB. 1.4 compare les fréquences propres calculées avec la méthode éléments
finis avec la solution analytique exposée ci-dessus. Les calculs sont réalisés avec un
maillage M x N = 30 x 20. Les modes propres €tudiés correspondent aux modes
de Fourier symétriques d’ordre un (s = 1). La précision du calcul est trés bonne, les
écarts constatés entre le modeéle analytique et le calcul numérique sont inférieurs a 1%
pour les premiéres fréquences calculées.

Les modes propres sont représentés en iso-valeurs de pression dans le plan (7,0 =
0, z) par la F1G. 1.17, leur allure est conforme a 1’expression analytique (1.31).
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Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.16. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
fluide acoustique

Fréquence Solution analytique Calcul numérique

fi 1617 Hz 1617 Hz
o 1782 Hz 1782 Hz
3 2205 Hz 2205 Hz
£ 2770 Hz 2770 Hz

Tableau 1.4. Fréquences propres analytique et numerique pour la cavité
acoustique axi-symétrigue

1.3.6. Exemple n°3 : modes de ballottement d’un réservoir cylindrique

On propose dans ce paragraphe un second exemple d’application de la méthode des
¢léments finis pour le calcul des modes propres de ballottement d’un fluide contenu
dans une cavité a symétrie de révolution. On commence par €tablir les équations conti-
nues du probleme, puis on donne la solution analytique au probléme posé et on ter-
mine par la mise en oeuvre de la méthode numérique en utilisant les ¢léments finis
axi-symétriques présentés dans le paragraphe préceédent.

1.3.6.1. Définition du probleme, équations continues et solution analytique

On considére le probléme fluide décrit par la FI1G. 1.18 : il s’agit de calculer
les modes de ballottement d’un fluide incompressible contenu dans un réservoir axi-
symétrique. Les dimensions géométriques et physique du probléme étudié sont les
suivantes : R = 0.1 m, R’ = 0.2 m, H = 0.75 m; I’accélération de la pesanteur est
g = 9.81 m/s%.
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Figure 1.17. Modes propres acoustiques en pression p(r, z) dans le plan
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Figure 1.18. Réservoir fluide axi-symétrique

Les €quations du probléme sont les suivantes [GIB 86] :

Ap = 0 pour (r,0,z2) € [R,R'] x [0,27] x [0, H]

avec les conditions aux limites :

0
9p 0 9p —0
0z I or R
et la condition de surface libre :
op Cw? |
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Comme dans le cas précédent, on recherche une solution sous la forme p(r, 6, z,t) =
pr(r)cos(nf)pz(z). En reportant dans I’expression du laplacien en coordonnées cy-
lindriques, et en séparant les fonctions pg et pz, on montre que ces fonctions vérifient :

dzpz

d*pr n L dpr (712
dz?

— —¢*)pr =0 = —¢°pz

dr? r dr

avec g réel donné. En prenant en compte les conditions aux limites homogenes, on
montre que pr et pz sont respectivement de la forme :

pz(z) =cosh(qz)  pr(r) = anJn(qr) + B.Yn(gqr)

ou «,, 3, sont des constantes réelles qui vérifient les conditions du systéme (1.29). On
montre que les conditions aux limites sur les parois r = R, R’ sont vérifiées lorsque
qR est racine de D,, ,,, définie au paragraphe précédent. Si g,, ,, R désigne la micme
racine de D, ,,, en exprimant la condition aux limitesen z = H,ona:

2
qn,m cosh(qn mH) = il sinh(gn mH)
g

On déduit ainsi que les pulsations propres sont données par :

Wnom = \/g Gn,m X tanh(gn mH) (1.40)
Le mode propre en pression correspondant est alors :
Prom (1,0, 2) = (T Jn (@n,mT) — Yo (@n,mT)) cos(nf) cosh(g, mz) (1.41)
avec 7, défini au paragraphe précédent.

1.3.6.2. Discrétisation éléments finis

La résolution numérique du probléme avec une méthode éléments finis est conduite
de fagon identique au cas acoustique ¢tudié précédemment. On commence par écrire
la formulation variationnelle du probleme ; dans le cas présent, la formulation faible
est :

R’ 21 H R’ 27 1
/ / / Vp Véprdrdddz — w? / / —p(r,0, H)op(r,0, H) rdrdf = 0
R Jo 0 R Jo 9

pour tout champ de pression virtuelle dp. La discrétisation de cette expression utilise
les éléments fluide axi-symétriques présentés dans le paragraphe précédent. Le terme :

R’ 27 H
/ / / VpVoprdrdddz
r Jo Jo
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est discrétisé avec la matrice de raideur K . La discrétisation du terme :

R/ 27T 1
/ / —p(r,0, H)op(r,0, H) rdrdf
R o 9

est ramenée dans le plan (r, z) en utilisant la représentation en série de Fourier de p :

R’ m=M .
1 m—+1 1
/ —p(r, H)op(r, H) rdr = Z / —p(r, H)op(r, H) rdr
R g m=1 Tm g

Les termes élémentaires sont discrétisés comme :

T T F T_ ) Nm,F
/ —p(r, H)op(r, H) rdr = 6P** Ay ,, mp Ay, P°
7.‘ g b) b)

m

pour les modes symétriques s > 1. Cette expression définit une matrice élémentaire
m%N’m sur tout ¢lément fini fluide ayant une frontiére sur la surface libre (i.e. dans
le cas étudié, les éléments (N, m) avec m € [1, M]). Les matrices sont assemblées de
fagon a définir une matrice M’ :

m=M T
! E : F r Nnm
F — AN,m mpp An,m

m=1

Les composantes (i, j) de la matrice de masse élémentaire se calculent sur I’¢1ément
de référence comme :

+1
L r F
m,F(z',j) :/_1 PR ‘7721 N ’nzl a(ro + a&) dé

On obtient I’expression analytique suivante [SIG 04b] :

Mk (i) = % [7“0 + %TJTO + g(fz‘ + &) [ [ +m:) (1 +n;)] (1.42)

Le probléme fluide s’écrit ainsi sous la forme :
(Kr — w*M%)P(w) =0

Apres condensation des degrés de liberté fluide de la surface libre (voir paragraphe
1.3.4.2), on écrit le probleme aux valeurs propres sous la forme donnée par (1.26),
soit :

(K% — K$KE'KS ) — w?M§) Py(w) = 0

La matrice de masse du probléeme fluide est une matrice bande, la matrice de rai-
deur est une matrice pleine, comme le montre la F1G. 1.19.
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Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.19. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
fluide de ballottement

1.3.6.3. Calcul des modes propres et des fréquences propres

On met en oeuvre la méthode avec MATLAB. Le TAB. 1.5 compare les fréquences
propres calculées avec la méthode éléments finis avec la solution analytique exposée
ci-dessus. Les modes propres €¢tudiés correspondent aux modes de Fourier symétriques
d’ordre un (s = 1). La premiere fréquence propre est calculée avec une trés bonne
précision par rapport au modele analytique. Les fréquences propres suivantes sont tres
proches du mode¢le analytique, avec une précision qui se dégrade un peu lorsque 1’on
monte en fréquence.

Fréquence Solution analytique Calcul éléments finis

1 1.2973 Hz 1.2978 Hz
a 2.8560 Hz 2.8822 Hz
s 3.9733 Hz 4.1066 Hz
1 4.8513 Hz 5.1906 Hz

Tableau 1.5. Fréquences propres analytiques et numérique pour le réservoir
fluide axi-symétrique

La FI1G. 1.20 donne une représentation des quatre premiers modes propres en iSo-
valeurs de pression dans le plan (r,0 = 0, z). L’allure des modes est conforme a
I’expression analytique donnée par 1’équation (1.41).
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Mode n°1 Mode n°2 Mode n°3 Mode n°4

Figure 1.20. Modes propres de ballottement en pression p(r, z) dans le plan
0=0

1.4. Méthode éléments finis pour I’analyse vibratoire d’une structure couplée
avec un fluide incompressible

On s’intéresse dans ce paragraphe a la description des vibrations lin€aires d’une
structure couplée avec un fluide incompressible. On commence par rappeler les équa-
tions décrivant le probléme couplé, les termes de couplage traduisant I’action du fluide
sur la structure (effort de pression imposé au niveau de 1’interface fluide/structure) et
I’action de la structure sur le fluide (accélération normale imposée au niveau de I’in-
terface fluide/structure).

On expose ensuite la méthode de résolution éléments finis du probléme, utilisant
un couplage entre la discrétisation ¢léments finis de la structure (telle que décrite au
paragraphe 1.2) et la discrétisation éléments finis du probléme fluide (telle que décrite
au paragraphe 1.3). La discrétisation des termes de couplage conduit a la définition
d’un opérateur de couplage fluide/structure, puis d’un opérateur de masse ajoutée.

L’effet du fluide sur la structure étant purement inertiel, on montre ainsi que le
probleme peut étre formulé du point de vue de la structure sans introduire de degrés
de liberté supplémentaires, ce que I’on illustre sur un cas élémentaire.

1.4.1. Contexte d’étude et hypotheses générales

Le probleme étudié est celui d’une structure élastique linéaire couplée avec un
fluide incompressible, la situation étant décrite par la F1G. 1.21.

La structure occupe le domaine €2g, de frontiére 0€2g ; le fluide occupe le domaine
QO r, de frontiere O2r. Les deux domaines sont en contact sur I' = 0Q¢ N 0p.
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Ny

Figure 1.21. Schématisation générale du probleme fluide/structure

Les ¢éléments de fronticre 0€2g,, 0€2s,, OQ2p, et OQp, désignent respectivement,
comme dans les paragraphes précédents, les portions de frontiere du domaine structure
a déplacement imposé, a effort imposé, et les portions de frontiére du domaine fluide
a pression et gradient normal de pression imposé€.

On se place dans les cadre des hypotheses faites dans les paragraphes 1.2 et 1.3
(comportement linéaire en petites transformations de la structure et du fluide). Sans
perte de généralité, on suppose que les grandeurs imposées (déplacement, pression,
etc..) sur la structure et le fluide sont nulles.
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1.4.2. Formulation forte et formulation faible du probleme fluide/structure

En se plagant dans le cadre défini précédemment, on écrit les équations continues
du problémes couplé comme suit.

Probléme structure Le probléme structure est formulé en déplacement et est décrit
par les équations de ’¢lasticité lin€aire (voir paragraphe 1.2) :

00;;
—w?pgu; — %@ = 0dans g
j
u; = 0surdQg,
aij(u)n3S = 0surdQg,

Probleme fluide Le probléme fluide est formulé en pression et est décrit par les équa-
tions d’écoulement potentiel (voir paragraphe 1.3) :

82
6—35 — 0 dans Qp
p = 0surdQp,
0
a—znf = OsurdQp,

Couplage des problémes Le couplage des deux problémes est modélisé par les équa-
tions suivantes qui expriment la continuité des composantes normales du ten-
seur des contraintes et du champ d’accélération a I’interface fluide/structure :

oij(u)nf = pngsurl (1.43)
0

6?_f-nj = prFujnj sur I' (1.44)
j

La relation (1.43) traduit le fait que le fluide exerce des efforts de pression sur
la structure au niveau de I’interface fluide/structure, dans la direction normale a
I’interface. La relation (1.44) traduit le fait que la structure impose une accéléra-
tion au fluide au niveau de I’interface fluide/structure, dans la direction normale
a I’interface (voir paragraphe 1.3.1).

La formulation variationnelle du probléme est obtenue en utilisant la méthode des
fonctions test. Elle s’obtient alors pour tout champ de déplacement virtuel du et tout
champ de pression virtuelle dp vérifiant les conditions aux limites homogenes (dé-
placement et pression imposés nuls sur 0€2g, et 0{2r,) en multipliant les équations
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locales structure et fluide par du et dp et en intégrant par partie sur les domaines {2g
et Qp. On écrit ainsi :

/ 0i,5(0) € j (o) AV — w? / psu; Ou; dV = /pni du; dS Vou (1.45)
Qg Qg IR
pour la structure et :

Op 0op

dy = —pFw2/umi opdS YV op (1.46)
r

pour le fluide.

1.4.3. Discrétisation par la méthode des éléments finis

La discrétisation de la formulation faible du probléme couplé donnée par les équa-
tions (1.45) et (1.46) est réalisée avec la méthode des éléments finis pour les deux
problémes fluide et structure, suivant les principes exposés aux paragraphes 1.2 et
1.3. Le domaine structure (g est discrétisé avec FE, éléments finis structure, soit

es=FE;
Qg ~ U (2s., et le domaine fluide est discrétisé avec £y éléments finis fluide,
es=1
er=Ey

soit Qg ~ U Q2se,. Linterface fluide/structure I' est la surface commune entre
ele
les frontiéres des domaines fluide et structure 0€)g et 92g ; au niveau de 1’interface,

on supposera que les maillages fluide et structure coincident, de sorte que I' est com-
e—F

posée de E surfaces ¢lémentaires [' ~ U I'., telles que I’ soit une surface commune

e—1

entre deux éléments fluide et structure, i.e. T'e = Qg () Qpe.

Les équations (1.45) et (1.46) font apparaitre les termes de masse et de raideur des
problémes fluide et structure, dont la discrétisation avec la méthode éléments finis a été
présentée dans les paragraphes précédents. On rappelle que ces termes se discrétisent
comme :

/ psu; du; dV  — SUTMgU (1.47)
Qs
/ ai,j(u)si,j(éu)dv — 5UTK5U (1.48)
Qg

PP 1y SPTK P (1.49)

(1.50)
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avec Mg et Kg les matrices de masse et de raideur de la structure et K la matrice
de raideur du fluide.

La formulation variationnelle du probléme couplé fait apparaitre les termes de
couplage suivants :

/pni ou; dS —pp/umi opdS
r r

calculés au niveau de I’interface fluide/structure. Le premier terme correspond a I’ac-

tion du fluide sur la structure, le second correspond a 1’action de la structure sur le
fluide.

La discrétisation du premier terme de couplage est écrite :

e=F
/pni ou; dS ~ Z/ pn; ou; dSe
r e=1/Te

Les relations suivantes sont écrites pour les ¢léments finis (25, et {2z, en vis-a-vis au
niveau de I’interface :

u= NeSUe p= N%Pe

et on a des relations identiques pour les champs p et du. On calcule ainsi le terme
¢lémentaire de couplage comme :

/ pn; du; dS. = 5Ue(/ N¢ ' nN¢ dS.)P,
I, Le

et on définit ainsi la matrice élémentaire de couplage fluide/structure r., calculée sur
I', selon :

re:/ N¢' nN¢ dS. (1.51)
Fe

ou n représente la normale a I’interface, orientée vers 1’extérieur pour le domaine
fluide et vers I’intérieur pour le domaine structure.

La discrétisation du terme décrivant 1’action du fluide sur la structure s’écrit alors :
/ pn; du; dS — SUTRP
r

ou R est la matrice de couplage fluide/structure, assemblée selon la relation :

R=) A rcA§ (1.52)
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De méme, la discrétisation du terme décrivant I’action de la structure sur le fluide
est écrite :

—pF/uz- n;iopdS — —ppdPTRTU
r

ou R7 est la matrice transposée de la matrice R.

1.4.4. Formulation discréte du probléme aux valeurs propres fluide/structure

Apres assemblage des matrices de masse, raideur et de couplage élémentaires, on
¢écrit les formulations variationnelles (1.45) et (1.46) sous forme discrete :

—w?UTMgU + 6UTKgU = §U'RP  ¢PTKpP = w?ppdPTRTU
vérifiées pour tout dU et 0P. On déduit ainsi les équations fréquentielles suivantes :
~w?*MgU + KsU = RP
pour le probléme structure et :
KyP = w? p #RTU
pour le probléme fluide.

Apres €élimination de la variable P dans I’équation structure grace a 1’équation
fluide, on peut formuler le probleme structure couplée avec un fluide incompressible
uniquement avec les degrés de liberté en déplacement :

—w?*(Mg +Mpy)U(w) + KsU(w) =0 (1.53)

L’étude du probléme structure couplée avec un fluide incompressible est ainsi
conduite sans introduire de degrés de liberté¢ supplémentaire [AXI 01], en prenant
en compte les effets de la présence du fluide avec 1’opérateur de masse ajoutée Mg
défini par :

My = prRKL'RT (1.54)

La matrice M est symétrique, définie, positive [CON 94]. Elle traduit 1’action du
fluide incompressible sur la structure en mouvement au contact du fluide. La vibration
de la structure engendre un champ de pression dans le fluide, résultant des mouve-
ments imposé€s par la structure sur le fluide au niveau de leur interface. Le fluide étant
incompressible, ces effets se font ressentir partout et de fagon instantanee dans le
domaine fluide. En réponse au mouvement, le fluide exerce un effort de pression sur
la structure. Les efforts exercés par le fluide sur la structure sont directement liés a
la cause qui les produisent (i.e. le mouvement de la structure) et sont donc purement
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inertiels, ¢’est-a-dire décrit par un terme de masse. L’effort exercé par le fluide sur la
structure est proportionnel a 1’accélération de la structure et s’écrit :

F = w?prRK;'R'U = w*MyU

Le probléme aux valeurs propres (modes propres de vibration de la structure cou-
plée avec un fluide incompressible) est formulé comme :

KsU(w) —w? Mg +Mpg)U(w) =0 (1.55)

1.4.5. Exemple n°4 : poutre élastique couplée avec un fluide contenu dans une ca-
vité cylindrique

1.4.5.1. Définition du probleme et équations continues

Le probléme étudi€ est représenté par la F1G. 1.22. On souhaite calculer les modes
propres de flexion d’une poutre droite de section circulaire de rayon R, d’épaisseur
e, de longueur L, encastrée a une extrémité (en z = 0) et libre a 'autre (en z =
L), couplée avec un fluide contenu dans une cavité rigide cylindrique de rayon R’ et
remplissant partiellement la cavité (la hauteur de remplissage est notee H < L). Les
caractéristiques physiques et géométriques du systeme sont £ = 0.1 m, e = 0.02 m,
L =1m, pg = 7800 kg/m3, E = 6.04 x 103 Pa, R" = 0.2 m, H = 0.75 m et
pr = 1000 kg/m3. L’inertie et la section de la poutre sont notés respectivement I et
S. On utilisera dans la suite les nombres sans dimension suivants, afin de caractériser
différents aspects de I’interaction fluide/structure pour le cas étudi¢ :

/
—ratio de confinement o« = — ;

~I =

— ratio d’allongement 1 =

b

— ratio de remplissage \ =

=)

6.
Ea
Ps
pr

— ratio d’épaisseur € =

— nombre de masse : =

Les équations du probléme couplé sont alors les suivantes [SIG 04a] :

— probléme structure

4 27
—w?pgSv + El% = — / plr=r R cos0dl pour z € [0, L] (1.56)
< 0
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Extrémité libre A

;\K;\

\\\ﬁ_
Surface libre
: )v{ Z.t)
i Poutre élastique
A L E CI: py [kg 1n3]4 E [Pa]
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Fluide incompressible
H Pr [l;g-'lns]
e
- p(r.8.z.t)
Y L _:,e' I IOt o

Extrénute encastree Paro1 ngide

Figure 1.22. Poutre élastique couplée avec un fluide incompressible avec
surface libre sans ballottement

avec les conditions aux limites :

Ov 02%v 03v
.—0 =20 — =0 — =0 — =0 1.57
U| ’ 8’2 z=0 822 z=L 8Z3 z=L ( )
— probleme fluide
Ap = Opour (r,0,z) € [R, R'] x [0,27] x [0, H] (1.58)
avec les conditions aux limites :
op dp op 2
— =0 Ploegr =0 — =0 — = ppwv cos b
0z z=0 or r=R/ or r=R
(1.59)

1.4.5.2. Solution analytique

Pour établir la solution analytique au probléme posé, on commence par étudier le
probleme représenté par la FI1G. 1.23. Soient deux cylindres co-axiaux de rayons res-
pectifs Ry et Rs et de hauteur commune L, soumis respectivement a une accélération
71 (z,t) et y2(z,t) dans une direction transversale. L’intérieur des cylindres contient
un fluide parfait incompressible, présentant une surface libre en z = H < L (sans
effets de ballottement).

Le probléme fluide est décrit par 1’équation Ap = 0 avec les conditions aux li-
mites :

Op

(9z z=0

0
=0 Plo=g =0 op = —ppy;cosd i=1,2
or r—R.
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Surface libre
\\M
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L (z)
H O\ Fluide incompressible
L @ pr [kg/m’]

L.
” pir.0.z.0)

Parois nigides

Figure 1.23. Fluide tridimensionnel axi-symétrique avec surface libre soumis
a une accélération

On recherche une solution au probléme sous la forme p(r,0, z) = pr(r)pz(z) cos 6.

En reportant cette expression dans 1’équation du fluide incompressible, on obtient :

d’pr | ldpr, 1 d*pz
_|_ — ) — —

dr? r dr ) r2PRPZ T PR dz?

Compte tenu de la dépendance en r de pr et de la dépendance en z de p, ces fonctions

doivent vérifier :

=0

pz(

1 d’py " 1 d’pr  ldpr pr

py dz? pR( dr? * r dr r?

ou k est une constante. Selon le signe de k, on détermine plusieurs solutions ¢lémen-
taires ; on montre [SIG 04a] que la solution compatible avec les conditions aux limites
correspond a k > 0, soit k = ¢°. pz est alors de la forme pz(2) = acos(qz) +
Bsin(qz). Lexpression des conditions aux limites homogeénes en z = 0, H permet de

20 — 1
%,W > 1. pr

)=k

montrer que 5 = 0 et que ¢ prend des valeurs discrétes, ¢; =
est alors solution de 1’équation différentielle :
d’pr | 1dpg
dr? * rodr
pr s’écrit ainsi pr = oyl (qr) + B K (qir), avec I et K les fonctions de Bessel mo-

difiées de premicere et de seconde espece d’ordre un [?]. La solution p correspondante
est alors :

1
— (@ + 5)pr =0

p(r,0,2) = [aq(qir) + B K (qr)] cos(qz) cos 0

Les solutions au probleme fluide avec les conditions aux limites homogenes sont donc
de la forme :

=+
p(r,0,z2) = ( Z [ Ay (r) + BiBi(r)] cos(qlz)> cos 0

=1
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en ayant posé¢ A;(r) = I(qr) et Bi(r) = K(qir). L’expression des conditions aux
limites en r = R; permet de déterminer de fagon unique la solution au probléme posé.
Les €quations de couplage sur les parois s’écrivent :

=+
Z q(udin+ BiBig) cos(qiz) = —pryi Vi
=1
en ayant posé¢ A; ; = A’;(R;) et B;; = Bj(R;). En utilisant les propriétés d’orthogo-
nalité des fonctions trigonométriques, on formule VI > 1 le systéme suivant :

H

A+ 0B = ——— vi(z) cos(qi2)dz W)
qarh 0

en ayant posé h; = H/2,Vl > 1. La résolution du systéme précédent permet de
trouver les constantes oy et 3; :

H H
o) = al,l/ 71 (z) cos(qi2z)dz + ag,l/ v2(z) cos(qi2)dz
0 0

H H
G = bl,l/ ~v1(z) cos(qiz)dz + bg,l/ ~v2(z) cos(qiz)dz
0

0

avec :
) = _ prBaj g — prBi
’ Dh; ’ D h,;
b prAsz b _préaiy
1,1 Dl 2,1 “Dili

et D; = Ay, B2 — A2, By . La solution p s’écrit alors :

=400

p(r,0,z) = Z

en posant I1, ;(r) = a; ;A;(r) + b;; B;(r) pouri =1, 2.

Z IL; (7 / vi () cos(q;¢)d(] cos(q;z) cos O (1.60)

1=1,2

On peut maintenant €tablir la solution au probléme couplé étudié, en partant de
I’expression du champ de pression (1.60), et en posant v, = ppw?vcosf et v = 0,
Ri1 = Ret Ry = aR. Le probléme aux valeurs propres pour la poutre couplée avec le
fluide est alors :

v l=+o0 62
—w psSU—i-EIa T = = prw’TR Z (71 (C, t) cos(qi€)d(] cos(qiz)-(z < H)
=1 0

avec m; = II; ;(R). Le probléme est ainsi formulé du point de vue de la structure, I’ef-
fet du fluide est pris en compte dans le terme d’effort au second membre de I’équation.
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1.4.5.3. Discrétisation éléments finis

La résolution du probléme couplé peut étre conduite avec une méthode €¢léments
finis. Pour ce faire, on utilise un couplage entre :

— des ¢léments finis poutre a deux noeuds, deux degrés de liberté par noeud per-
mettant par maillage de I’intervalle [0, L] la résolution du probléme structure (voir
paragraphe 1.2.5);

— des ¢léments finis fluide axi-symétrique en série de Fourier a quatre noeuds,
un degré de liberté par noeud permettant par maillage du pavé [R, R'] x [0, H] la
résolution du probleme fluide (voir paragraphe 1.3.5).

Le principe du maillage du probléme dans le plan (r, z) est schématisé par la FIG.
1.24 : on utilise un maillage a N éléments finis de la poutre et un maillage a M x N,
¢léments finis du fluide, avec N,/N = H/L.

A L & Eléments finis structure

A A
E 4 Eléments finis fluide
i

N+1 necuds

Loy
i / N, t1 neeuds

O P v
1

v
-

>

R'

- 4+— M+] neends —»

Figure 1.24. Principe de maillage du probléme couplé dans le plan (r, z)

La formulation variationnelle du probléme s’€crit :

L 2., 92 L L r2n
/ Elﬂﬂdz—oﬂ/ psSvovdz = —/ / Plr=gr 0v R cos 0df
0 8Z2 822 0 0 0

pour le probléme structure et :

R’ 27 H L 2m
/ / / Vp Vép rdrdddz = —ppw? / / v Oplr=r Rcosbdb
r Jo Jo o Jo

Les termes purement structure et fluide sont discrétisés a 1’aide des opérateurs M g,
K et Ky définis dans les paragraphes 1.2.5 et 1.3.5.
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Figure 1.25. Couplage conforme entre un élément fini poutre a deux nceuds et
deux degrés de liberté par nceud (v, 0) et un élément fini fluide axi-symétrique
a quatre nceuds et un degré de liberté par nceud (p)

On calcule alors le terme de couplage, en écrivant la pression sous la forme p(r, 0, z) =
p(r, z) cos @ (composante symétrique d’ordre un dans le développement en série de
Fourier (1.32)) :

L 27 27 H
/ / Plr=r 6v R cos 0df R/ 00520d9/ plr=révdz
0o Jo 0 0

H
7TR/ Plr=rdvdz
0

On utilise un couplage conforme entre les éléments poutre monodimensionnels et
les éléments fluide bidimensionnels, comme représenté par la F1G. 1.25. La discréti-
sation du terme de couplage est alors :

H
/ plr—rdvdz = VT (
0

en reprenant les notations des paragraphes 1.2.5 et 1.3.5. 0V est le vecteur des incon-
nues nodales en déplacement virtuel structure, P est le vecteur des inconnues nodales
en pression fluide, A> et Ail sont les matrices de localisation des degrés de liberté
¢lémentaires dans le maillage global structure et fluide et NV,, est le nombre d’¢léments
finis structure sur ’interface fluide/structure.

n=N,

2.

n=1

Zn+1
AgT/ NfTNf,ldzA&) P
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L’expression précédente met en évidence une matrice élémentaire d’interaction
fluide/structure, notée r,, dont les composantes se calculent comme :

Zn41
n _ S arF
! F
= WR/ NPN'; ds
0
1 — N1 — s 4 29
avec N’ f(s) _ U= &) = my + 2n59) en tenant compte du changement de va-

riable n = —1+ 2s introduit pour réaliser le couplage conforme entre 1’¢lément poutre
et I’¢lément fluide et faire coincider les variables locales des deux éléments couplés
suivant z. La matrice ¢lémentaire r est donnée explicitement par [PES 01] :

-7, 3, T
20 YU 35
2 [2
_n 0O 0 _n
20 30

r, = 7R (1.61)
3L, 7,
20 00 3
—? —2
_n 0O 0 _n
L 30 20

L’assemblage des matrices ¢élémentaires r,, permet d’obtenir la matrice d’interac-
tion fluide/structure pour le probleme couplé ; cette matrice est notée R. Les termes
de couplage se calculent a partir de cette matrice comme :

H 27
/ / plr—r 0v Rcos 0 dfdz = VT RP
0 0

et:

H 27
ppw2/ / v 0p|r—g Rcos@dldz = prw*dPTRTV
o Jo

Ainsi, on écrit le probleme discret :
KsV —w?MsV=—-RP KpP=—prw?’RV
soit, apres ¢limination de P :

KsU(w) — w? (Mg + Mpg)U(w) =0 (1.62)
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avec My =p FRKl;lRT est la matrice de masse ajoutée.

La structure des matrices R et M ;7 pour le probléme étudié est donnée par la F1G.
1.26. La matrice M ;7 est une matrice pleine qui a les dimensions du probléme struc-
ture ; la matrice R est une matrice avec des composantes non nulles correspondant aux
numéros des noeuds situés sur 1’interface fluide/structure. Les composantes non nulles
de R correspondent au couplage des degrés de liberté en pression du probléme fluide
avec les degrés de liberté en déplacement du probléme structure. La matrice R est une
matrice rectangulaire avec un nombre de ligne égal a la taille du probléme structure et
un nombre de colonnes €gal a la taille du probleme fluide.

Matrice de couplage =~ Matrice de masse ajoutée

Figure 1.26. Structure de la matrice de couplage R et de la matrice de masse
ajoutée My en couplage éléments finis/éléments finis

La matrice de couplage R est obtenue a partir de la matrice de couplage globale,
dont on a retiré les colonnes qui correspondent aux degrés de liberté (u, §) du noeud
structure a I’encastrement en z = 0 et les lignes qui correspondent aux degrés de
liberté p des noeuds fluide au niveau de la surface libre en z = H. Avec le maillage de
la poutre a IV ¢léments finis structure (deux noeuds, deux degrés de liberté par noeud)
et le maillage du fluide avec M x N, éléments finis fluide (quatre noeuds, un degré de
liberté par noeud) comme représenté par la F1G. 1.24, la taille du probleme structure
est 2 x IV et la taille du probléme fluide est (M + 1) x N,

La matrice de raideur K est obtenue a partir de la matrice de raideur globale,
dont on a retiré les lignes et les colonnes qui correspondent aux degrés de liberté p
des noeuds fluide au niveau de la surface libre. La matrice de masse ajoutée My est
construite avec les matrices R et K prenant en compte les conditions aux limites.
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1.4.5.4. Calcul des modes propres et des fréquences propres

Le TAB. 1.6 donne une comparaison des premieres fréquences propres de la poutre
couplée avec le fluide, calculées avec I’approche analytique et numérique, pour deux
hauteurs de remplissage.

A =100%

Fréquence Solution analytique Calcul numérique
f1 8.54 Hz 8.53 Hz -0.12 %
fo 53.95 Hz 53.45 Hz -0.93 %
f3 155.90 Hz 152.95 Hz -1.89 %
fa 315.40 Hz 306.88 Hz -2.70 %

A =T75%

Fréquence Solution analytique Calcul numérique
f1 9.60 Hz 9.53Hz -0.73%
fo 54.93 Hz 54.68 Hz -0.46 %
f3 159.70 Hz 156.94 Hz -1.73 %
fa 321.50 Hz 31440 Hz -2.21 %

Tableau 1.6. Premieres fréguences de la poutre couplée avec le fluide avec
condition de surface libre p|.—x = 0. Comparaison des calculs analytiques et
numeriques par couplage éléments/éléments finis

La F1G. 1.27 donne une représentation des deux premiers modes propres de la
poutre couplée avec le fluide pour un remplissage A = 75%. Les figures superposent
¢galement le champ de pression dans le fluide, engendré par les déformations de la
structure et calculé comme P(w) = prw?K'RTV (w).

Avec les valeurs numériques caractérisant le probleme, les effets de couplage de
modes sont peu importants : les déformées modales de la structure avec fluide sont
trés similaires au déformées modales sans fluide (voir F1G. 1.10).

REMARQUE.— Caractérisation de I’effet inertiel. Dans le cas étudié, ’effet de cou-
plage avec le fluide est caractérisée par le seul effet de masse ajoutée ; la baisse de

r \ . , ’ . . F
fréquence due a la masse ajoutée, dépend ici des nombres p = pr (nombre de masse,
PSs

. . € . , .
rapport des masses volumiques fluide et structure) et ¢ = — (ratio d’épaisseur). De

fagon générale, ces nombres caractérisent la baisse en fréquence de la structure immer-
gée dans un fluide incompressible [LAN 01]. Dans le cas d’un probléme non confiné,
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N

Mode n°1 Mode n°2

Figure 1.27. Modes propres de flexion de la poutre couplée avec un fluide
incompressible

avec remplissage partiel de la cavité fluide, I’effet de masse ajoutée dépend aussi de
A. On note [ le rapport entre la premiére fréquence propre de flexion de la poutre cou-
plée et non couplée avec le fluide ; les F1G. 1.28 et 1.29 donnent 1’évolution de 3 pour
différentes valeurs de 1 et € en fonction de A : ’effet de masse ajoutée est d’autant plus
marqué que le remplissage est important, que le fluide est dense et que la structure est
fine.

Figure 1.28. Baisse en fréquence pour le premier mode de poutre immergée en
fonction de p et A
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Figure 1.29. Baisse en frequence pour le premier mode de poutre immergée en
fonction de e et A

1.5. Couplage éléments finis-¢léments finis pour I’¢tude vibratoire d’un systéme
couplé fluide-structure

Ce paragraphe traite de la dynamique vibratoire d’un systéme couplé
fluide/structure dans deux cas génériques :

— probléme couplé élasto-acoustique : il s’agit de décrire le comportement d’une
structure ¢lastique linéaire couplée avec un fluide compressible ;

— probléme couplé hydro-élastique : on s’intéresse a la dynamique d’une structure
¢lastique linéaire couplée avec un fluide incompressible avec une surface libre, en
prenant en compte les effets de ballottement.

Par rapport a la situation étudié¢ dans le paragraphe précédent, on prend donc en
compte les phénomenes vibratoire du fluide (en hautes fréquences : phénomenes acous-
tiques, en basse fréquence : phénomene de ballottement).

La modélisation du probleme couplé peut étre faite en ayant recours a différentes
formulations qui conduisent a un probléme caractérisé par des opérateurs de masse sy-
métrique ou non symétrique. Ces formulations sont exposées pour les deux problémes
génériques ¢tudiés, et des exemples d’application sont proposés afin d’illustrer les
phénomenes de couplage de modes.

1.5.1. Contexte d’étude et hypotheses générales

Le cadre général est celui des paragraphes précédents, on reprend les hypothéses
génerales faites dans les paragraphes 1.2 pour la structure et 1.3 pour le fluide. Les no-
tations sont celles adoptées dans le paragraphe 1.4 pour la représentation du probléme
couplé (voir F1G. 1.21).

59



On rappelle les équations qui permettent de décrire le probléme avec une formula-
tion symétrique et non symétrique :

— le cas élasto-acoustique peut étre formulé en pression/déplacement (formulation
u, p) qui conduit a un probléme non-symétrique ou en déplacement/pression, potentiel
des déplacements (formulation u, p, ¢) qui conduit a un probléme symétrique ;

— le cas hydro-¢élastique peut étre formulé en pression/déplacement (probléme non
symétrique) ou en déplacement/ potentiel des déplacement, élévation (formulation
u, p, n) qui permet d’obtenir un probléme symétrique.

Les équations continues et les formulations variationnelles correspondantes sont
exposées, la discrétisation du probleéme est conduite avec une technique éléments finis
utilisant les principes exposés au paragraphe précédents.

La prise en compte de la dynamique modale du fluide dans le probleme couplé est
illustrée du point de vue du phénomeéne de couplage de modes, dont I’importance est
¢évaluée dans le domaine haute et basse fréquences par des nombres sans dimensions
permettant d’évaluer I’importance du couplage.

1.5.2. Formulation couplée fluide/structure non symétrique

1.5.2.1. Couplage élasto-acoustique

Un probléeme couplé fluide acoustique/structure €lastique est décrit par les équa-
tions suivantes (voir paragraphes précédents et [MOR 95] pour une présentation plus
détaillée de la formulation) :

00,
—w?pgu; — L(u) = (0 dans Qg w; = 0 sur 0Q2g,
8373'
O'Z'j('l].)nf = 0 sur 00g, aij(u)nf =pn;sur [’
w? 0?
) —a—;;:0dansﬁp p = 0sur 0,
0 0
5’_5an = 0 sur Qg a—fjnj = w?ppun; sur T

La formulation variationnelle du probléme est obtenue en écrivant pour tout champ
de déplacement virtuel du et tout champ de pression virtuelle dp admissibles ; elle
s’écrit :

—w2/ PSU; 5uidv+/ oij(u)e;;(du) dV:/pni(?u,- dS Voéu (1.63)
Qs Qs r
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pour le probléme structure, et :

Op 00p

1
—wz/ —popdV + dV:w2pF/umi opdS Vop (1.64)
Qp € r

pour le probléme fluide.

La discrétisation de la formulation faible du probléme peut étre réalisée avec les
opérateurs Mg, Kg, Kr et R, ainsi que I’opérateur de masse M défini sur le do-
maine fluide 2z par :

1
/ —popdV — SPTMpP
Qr €

On obtient alors le probleme matriciel suivant :
KS -R U(w) 2 MS 0 U(w)
{ 0 K ]{ P(w) }_“’ prRT My || Pw) (1.65)

1.5.2.2. Couplage hydro-élastique

Les équations du probléme de couplage hydro-élastique avec ballottement de la
surface libre fluide® en formulation (u, p) sont alors les suivantes :

00
—w?pgu; — L(u) = (0 dans Qg w; = 0 sur 0Q2g,
8373'
O'ij('l].)nf = 0 sur 09, Jij(u)nf = pn; sur [’
0%p Op 1
—~ = 0 dans Q2 Lt = W2 =p sur O
022 F oz, n; =w gp U Fo
op p dp 2
%jnj = 0 sur 0Qp, 3_303-7% = w pru;n;sur I’
Dans la formulation du probléme fluide, la normale nz au niveau de la surface libre
0, est verticale ascendante, de fagon a écrire le champ de gravit¢ g = —gnp.

La formulation variationnelle du probléme s’écrit :

—wz/ PSUOU; dV+/ oij(a)e;;(du) dV:/pni(Suz- dS Véu (1.66)
Qg Qs

r

9. Le probléme ne prend en compte qu’une formulation au premier ordre du probléme de ballot-
tement fluide. Une formulation plus compléte des effets de gravité peut étre néanmoins utilisée
pour décrire le probléme couplé [SCH 01].
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pour le probléme structure, et :

—w2/ 1p(SpdS + Op Dop
a52F0

dV:w2pF/uini SpdS  Vép (1.67)
g ap 07 Ox; r

pour le probléme fluide.

La discrétisation de la formulation faible du probléme peut étre réalisée avec les
opérateurs Mg, Kg, K et R, ainsi que I’opérateur de masse M. défini sur la surface
libre 02, par :

1
/ “pdpdV — SPTM,P
Nr, 9

On obtient alors le probleme matriciel suivant :
KS —-R U(w) . w2 MS 0 U(w)
0 Kp Pw) [ prRT M/ P(w)

En distinguant les degrés de liberté en pression pour les noeuds de la surface libre
et pour les noeuds du reste du domaine fluide, on écrit 1’équation précédente sous la
forme suivante (voir paragraphe 1.3, paragraphe 1.3.3.2) :

Ks -R, —-R U(w) Mg 0 0 U(w)
0 K% K% P,(w) p=w?| prRI M% 0 P, (w)
0 K¢ Kp P(w) prRT 0 0 P(w)

En éliminant les degrés de liberté P on écrit la formulation matricielle suivante :

Ks —(R, - RK;'K% )
0 K% -K.K;'Ky'

w2[ Ms + prRKZ'RT 0 ]{ U(w) } (1.68)

pr(RY —K$KL'RT) M4 | | Po(w)

Cette formulation fait apparaitre deux sous-problémes aux valeurs propres carac-
térisant respectivement :

— les modes de structure couplée avec le fluide incompressible sans ballottement
de la surface libre (voir paragraphe 1.4, formulation 1.55), obtenus par la résolution
du probléme

KsU(w) = w?(Mg + prRK-'RT) U(w) (1.69)

— les modes fluide de ballottement, sans prise en compte du couplage avec la struc-
ture (voir paragraphe 1.3, formulation 1.26), obtenus par la résolution du probléme

~ ~ .~ T o
(K% — K%Kz-'K% )P, (w) = w’M% P, (w) (1.70)
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La formulation (1.68) précédente montre aussi que la prise en compte des effets de
surface libre dans le probleme couplé fluide/structure est caractérisée par un couplage
entre les modes de ballottement du fluide et les modes hydro-¢lastiques de la structure.
La matrice de couplage des deux sous-problémes est I’opérateur R —K%f{}lf{T ;le
systéme matriciel couplé prend la forme caractéristique d’un probléme en formulation

(u,p).

1.5.3. Formulation couplée fluide/structure symétrique

La modélisation du probléme couplé avec la formulation pression/déplacement
conduit on 1’a vu a I’écriture d’un probléme non-symétrique. Le calcul des modes
propres nécessite donc le recours a des algorithmes adaptés pour ce genre de pro-
blemes [RAJ 26], avec des temps de calcul importants. D’autre part, I’analyse dy-
namique du systeme couplé basee sur des technique de décomposition modale (voir
paragraphe suivant) ne peut pas €tre conduite simplement avec ce type de formulation.

Le recours a une formulation symétrique permet de traiter le probléme coupl¢ avec
les outils classiques de 1’analyse vibratoire des structures. Morand et Ohayon ont ainsi
propos¢ des formulation symétriques pour les problémes élasto-acoustique et hydro-
¢lastique [MOR 95].

1.5.3.1. Couplage élasto-acoustique

Une forme symétrique du probléme ¢€lasto-acoustique peut étre obtenue en utili-
sant une formulation couplée, basée sur une représentation du probléme structure en
terme de déplacement u et le probléme fluide en terme de pression p et potentiel des
déplacements ¢ [BOU 84] [BOU 87] [OHA 83]. Par rapport a la formulation (u, p)
présentée au paragraphe 1.5.2.1, la formulation (u, p, ¢) introduit une variable supplé-
mentaire (donc des degrés de liberté supplémentaires pour le probleme discret), mais
permet d’obtenir un probléme discret écrit avec des matrices de masse et de raideur
symétriques. Le potentiel des déplacements ¢ est relié a la pression selon!0 :

p = prw’y

Les équations du probleme couplé sont alors les suivantes [MOR 95] :

———~ = (dans Qg

10. Le modgele linéaire de fluide adopté dans le cadre général de ce paragraphe permet en effet
de définir un potentiel des déplacements selon la relation & = V¢ ou £ est le champ de dépla-
cement dans le fluide. Compte tenu de la relation Vp = iwprv (voir paragraphe 1.3), avec par
définition v = w&, on retrouve bien la relation entre pression et potentiel des déplacements.
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uw; = 0 sur 0Qg, aij(u)n}9 = 0 sur 0QNg, (1.71)

pour la structure, et :

p ¢ p 1
C—2—I—pF$=0 e —w2c—2<p:0dansQF
dp g
@ = 0 sur 0 p, %nj = 0 sur 0Q g, (1.72)
j

pour le fluide, avec les conditions de couplage :

9p
8$j

aij(u)nf = w?pppn; n; = u;n; sur I’ (1.73)
qui expriment la continuité de la composante normale du tenseur des contraintes et de
la composante normale du déplacement a I’interface fluide/structure.

La formulation variationnelle du probleéme est alors obtenue en multipliant la pre-
micre relation dans (1.71) par un champ de déplacement virtuel du et la premicre et
deuxiéme relation dans (1.72) respectivement par un champ de potentiel de déplace-
ment virtuel d¢ et par un champ de pression virtuelle dp. Apres intégration par parties
sur les domaines g et {2 et prise en compte des termes de conditions aux limites on
écrit les formes intégrales suivantes :

0%u; 0%
pPs 912 5’LLZ dV + Oij (H)Eij (511) dV + PF W nz5uz dS =0 Viou
2s Qs r
(1.74)

pour le probléme structure, et :

dp 06 o
P 8“’ 8‘pdv+/ p—;OdV—i—pF/uini&pdV:O Yoy (1.75)
Qp 0T 0T Qp € r
1 pop 1 0%p
F F

pour le probléme fluide.

La discrétisation des termes de masse et de raideur des problemes fluide et struc-
ture avec la méthode des éléments finis permet de calculer les matrices Mg, Mg, Kg
et Kp.

Les formulations (1.75) et (1.76) font apparaitre des termes supplémentaires qui
peuvent €tre discrétisés avec les opérateurs définis précédemment :

Op 0dp

d PTK P
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/ P9 1y . 58TMP / PP gy . 5PTM &
Qr € Qr €

/ o n;ou; dS — SUTR® / u;n; 0 dS — s®TRTU
I I

La discrétisation de la formulation variationnelle du probléme couplé conduit ainsi a
I’écriture des €quations suivantes :

—w?UTMgU + 6UTKsU + ppdUTR® = 0
1/pp 0PTMpP —w?0®"Mp® = 0
—pp 0PTKp® + §®TMpP + ppd®TRTU = 0

Les équations précédentes sont valables pour tout dU, 6P et 0®. En multipliant la
derniére équation par —w?, on obtient le systéme matriciel :

KS 0 0 U(w)
0 0 0 (W)
MS 0 ,OFR U(w)
w? 0 0 Mp P(w) (1.77)
,OFRT MF _pFKF <I>(w)

On peut éliminer la variable @ a partir de la derniére ligne de (1.77) et écrire :

® =1/prK;'MpP + K.'R"U

En reportant cette expression dans les deux premieres lignes de (1.77), on obtient le
probléme d’évolution en temps formulé avec les inconnues pression et déplacement :

5 e R )
2 [ Ms + prRK-'RT RK'Mp ] { U(w) }

MrK;'RT 1/prMpK' Mg P(w) (1.78)

Les formulations précédentes font intervenir des matrices de masse et de raideur
symétriques, écrites uniquement en fonction des opérateurs utilisés pour la formula-
tion non-symétrique. Dans la formulation (1.77), la taille du probléme fluide est dou-
blée par rapport a la formulation (1.78), mais les matrices sont symétriques et creuses.
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Dans la formulation (1.78), les matrices sont symétriques mais pleines ; cette formu-
lation nécessite également une opération d’inversion matricielle : la qualité du calcul
des valeurs propres dépend donc du conditionnement de la matrice K [SIG 05]!1.

1.5.3.2. Couplage hydro-élastique

Une formulation symétrique pour le probleme de couplage structure élastique/fluide
incompressible avec ballottement de surface libre peut étre obtenue en utilisant une
description du fluide en élévation et potentiel des déplacements. L’élévation 7 carac-
térise le déplacement normal du niveau de fluide sur la surface libre (voir paragraphe
1.3). On formule alors le probléme couplé de la fagon suivante [MOR 95] :

—w?pgu; — M = 0 dans Qg
833]'
w; = 0 sur 9Ng, oij(u)nf = 0 sur 9s, (1.79)

pour la structure, et :

8290 2
=0dans Qp  prpgn—w prp =0
(9:1:
0 0
ad F—nsurﬁﬂpo A F—Osur@QFW (1.80)
(9% (9:1:]
pour le fluide, avec les conditions de couplage :
S 2 890
Jij(u)nj = wpreYn; . n; = ujn; sur I’ (1.81)
J

et la contrainte de conservation du volume pour un fluide incompressible!2 :

r 0Qr,

11. Dans la pratique les codes de calcul mettant en oeuvre la formulation symétrique (u, p, ¢)
utilisent les matrices données par (1.77). Dans I’exemple présenté au paragraphe 1.5.4, on utili-
sera la forme condensée (1.78).

12. Cette contrainte peut €tre traitée en introduisant un multiplicateur de Lagrange 7, les équa-
tions du probléme couplé peuvent étre écrites en introduisant cette variable dans la relation
prw?p + 1 = prgn. [MOR 95] expose dans le détail le traitement de cette contrainte pour
la résolution du probléme couplé. Dans 1I’exemple proposé au paragraphe 1.5.5, on étudiera un
probléme couplé en géométrie a symétrie axiale et utilisant une représentation des inconnues du
probléme en série de Fourier : dans ce cas, la condition (1.82) est vérifiée de fagon intrinséque
pour les modes symétries (s > 1) ou anti-symétriques (a > 1).
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On écrit la formulation variationnelle du probléme couplé sous la forme suivante,
en introduisant les champs virtuels de déplacement, potentiel des déplacements et €l¢é-
vation (respectivement du, d¢ et on). Elle s’écrit :

62’&1’ 82
pgﬁ ou; dV + oij(w)gi;(6u)dV = —pp (%2 nzéuZ dy Vou
QS QS’

(1.83)
pour le probléme structure, et :
82
/ PPy 577d5+/ prgnondS =0 YV on (1.84)
oQp, Ot 0o
Op 06
/ pF890 o 90 dy — /ppumZ dpdS — prndpdS =0 Vop (1.85)
QrF T 0%; 0Qro

pour le probléme fluide.

La discrétisation de la forme variationnelle précédente avec une technique é€lé-
ments finis conduit a la définition des opérateurs de masse et de raideur suivants,
calculés sur la surface libre 9€2,, avec les degrés de liberté en élévation :

/ prgndndS — JHTKpH
aSlFo

/ prndpdS — §®TMpH
8QFO

/ pr pondS — (5HT1\~/I£<I>
8QFO

Le probléme est alors €écrit sous la forme discrete suivante :

KS 0 0 U(w)
0 RF 0 H(W) =
0 0 O ®(w)
Mg 0 prR U(w)
w? 0 0 Mp H(w) (1.86)
prRT ML —prKp P (w)

Apres ¢limination de la variable ®, on obtient le probleme symétrique suivant :

ER A e
[MS+pFRK - RT RK'M% H U(w) }

1.
MrK,'RT 1/,0F1\/IFK 1MT H(w) (1.87)

Cette expression fait apparaitre les deux sous-problémes aux valeurs propres sui-
vants :
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— modes propres de la structure couplée avec un fluide incompressible sans effets
de surface libre, obtenus par résolution du probleme

Ks U(w) = w?*(Mgs + prRKZ-'RT) U(w)

— modes fluide de ballottement (sans couplage avec la structure), obtenus par ré-
solution du probléme aux valeurs propres formulé en élévation de la surface libre

KrH(w) = w?/prMpK ' MEH(w) (1.88)

La formulation couplée (1.87) montre, comme la formulation non symétrique (1.68),
que les modes propres du systéme résultent d’un couplage entre ces deux types de
modes.

Comme dans le cas élasto-acoustique, on peut formuler le probléme couplé avec
des opérateurs de masse et de raideur symétriques, sous forme condensée ou non.
La formulation condensée permet de réduire la taille du probleme, mais peut étre
numériquement instable. Dans la pratique, les codes de calcul utilisant la formulation
(u,n, ) se basent sur la forme non condensée (1.86)13.

1.5.4. Exemple n°5 : poutre élastique couplée avec un fluide compressible contenu
dans une cavité cylindrique sans surface libre

On propose dans ce paragraphe un exemple de mise en oeuvre des formulations
symétriques et non symétriques pour I’étude d’un probléme couplé élasto-acoustique.
Le cas étudié est représenté par la F1G. 1.30 : il s’agit du cas générique proposé au
paragraphe 1.4, pour lequel on suppose que le fluide est compressible et qu’il occupe
toute la cavité fluide, confinée par une paroi rigide.

Les caractéristiques géométriques et physiques du probléme étudié sont les sui-
vantes : R = 0.1 m, e = 0.02m, L = 1 m, pg = 7800 kg/m?, E = 6.04 x 10° Pa,
a =2, c= 1500 m/s, pr = 1000 kg/m3.

Les formulations symétriques et non symétriques sont obtenues a partir des équa-
tions générales présentées dans les paragraphes 1.5.2.1 et 1.5.3.1, spécialisées au cas
de la poutre élastique (voir paragraphe 1.2.5) couplée avec un fluide compressible
(voir paragraphe 1.3.5).

On utilise la méthode de résolution numérique par couplage ¢léments finis/éléments
finis, telle que détaillée dans le paragraphe 1.4.5. On écrit alors le probléme aux va-
leurs propres en fonction des degrés de liberté (u, p) avec la formulation non symé-
trique (les matrices sont creuses et non-symétriques, voir FI1G. 1.31) et la formulation

13. Dans I’exemple proposé au paragraphe 1.5.5, on utilisera la formulation condensée.
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i Poutre élastique
Paro1 ngide Ps [kg/m’], E [Pa]
i v(zt)

>

Fluide compressible

pr [kgm’], ¢ [ms]

| prB.zo

Figure 1.30. Poutre élastique couplée avec un fluide compressible sans
surface libre

symétrique condensée (les matrices masse et raideur sont pleines et symétriques, voir
F1G. 1.32).

Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.31. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
couplé poutre/fluide compressible sans surface libre en formulation (u, p)

Le TAB. 1.7 donne une comparaison des fréquences propres des quatre premiers
modes propres couple€s, obtenus avec la formulation symétrique et non symétrique, et
la F1G. 1.33 donne une représentation des modes propres du systéme couplé¢, en dé-
placement pour la structure (déformées modales de flexion de la poutre) et en pression
pour le fluide (iso-valeurs du champ de pression dans le plan (r,0 = 0, z)).
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Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.32. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
couplé poutre/fluide compressible sans surface libre en formulation (u, p, ¢)
avec condensation de &

) A B .
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/ !II‘I |
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g : 5} )
Mode n°1 Mode n°2 Mode n°3 Mode n°4

Figure 1.33. Modes propres couplés élasto-acoustiques en flexion v et
pression p

1.5.5. Exemple n°6 : poutre élastique couplée avec un fluide incompressible contenu
dans une cavité cylindrigue avec surface libre

On s’intéresse maintenant a I’étude d’un probléme couplé hydro-¢lastique. Le cas
¢tudié est défini par la F1G. 1.34 ci-dessous. Les caractéristiques du probléme sont les
suivantes : R = 0.1m, e = 0.02m, L = 1 m, pg = 7800 kg/m3, E = 6.04 x 10° Pa,
a=2,H=0.75m, pr = 1000 kg/m3, g = 9.81 m/s?.

Les équations du probleme en formulation symétrique et non symétrique sont
écrites a partir des expressions générales présentées dans les paragraphes 1.5.2.2 et
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Fréquence Formulation (u,p) Formulation (u, p, )

fi 7.9849 Hz 7.9814 Hz
£ 52.242 Hz 52.236 Hz
3 151.50 Hz 151.57 Hz
£ 305.42 Hz 305.77 Hz

Tableau 1.7. Fréquences propres du probléme élasto-acoustique en
formulations symétrique et non symétrique

T
Paroi rigide =i Poutre elastique
\\\"H py kg 1n3]. E [Pa]
viZ.t)
Surface libre ~ ] >
= R :
L : Fluide incompressible
l pr lig/m’]
H
R, B p(r.0.z.t)
v ....P '-\'

Figure 1.34. Poutre élastique couplée avec un fluide incompressible avec
surface libre

1.5.3.2, spécialisées au cas de la poutre ¢élastique (voir paragraphe 1.2.5) couplée avec
un fluide incompressible (voir paragraphe 1.3.6).

On utilise la méthode de résolution numeérique par couplage ¢léments finis/éléments
finis, telle que détaillée dans le paragraphe 1.4.5. Le probléme aux valeurs propres est
écrit en fonction des degrés de liberté (u, p) pour la formulation non symétrique (les
matrices sont creuses et non-symétriques, voir FI1G. 1.35) et en fonction des inconnues
(u,n) pour la formulation symétrique condensée (les matrices masse et raideur sont
pleines et symétriques, voir FI1G. 1.36).

Avec la formulation (1.88), on peut calculer les modes propres de ballottement
du fluide. Le TAB. 1.8 compare les premicres fréquences propres calculés avec la

71



Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.35. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
couplé poutre/fluide incompressible avec surface libre en formulation (u, p)

Matrice de masse Matrice de raideur

Figure 1.36. Structure des matrices de masse et de raideur pour le probleme
couplé poutre/fluide incompressible avec surface libre en formulation (u, n, ¢)
avec condensation de &

formulation en €¢lévation et la formulation en pression : les deux modélisations donnent
des résultats similaires.

La F1G. 1.37 donne une représentation des modes propres de ballottement en
¢lévation dans le plan (r,6 = 0,z); cette représentation est & comparer avec les

formes modales obtenues avec une représentation en pression (voir paragraphe 1.3,
F1G. 1.20).

La représentation en €lévation permet une interprétation plus immeédiate des modes
puisqu’elle correspond a une grandeur directement observable (niveau de la surface
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Fréquence Formulation Formulation
en pression p (1.70) en élévation n (1.88)

f1 1.2978 Hz 1.2978 Hz
f2 2.8822 Hz 2.8819 Hz
f3 4.1066 Hz 4.1048 Hz
fa 5.1980 Hz 5.1922 Hz

Tableau 1.8. Fréquences propres de ballottement fluide en formulation p
(pression) et i (elévation)

Mode n°1 Mode n°2 Mode n°3 Mode n°4

Figure 1.37. Modes propres de ballottement avec formulation en élévation n

libre), alors que la représentation en pression est liée au gradient du champ de dépla-
cement dans le fluide, qui est une grandeur plus délicate a appréhender.

Le TAB. 1.9 donne une comparaison des fréquences propres de la structure cou-
plée avec le fluide avec les formulations symétriques et non symétriques ; les résultats
de calcul sont équivalents et trés proches des valeurs obtenues en considérant un fluide
incompressible avec une surface libre représentée par la condition p = 0 (voir para-
graphe 1.4, TAB. 1.6).

Les modes propres de ballottement du fluide sont €loignés des premiers modes
propres de flexion de la poutre couplé avec le fluide (sans effets de surface libre). Dans
ce cas, une analyse découplée des deux phénomenes est donc possible [CHO 01].

REMARQUE.— Effets de couplage hydro-élastique Des effets de couplage hydro-¢lastiques
peuvent apparaitre lorsque les fréquences de la structure se rapprochent [LIU 82]. La
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Fréquence Formulation (u,p) Formulation (u,n)

fi 9.54 Hz 9.55 Hz
fo 54.69 Hz 52.70 Hz
f3 152.95 Hz 152.96 Hz

Tableau 1.9. Fréquences propres du probléme hydro-élastique en formulations
symétrique et non symetrique

FIG. 1.38 illustre le phénoméne de couplage de modes a basse fréquence!4 pour le cas
générique étudié [SIG 04b]. Le module d’Young de la poutre est ajusté a une valeur
faible, afin d’obtenir des fréquences propres de la structure proches de celles du fluide :
le premier mode de flexion de la poutre sans fluide se situe a 3.47 Hz; le second mode
de ballottement du fluide se situe a 2.87 Hz. Le mode de flexion de la poutre couplée
avec le fluide, calculé sans prise en compte des effets de surface libre est a 2.72 Hz,
la forme modale correspondante est représentée par la F1G. 1.38. Le mode couplé de
flexion/ballottement est calculé a 3.13 Hz, a une valeur nettement supérieure a celle
calculé sans prise en compte du ballottement (tout en restant bien évidemment infé-
rieure a la valeur calculé sans couplage avec le fluide). La F1G. 1.38 montre que la
forme de ce mode couplé hérite des formes modales des modes découplés.

14. D’exemple proposé se limite a I’étude des termes du premier ordre pour le ballottement.
Morand et Ohayon ont proposé une formulation plus complete capable de représenter sans
hypothése simplificatrice 1’ensemble des phénomeénes de couplage en basse fréquence entre
une structure et un fluide [MOR 95].
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=N

N ]

Structure seule (3.4705 Hz) Fluide seul (2.8761 Hz)

Structure couplée avec le fluide, Structure couplée avec le fluide,
sans ballottement fluide (2.7297 Hz) avec ballottement fluide (3.1352 Hz)

Figure 1.38. Illustration du phénomene de couplage de modes en basse
fréquence
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