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DIOPHANTE ET L’ALGEBRE

Par Nicolas Farés : nfares55@hotmail.com
(22-1-2018)

Equipe d’Etudes et de Recherches sur la Tradition Scientifique Arabe
Société Libanaise d’Histoire des Sciences Arabes

La présente étude est extraite du chapitre Il du livre de ’auteur du
présent article, intitulé : Naissance et développement de ’algébre dans la
tradition mathématique arabe, Dar al-Farabi, 20017, Beyrouth.

1. Introduction.

Depuis le début de sa fondation dans le livre d’al-Khwarizmi,
I’algebre demeure la discipline qui s’occupe de la résolution des
équations (ou des systémes d’équations) algébriques, et du calcul
polynomial. Par equation algébrique, nous entendons une equation
dont les deux membres sont des expressions polynomiales. Depuis le
XVI° siécle, notamment avec Descartes (1596-1650) et I’utilisation
généralisée des nombres négatifs, 1’équation algébrique prend la
forme d’une expression polynomiale égalant 0.!

L’algebre est née avec le mot « chose », c’est-a-dire depuis
I’introduction de ce mot dans le dictionnaire mathématique, et
I’application des opérations de I’arithmétique (produit, somme, ...)
aux choses et aux polyndmes”. Le transport (ou plutét, I’extension)
de ces opérations du domaine des nombre au domaine plus large qui

¢ a d, dans le cas d’une seule inconnue X, I’équation prend la forme :

i=n

Zai x' =0, ou les coefficients a, appartiennent & un certain anneau.

i=0

®) Le mot «chose » a été introduit, pour la premiére fois dans le dictionnaire
mathématique, par al-Khwarizmi (Mohamed ibk Masa) dans son livre : « al-jabr wa
al-muqabala » composé a Bagdad sous le regne du Calife Al-Ma’man (813-833). Ce
mot, choisi délibérément parce qu’il ne désigne pas un objet déterminé, se note,
communément, depuis le XVI1° siécle, x. Cette lettre de I’alphabet latin désignait
(souvent) jusqu’au XX° siécle I’inconnue de I’équation mais aussi 1’indéterminée du
polynéme ; actuellement on désigne (souvent) cette derniere par X, pour la
distinguer de I’inconnue.
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est celui des « choses » est I’acte génial d’al-Khwarizmi qui a marqué
la naissance de la nouvelle discipline : I’algébre.

La suite de cet article a pour objet de montrer que la
qualification des Arithmétiques de Diophante, comme étant un travail
en algebre, est un abus qui attribue a cette ceuvre un domaine étranger
a la mathématique Diophantienne. Dans un autre endroit ([Fares,
2017, pp. 41-49]), nous avons montré que, de méme, les propositions
des Eléments d’Euclide que certains historiens des sciences ont
traittes comme étant algébriques ou appartenant a 1’algebre
géométrique, ne le sont pas effectivement. Cela s’accorde avec les
vues de R. Rashed sur ce sujet. Ce dernier a déja montré que la
mathématique indienne ancienne ne contient pas de 1’algebre et

qu’elle ne constitue pas une source de 1’algébre d’al-Khwarizmi
[Rashed, 2007, pp. 64-79].

2. “Commencement” de 1'algébre — Probleme des sources du livre
d’al-Khwarizmi : des vues non assez claires.

Les discussions des historiens des mathématiques reflétaient, au
moins jusqu’au dernier quart du si¢cle dernier, une certaine
incertitude, voire des controverses, sur la question des sources de
I’algebre d’al-Khwarizmi, donc sur celle du “commencement” de
I'algebre, ces deux questions étant étroitement liées.

A. Anbouba décrit cette incertitude en écrivant, a propos de
I’algébre d’al-Khwarizmi: “pour les spectateurs lointains que nous
sommes, [’histoire de I’algébre chez les arabes s ’ouvre sur un coup de
théatre...” [Anbouba, 1978, p. 66]. Vers la fin du 20° siécle, R. Rashed
est encore plus explicite sur ce sujet, en se demandant: “... pourquoi,
nouvelle-née, cette discipline n’en est pas moins adulte et, pour quelle
raison cette contribution dont plusieurs aspects suggerent qu’elle
couronne une activité passée, se présente cependant comme un
commencement radical” [Rashed, 1984 (1), p. 19].

Nous pensons qu’A. P. Youschkévitch a exprimé une opinion
partagée par les historiens des mathématiques quand il a écrit, dans les
années 60 du 20° siécle : “le probléme des sources d’al-Khwarizmi
demeure encore entier” ; et, en comparant ’algeébre d’al-Khwarizmi
avec la mathématique indienne, il a poursuivi: “Mais son algébre (i.e.
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celle d’al-Khwarizmi) présente une série de particularités. On ne
trouve dans [’algébre indienne aucune explication géométrique des
regles de résolution des équations du second degreé, ni des opérations
utilisant des grandeurs algébriques, alors qu’elles tiennent chez al-
Khwarizmi une place prépondérante”. Aprés avoir comparé le style du
livre d’al-Khwarizmi avec celui des Eléments d'Euclide (notamment
dans le livre II), il conclut que “le style des explications et des
démonstrations est, chez ces deux auteurs, fondamentalement
différent. Si ’algebre géométrique des anciens a exercé une influence
sur al-Khwarizmi, cela n'a pu se faire que sous une forme
profondément transformée et adaptée aux besoins de [’algébre
numérique” ; et, semble-t-il pour rappeler que le probléeme de la
parenté de cette algébre n’est toujours pas tranché, il ajoute: “Mais
c’est la une hypothése qui, bien entendu, ne repose jusqu’a présent
sur aucune justification historique”. D’autre part, Youschkévitch ne
croit pas a une éventuelle influence diophantienne sur I’algebre d’al-
Khwarizmi, rappelant qu’« aussi loin que [’on puisse remonter, les
premiéres traductions arabes de Diophante, furent faites a Bagdad

par le savant chrétien Qusta ibn Liiqa al-Ba'albakki, originaire de

Baalbek (Heliopolis) au Liban, mort en 912 en Arménie, et plus tard
par Abu-I-Wafa® » [Yousckevitch, 1976, pp. 42-43].

A. Anbouba résume clairement les idées, encore en cours, a
propos de I’influence de 1’'une ou I’autre des mathématiques indienne
et grecque sur I’algeébre d’al-Khwarizmi: « Dés le début du XIX®
siécle, les discussions opposent les tenants d 'une ascendance grecque
aux partisants de [’origine indienne et n’aboutissent pas a une
conclusion probante » [Anbouba, 1978, p. 73].

Par ailleurs, bien que le style d’al-Khwarizm1 rappelle les
travaux indiens en ce qui concerne les algorithmes de résolution des
équations du second degré, il rappelle aussi, par ses démonstrations
géomeétriques, le style du livre II des Eléments d’Euclide. Cependant,
les deux mathématiques, indienne et grecque, ne sont pas les seules
sources probables d’al-Khwarizmi. Ce mathématicien a en effet vécu
dans une région du monde ou I’important héritage et les traditions
scientifiques de la Babylonie auraient une grande chance de survivre
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et de se faire sentir, sous une forme ou une autre, méme dans la vie
quotidienne; I’influence babylonienne n’est donc pas a écarter. A ce
propos, A. Anbouba écrit: “Ce n’est que vers 1930, avec le
déchiffrement plus large des tablettes babyloniennes que les origines
de [l’algebre arabe (et de la géométrie grecque) commencent a
recevoir un éclairement plus satisfaisant...” ; il va encore plus loin,
soupgonnant une influence babylonienne sur les Arithmétiques de
Diophante, sur le livre Il des Eléments et sur I’algébre d'al-
Khwarizmi1 : “Les propositions d’algebre géométrique des Eléments
d’Euclide dont la nature et [’objet sont si éloignés de [’idéal
mathématique grec et des objectifs du livre prennent alors leur
véritable signification d’apport étranger. De méme se trouve éclairée
[’étrange physionomie d’Héron d’Alexandrie et de Diophante.
L’algebre d’al-Khwarizmi ne serait alors qu’une résurgence de ce
vieux courant babylonien dont I’évolution et la transmission au cours
des siecles restent cependant trés obscures” [Anbouba, 1978, pp. 73-
74].

Nous pensons que la cause principale de cette incertitude sur la
question des sources de 1’algebre d’al-Khwarizmi, réside dans le
manque de données historiques. En effet, al-Khwarizmi ne fait
allusion a aucune de ces sources, tandis que dans son livre
d’arithmétique, il exprime explicitement le fait qu’il s’y appuie sur des
modeéles indiens?>. Ce manque a donné lieu & des conjectures dont
certaines ¢étaient admises comme si c’¢taient des axiomes, vu la
notoriété scientifique des historiens qui les ont énoncées et leur
reprise, sans discussion, par les disciples et les successeurs de ces
historiens. En 1’absence de références précises, il était naturel de voir
surgir des contradictions entre certaines de ces conjectures ainsi
qu’une sorte de confusion entre la question des “ sources” du livre
d’al-Khwarizmi et celle des “origines” de ’algébre. Il était admis par

® Le traité d’arithmétique d’al-Khwarizmi ne nous est parvenu que dans une
traduction latine. Dans les premiéres lignes de ce livre il écrit:= =« ... nous avons
deécidé d’exposer la maniére de compter des Indiens a ['aide des IX caracteres... »
[Yousckévitch, 1976, p. 16]. D’autres ceuvres d’al-Khwarizmi évoquent 1’Inde,
d’une fagon ou d’une autre.
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exemple que Les Arithmétiques de Diophante est un livre d’algébre
ou, au moins, qu’il constitue une des origines de l’algébreg. De méme,
le livre Il des Eléments d’Euclide était considéré comme le début de
I’algébre géométrique®. On avait aussi parlé de travaux algébriques
dans la mathématique babylonienne® et, depuis le début du XX® siécle,
les idées qui voyaient dans certains travaux indiens du VI°® ou VII°
siécle des sources de I’algebre d’al-Khwarizmi ont acquis une large
audience.

En 2007, R. Rashed a publi¢ un livre sur l’algébre d’al-
Khwarizm1 visant, d’aprés son titre et son contenu, a trancher la
question du « commencement de 1’algebre ». Il a étudié le probléme
des sources cette algébre dans un paragraphe intitulé «les lectures
mathématiques d’al-Khwarizmi » [Rashed, 2007, pp. 31-79]. Cette
étude prouve qu’al-Khwarizmi a eu connaissance des Eléments
d’Euclide et en particulier du livre II de cette ceuvre. Elle prouve aussi
quil a connu, de pres, des travaux géométriques d’Héron
d’Alexandrie dont il a utilisé certains problémes. D’un autre coté,
cette étude infirme 1’idée considérant Les Arithmétiques de Diophante
comme une source du livre d’al-Khwarizm1 ou comme un travail
algébrique qui lui est antérieur. De plus, elle écarte la possibilité de
considérer les travaux indiens (ceux de Brahmagupta et d’Aryabhata,
en particulier) comme des sources du livre d’al-Khwarizmi. Pour

® Dans [Rashed, 2007 p. 61], on trouve cités plusieurs ouvrages modernes qui
adoptent une telle opinion. Dans un ouvrage antérieur [Rashed, 1984 (1) p. 60],
l’auteur rappelle que Paul Tannery considére que 1’algébre arabe “ne s’éleve
d’ailleurs nullement au dessus du niveau atteint par Diophante”. Voir aussi
[Bellosta, 2010] qui se réfere au livre de P. Tannery : La géométrie grecque p. 6 ; on
peut aussi consulter [Taton, 1957, pp. 343-344].

* A partir de P. Tannery, d’aprés [Dahan-Delmico, Peiffer, 1986, p. 76].

® Certains grands historiens des sciences sont allés jusqu’a considérer les
babyloniens comme étant “les inventeurs de [’algebre et ['on peut penser que
Diophante s’est inspiré directement de leurs méthodes” [Taton, 1957, p. 116]. Les
titres de certains ouvrages contribuent, d’une facon ou d’une autre, a augmenter la
confusion autour du commencement de 1’algebre, comme par exemple “4000 ans
d’algebre” : 4000 Jahre Algebra, Geschichte, Kulturen, Menschen. H. W. Alen; A.
Djafari Naini; M. Folkerts; H. Schlosser; K.H.Schlote; H.Wussing. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg 2003.
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arriver a ces conclusions, R. Rashed s’est basé sur 1’analyse de chacun
de ces travaux anciens ; la plupart des résultats de son étude ont été
évoqués dans des publications antérieures a celle de son livre sur al-
Khwarizmi ([Rashed, 1984 (2), 1984 (3), 1994]), ainsi que dans des
interventions non publiées. Une contribution récente ([Fareés, 2017, ch.
I, 11, III]), confirme la naissance de 1’algebre, en tant que discipline
mathématique, dans le livre algébrique d’al-Khwarizmi et jamais
avant la parution de ce livre. Un article qui I’a précédée ([Fares,
2015]) montre que ce livre d’al-Khwarizmi contient une premiére
forme d’une axiomatique de 1’algébre.

3. Diophante et I’algébre.

Si I’hypothése selon laquelle certains livres des Eléments
d’Euclide contiennent des propositions algébriques est facilement
réfutable®, il n’en est pas de méme pour le livre de Diophante intitulé
Les Arithmétiques. Jusqu’a nos jours, une grande proportion d’articles
consacres a l’enseignement ou a la culture générale, qualifient ce
savant grec alexandrin de « pére de [’algebre ». Une telle qualification
n’est pas sans fondement ; elle reprend des idées avancées par des
mathématiciens de taille depuis le XVI° siécle, et admises et répétées
jusqu’a nos jours.

3. 1. Diversité des idées sur la mathématique du livre de
Diophante.

En fait, les commentaires et évaluations concernant la nature de
la mathématique de cette ceuvre différent d’un historien des
mathématiques a un autre. Ces évaluations sont souvent marquées par
leur style imprécis et semblent éviter de prononcer un jugement
décisif. Nous croyons que cette situation est causée par le fait que ce
livre n’est pas un livre arithmétique au sens euclidien qui est notre
conception actuelle de I’arithmétique. Cela veut dire qu’il n’est pas un
livre qui s’occupe des propriétés du nombre naturel conformément au
modele donné dans les Livres VII, VIII et 1X des Eléments. Tl n’est
pas, non plus, un livre d'arithmétique pratique s’intéressant aux

® Voir [Fares, 2017, ch. II].



opeérations arithmétiques sur les nombres. De méme, comme on le
verra, il n’est pas un livre d’algébre. En fait, le contenu de ce livre
peut étre lu de différentes fagons, ce qui fait que chaque
mathématicien ou historien des mathématiques peut le lire selon son
point de vue ou sa propre position : certains 1’ont considéré comme un
livre d’arithmétique, d’autres 1’ont vu comme un livre algébrique,
d’autres encore y trouvent des liens avec la géométrie algébrique’, ...

Il n’y a pas lieu de s’étendre, ici, sur les autres raisons qui ont
favorisé ces divergences d’opinion et qui ne dépendent pas du contenu
du livre. Notons, néanmoins, qu’une de ces raisons réside dans
I’insuffisance d’informations sur les mathématiques écrites en arabe,
insuffisance qui a duré jusqu’au milieu du XX° siecle.

Or, pour pouvoir évaluer I’exploit algébrique d’al-Khwarizm1 et
le développement de 1’algebre a sa suite, on doit avoir un apercgu de la
mathématique du livre de Diophante. Cela permettra, aussi, de former
une idée claire (dans la limite du possible) de la situation de ce livre
vis-a-vis du commencement de 1’algébre en tant que discipline.
Concernant ce point, il nous semble préférable de commencer par
énoncer le résultat suivant, augquel nous sommes arrivés a la suite
d’une lecture de cette ceuvre et de certains commentaires qui s’y
rapportent :

« Le livre de Diophante ne constitue pas un commencement de
I’algebre ; son objet n’est pas ’introduction de 1’algebre et il ne figure
pas parmi les sources de I’algeébre d’al-Khwarizmi. En revanche, il
contient un grand nombre d’outils, de moyens et de regles que ’on
peut qualifier d’algébriques. De tels moyens ont, en effet, été utilisés
depuis le 1X® siécle, a partir d’al-Khwarizmi, dans 1’édification et le
développement de 1’algebre ».

Nous pensons que la présence de tels moyens est la raison pour
laquelle les Arithmétiques étaient considérées comme un ouvrage
algébrique. C’est pour cette raison aussi qu’on ne doit pas s’étonner
du fait que ce livre ait été traduit en arabe (vers la fin du IX® siécle®,
un demi-siécle apres al-Khwarizmi) sous le titre L 'art de [’algebre et

" Voir [Rashed et Houzel, 2013, p. 20].
8 faite par Qusta ibn Liiqa (fin du 9°s.).
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que ses propositions aient été transcrites dans le langage de 1’algébre
d’al-Khwarizmi. De ce fait, comme le dit bien R. Rashed, Diophante
(qui a vécu probablement au I11° siécle de notre ére) fait figure de
successeur du mathématicien arabe, bien qu’il soit chronologiquement
son prédécesseur [Rashed, 2007, p. 61, et Rashed et Houzel. 2013, p.
20].

Notons a ce propos que les historiens des sciences s’accordent
sur le fait que le livre de Diophante n’était pas une des sources de
I’algebre d’al-Khwarizmi ; ils s’entendent aussi sur le fait qu’il n’était
pas parmi les sources d’ Abii-Kamil (vers la fin du I1X° siécle) bien que
celui-ci ait introduit dans son livre algebrique de nombreux problémes
indéterminés, dans le style diophantien [Anbouba, 1979, p. 135,
Rashed, 2003 et Sésiano, 1982, p. 9]. Aucune trace de ce livre ne se
trouve dans 1’algebre arabe précédant sa traduction en cette langue.
Pourtant, son influence est remarquable et remarquée depuis le 10°
siécle dans certains travaux d’Abu-al-Wafa (m. vers 997), puis
notamment dans I’importante ceuvre algébrique d’al-Karaji (XI° s.)
intitulée al-fakhri, ou plusieurs problemes indéterminés sont
empruntés aux Arithmétiques et traités algébriquement”.

De retour a I’expression « pére de [’algebre », on voit bien
qu’elle manque de précision. En effet, elle pourrait signifier que le
livre de Diophante était le premier livre d’algébre, ou qu’il a été une
des références d’al-Khwarizmi ou, enfin, qu’il constitue une des
sources de 1’algebre. Ainsi, parler de la paternité de 1’algebre sans en
clarifier le sens, pourrait conduire & des confusions : on risque alors de
faire perdre de vue la question du commencement de 1’algebre en
faisant ’amalgame entre « commencement » et « sources ». Celles-ci
pourraient, dans un certain sens, remonter aux mathématiques
égyptienne ou babylonienne, du fait que ces deux mathématiques
comprenaient des  pratiques  «algébriques »  (manipulations

% Pour plus de détails sur ce sujet, voir les livres suivants qui nous ont bien aidé dans
la rédaction de ce paragraphe : [Rashed et Houzel. 2013, et notamment 1’introduction,
pp. 1-46], [Ver Eecke, 1926], les deux livres de R. Rashed [Rashed, 1984 et, 1975]
et [Sésiano, 1982].
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d’inconnues et d’équations)™®. Nous pensons que cela a appelé C.
Houzel et R. Rashed a écrire : « Apres une analyse philologique et
philosophique maitrisee, Klein finit par dire que Diophante
correspond au «primitive stage of algebra». Il reste que cette
démarche phénoménologique intéressante lorsque c’est Klein qui est a
['origine (méme si le texte révele une représentation gauche de
[’histoire des mathématiques) s’est récemment révelée néfaste entre
des mains moins expertes » [Rashed et Houzel. 2013, p. 21].
3. 2. Apercu rapide du contenu du livre de Diophante.

La période dans laquelle le savant Alexandrin avait vécu et écrit
(en grec) les Arithmétiques, n’est pas connue avec précision. Il est
probable qu’elle se situe entre le I11° et le 1V° siécle de notre ére. Cette
ceuvre comprend, d’aprés son auteur lui-méme, treize livres (ou
grands chapitres). Jusqu’a une date récente, on croyait que seuls Six de
ces treize livres avaient été conservés. Ces six livres, écrits en leur
langue originale, ont été découverts par 1’astronome Régiomontus,
(1436-1476) ; mais leur contenu restait inconnu en Europe jusqu’a la
traduction des cing premiers par le mathématicien Raphaél Bombelli
(1526-1572) en 1572, douze siécles environ aprés leur publication®!.
A partir du VII® siécle, plusieurs mathématiciens ont effectué¢ des
traductions plus précises de ces six livres en des langues européennes,
avec parfois des éditions complétes ou partielles'?. Leur traduction

10 Voir par exemple [Dahan-Dalmedico et Peiffer, 1986, pp. 72-76].

1 paul Ver Eecke dit que Bombelli avait mis dans son important ouvrage
algébrique, 143 problemes des cing premiers livres, dans une traduction non assez
fidéle aux textes. Il dit aussi qu’une premiére infiltration de quelques problémes des
Arithmétiques en Europe est détectée dans les ccuvres de Léonard de Pise
(Fibonacci) en 1202 et 1228 [Ver Eecke, 1926, p. LIX]. Mais R. Rashed clarifie
cette question en montrant que les problémes de style diophantien qui se trouvent
chez Fibonnacci ne sont pas empruntés au livre de Diophante : « Notons aussi que
les problémes que Woepcke a cru avoir été empruntés par Fibonacci au
mathématicien de la fin du X® siécle, al-Karaji, ou a Diophante via ce dernier, se
trouvent tous dans le livre d’Abiad Kamil. Or rien n’indique, contrairement a ce que
croyait Woepcke, que Fibonacci connaissait le livre d’al-Karaji —al-Fakhri— non
plus que les Arithmétiques de Diophante [Rashed, 2003].

2 pour plus de détails, voir [Ver Eecke, 1926, pp. LXII-LXVII].

9



frangaise accompagnée de notes trés importantes a été réalisée par
Paul Ver Eeke (1867-1959) en 1926.

En 1971, R. Rashed a découvert quatre autres livres, a la ville de
Meshhed en Iran 3. Ces livres font partie de la traduction des
Arithmétiques en arabe faite par Qusta ibn Liqa. Ils ont été édités par
R. Rashed en arabe en 1975, puis réédités, commentés et traduits en
frangais, par lui en 1984 [Rached, 1975 et 1984]. Entre temps, Jacques
Sésiano les a édités accompagnés de notes historiques en 1982
[Sésiano, 1982].

La découverte de ces quatre livres a changé 1’ordre supposé des
livres des Arithmétiques : les Livres I, 1l et 11l de la version grecque
ont gardé leur ordre initial. Les quatre livres de la version arabe se
sont avérés étre les livres 1V, V, VI et VII; les livres de la version
grecque qui étaient numérotés 4, 5, et 6, viennent apres le Livre VII.
L’ensemble des dix livres contient 290 problémes dont 189 sont dans
les six livres de la version grecque. Cette découverte a surtout influé
sur les évaluations que les historiens des sciences ont faites concernant
le r6le des Arithmétiques dans le développement de la mathématique
ultérieure.

Diophante commence son livre en s’adressant a une personne
qui s’appelle Dionysius : « ... j’ai entrepris d’exposer la nature et la
puissance des nombres, en commencant par les bases sur lesquelles
les choses sont établies », puis il continue, quelques lignes plus loin :
« Comme tu sais, entre autres choses, que tous les nombres sont
formés d’une certaine quantité d’unités, il est clair que leur
établissement s’étend a l’infini. Parmi les nombres, on rencontre
notamment : les carrés, qui sont formés au moyen d’'un nombre
multiplié par lui-méme, nombre qui est appelé le coté du carré ;
d’autre part les cubes, qui sont formes au moyen des carrés multipliés
par leurs cotés ; ensuite les bicarrés, qui sont formés au moyen des
carrés multipliés par eux-mémes ; puis encore les carré-cubes, qui
sont formés au moyen des carrés multipliés par les cubes ayant méme
coté que ces carrés ; enfin les cubo-cubes, qui sont formés au moyen
des cubes multipliés par eux-mémes. Or, il se fait que la combinaison

3 Voir [Rashed, 1984 (2), p. v].
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de beaucoup de problemes arithmétiques résulte soit de la somme de
ces nombres, soit de leur différence, soit de leur multiplication, soit du
rapport qu’ils ont entre eux, ou qu’ils possédent respectivement avec
leurs propres racines ; et ces problemes seront résolus si tu suis la
voie qui sera indiquée ci-apres » [Ver Eecke, 1926, p. 1-2].

Le sujet du livre est, donc, «le nombre » qui est la base de
I’arithmétique. Diophante définit ici six types (ou espéces) de
nombres™ et il dit que les problémes arithmétiques se forment en
combinant des nombres appartenant a certains de ces types,
moyennant les opérations arithmétiques (addition, soustraction,
multiplication, etc.). Quand on reprend les problémes du livre de
Diophante (donnés, tous, sous forme de propositions), on trouve que
leurs inconnues sont des nombres rationnels de 1'un de ces types et
leurs coefficients, des nombres rationnels. Ce qui donne raison a ce
qu’avaient écrit C. Houzel et R. Rashed a ce propos : «A partir de
cette notion ‘d’espéce’, il serait impropre de parler de polynéme et

d’équation polynomiale dans les Arithmétiques au sens ou [’entendent
les algébristes, depuis al-Karagi au X° siécle» [Rashed et Houzel.
2013, p. 28].

Les problemes des Arithmétiques (donnés dans les livres connus
de nos jours), sont, dans leur majorité, indéterminés mais, a une
certaine étape de leur résolution, Diophante transforme leurs équations
en des équations déterminées en donnant des valeurs numériques a
certain(e)s inconnues ou paramétres, de telle sorte qu’il arrive a une
solution convenable du probleme [Ver Eecke, 1926, p. XXII1].

L’inconnue est toujours un nombre (naturel ou rationnel,
positif). En général, les problémes comprennent plusieurs inconnues.
Pour résoudre un probléme, Diophante choisit I’une des inconnues et
la pose comme inconnue principale (ou il choisit une inconnue
supplémentaire, auxiliaire, comme inconnue principale), puis il
exprime au cours de sa résolution, progressivement, les autres
inconnues, en fonction de cette inconnue principale ; finalement

! Les puissances du nombre arrivent, d’aprés ce paragraphe, a la sixiéme. Depuis la
découverte des quatre livres de la version arabe, on sait que Diophante utilise des
puissances qui vont jusqu’a la 9%, sans la 7°.
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I’équation se trouve transformée en une équation ou une seule
inconnue (plus précisément une inconnue d’un type déterminé) occupe
un des membres de I’équation™.

Cela veut dire que Diophante ne s’est jamais confronté au
probléme de résoudre des équations polynomiales pouvant contenir
des puissances distinctes de la méme inconnue. Ainsi, bien qu’il ait
traité des problémes qui reviennent a des équations trinémes du 2°
degré®™, il ne les a pas résolues en passant explicitement par ce type
d’équations : il a utilisé une inconnue auxiliaire t, et il les a
transformées en des équations du type t>=m , ol m est un entier
rationnel positif'’. De plus, le nombre élevé de problémes qui se
ramenent a des équations du premier degré a une inconnue, dans le
Livre 1, montre que, méme ces équations ne constituaient pas pour lui
un type d’équations qui a son propre algorithme de résolution.

Les méthodes de résolution ne suivent pas des regles
déterminées constantes, mais résultent de manipulations ingénieuses
qui différent d’une équation a I’autre, ce qu’a exprimé Paul Ver Eeke
en disant : « A part les quelgues regles indiquées dans le préambule,
les résolutions des problemes de Diophante ne connaissent guere des
regles fixes telles que nous les comprenons aujourd 'hui » [Ver Eecke,
1926, p. XXIV].

C’est que, dans les Arithmétiques, Diophante n’avait pas pour
but de donner, des algorithmes de résolution applicables a tel ou tel
type d’équations mais, il visait, comme le remarquent R. Rashed et C.
Houzel, un objectif pédagogique [Rashed et Houzel, 2013, p. 22]. |l

> Cela veut dire que I’équation prendra a la fin la forme x" =m , ol x est
I’inconnue principale, n est un entier naturel et m est un rationnel positif.

1611 s’agit des problémes 27, 28 et 30 du livre I, qui s’expriment, respectivement, en
les équations: Xx+y =a, Xy =b ; x4y =a, x’+y?’=b ;
X -y =a, X.y = b; voirlarésolution par Diophante de I’une d’elle reproduite
le §3-4 dans plus bas.

Y Nous pensons qu’il les raméne a cette forme (t" =m ), conformément a sa
méthode générale citée quelques lignes plus haut. C’est sans doute ce procédé qui

est appelé, plus tard, par al-Karaji, la méthode ou la voie de Diophante (voir [Farés,
2017, ch. 111, §3).
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présente dans son livre un trés grand nombre de problemes
numériques qu’il résout en utilisant les principes et les regles qu’il
donne au début de son livre. Il exprime le fait que si le lecteur du
livre considére ces problémes comme étant des exercices, ¢’est-a-dire
s’il s’applique a suivre attentivement et a assimiler leurs résolutions, il
sera capable de résoudre d’autres problémes en utilisant ces mémes
principes et regles. En effet, dans I’introduction de son livre, aprés
avoir donné les définitions et les regles principales et avant de
présenter les problémes, il explique : « Applique cela avec adresse aux
données des propositions, et, autant que possible, jusqu’a ce qu’il
reste une seule expression égale a une seule expression » ; puis, il
continue, quelques lignes plus loin : « Maintenant que nous avons
réuni une matiere abondante sur ces expressions mémes, entrons dans
la voie des propositions. Comme ses propositions sont tres
nombreuses et d’une grande ampleur, et que de ce fait, elles sont
lentement ratifiées par ceux qui les abordent, et qui ne sont pas
secondés par leur mémoire, j’ai essayé de diviser celles qui sont
susceptibles de [’étre, et surtout de faire le départ de celles qui, au
début, se rattachent aux éléments, en procédant, comme il convenait
de le faire, des plus simples aux plus compliquées. Elles deviendront
ainsi accessibles pour les commencants, et leur développement se
fixera dans la mémoire. Leur élaboration sera réalisée en treize
livres » [Ver Eecke, 1926, p. 8-9]. Puis, il commence par donner les
propositions des trois premiers livres.

Dans Pl’introduction du Livre IV, Diophante confirme le but
pédagogique de son ouvrage. Parlant des problémes qu’il avait mis
dans les trois livres précédents, il explique :

« ... Comme je les ai disposés selon des degrés que ceux qui
apprennent puissent retenir et dont ils puissent saisir les
significations, je trouve bon aussi, pour que rien ne t’échappe de ce
qui peut étre pratiqué de cet art, de te mettre par écrit —également
dans ce qui suit- de nombreux problemes de cette branche, ceux qui
appartiennent a [’espece du nombre appelé solide, aussi bien que ceux
qui appartiennent & sa composition avec les deux premieres especes.
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J’y suivrai la méme voie et t’amenerai ainsi a t’y élever degré par
degré, et d’'une branche a ['autre, pour que ceCi devienne une
coutume®® et une habitude. Une fois que tu as appris ce que j’ai
inscrit, tu pourras résoudre de nombreux problemes que je n’ai pas
inscrits, puisque je t’aurai tracé la voie pour trouver la plupart des
problemes et que je t’aurai décrit un exemple de chaque espéce »
[Rashed et Houzel. 2013, p. 22].

Ainsi, le sujet des Arithmétiques n’est pas la résolution
d’équations polynomiales. Diophante y consigne une importante
collection de problemes dont les inconnues sont des nombres
rationnels (positifs) de 1’un(e) ou 1’autre des espéces (ou types) qu’il
définit au début du livre. Il transforme ces problémes en des equations
a plusieurs inconnues et les résout par des méthodes ingénieuses qui
utilisent des moyens appelés de nos jours -aprés I’introduction de
lalgébre au 1X® siécle- algébriques: substitution, élimination,
réduction d’une équation a une autre déja résolue ... L’introduction de
ces moyens est la raison principale pour laquelle plusieurs grands
mathématiciens, a partir de Qusta ibn Luqa, ont qualifié ce livre
d’algébrique. Ce livre continue a jouer un rdle considérable dans la
formation et I’inspiration des mathématiciens a travers I’histoire™®,
sans que cela ne change en rien sa nature?. 1l ne s’agit pas d’un livre
en algebre ou dont la publication a marqué le commencement de cette
discipline, bien qu’il utilise des moyens que les mathématiciens, a
partir du IX® siécle, qualifient, a juste titre, d’algébriques et que les
problémes qui y soient posés et traités eussent profondément
contribué, a partir de ce siecle, au développement de 1’algébre.

'8 Ici le mot coutume traduit le mot arabe % , « durba ». Nous croyons qu’il est

préférable de le remplacer par le mot « entrainement ».

19 Rappelons-nous que le grand théoréme de Fermat, dont ce livre a été I’origine,
n’a pu étre résolu avant 1994. Voir le paragraphe 3. 4, plus bas (commentaire de la
proposition 11.8).

O D’aprés une analyse récente faite par R. Rashed et C. Houzel, il s’agit d’un livre
plutdt arithmétique. Parlant de Diophante, ces deux chercheurs écrivent : « Il est
hors de doute que son livre est un livre arithmétique dont le domaine est celui des
rationnels positifs » [Rashed et Houzel. 2013, p. 29].
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3. 3. Les moyens algébriques dans le livre de Diophante.

Apres I’introduction des types de nombre au début de son
livre?*, Diophante continue : « Il est convenu que chacun de ces
nombres, aprés avoir recu une désignation abrégée, constitue un
élément de la théorie arithmétique » [Ver Eecke, 1926, p. 2]. Puis il
présente un symbole pour chacun de ces types. Le symbole d’un type
est une lettre (ou une suite de lettres) qui est une abréviation du mot
désignant ce type ; en plus il désigne I’unité par un symbole (qui est
« Mg »). Les historiens des sciences s’accordent sur le fait qu’il ne
s’agit pas la de symbolisation algébrique ni méme d’un début d’une
telle symbolisation qui, elle, a commencé au XV I° siécle?.

Ensuite, Diophante introduit un mot qui désigne 1’inconnue :
I’«arithme » (api6udg), qui signifie «nombre », et qu’il définit
comme étant le nombre « qui possede en soi une quantité
indéterminée d’unités » ; il le désigne par la lettre ¢. Puis, il définit
I’inverse de 1’arithme et les inverses de ses puissances, jusqu’a la
sixiéme, en prenant les parties aliquotes des nombres naturels comme
modéle?. Puis, il donne les régles de multiplication des puissances de
I’arithme (i.e. d’un nombre quelconque) et des inverses de ses
puissances, les unes par les autres, en remarquant que I’inverse de
I’'unité et ses puissances ou leurs produits sont, invariablement,
Iunité?*. 11 introduit la division d’une maniére concise : « Aprés
t’avoir expliqué les multiplications des expressions que nous avons

2! es nombres carrés, cubes, ..., dans I’introduction du Livre | (voir le § 3. 2, plus
haut).

?2p_ Ver Eecke présente un apercu des débuts de la symbolisation algébrique dans
[Ver Eecke, 1926, p. 20].

%3 Par analogie avec les parties aliquotes d’un nombre, le tiers, le quart, ... : (n étant

. 1
un nombre, son inverse est —).
n

11 donne les régles de la multiplication, de telle sorte que les puissances des
facteurs ou des produits ne dépassent pas la6°: n' xn! =n'*1, ol (i + j <6);
1 1
— X— = —
n nl n|+1
[\Ver Eecke, 1926, p. 4-7].

ou(i <5) ; LonioL i >j ou L oni —niisi <j.
n' n'~ n'
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exposées plus haut, leurs divisions sont claires » [Ver Eecke, 1926, p.
7]. L’introduction de ce nombre inconnu (ou indéterminé),
I’«arithme », celle de ses puissances et de leurs inverses, et
I’application de la multiplication et de la division & ces objets,
constituent un des plus remarquables moyens algébriques du livre de
Diophante.

Ensuite, Diophante passe a la multiplication des expressions
arithmétiques formées par I’addition ou la soustraction, les unes par
les autres, et donne ce que nous appelons la « régle des signes » : « Ce
qui est de manque multiplié par ce qui est de manque donne ce qui est
positif ; tandis que ce qui est de manque multiplié par ce qui est positif
donne ce qui est de manque. ... » [Ver Eecke, 1926, p. 7]. On doit
toutefois noter qu’il n’a pas considéré les nombres négatifs en tant que
tels, mais il a manipulé des expressions arithmétiques de la forme
a—bou a>b . Il poursuit :

« Il est donc utile que celui qui aborde ce traité se soit exercé a
[’addition, a la soustraction et a la multiplication des expressions,
ainsi qu’a la maniére d’ajouter des expressions positives et
négatives® non équipollentes® d d’autres expressions qui sont elles-
mémes positives, ou mémes positives et négatives ; enfin a la maniére
de retrancher d’expressions positives et d’autres négatives, d’autres
expressions soit positives, soit aussi positives et négatives».
Il poursuit :

« Ensuite, s’il résulte d’un probléeme que certaines expressions sont
égales a des expressions identiques mais non équipollentes, il faudra
retrancher de part et d’autre les semblables des semblables, jusqu’a
ce que ['on obtienne une seule expression égale a une seule
expression. Si des expressions négatives se présentent de quelque
maniere, soit d’une part soit de part et d’autre, il faudra ajouter ces
expressions négatives de part et d’autre, jusqu’'a ce que les
expressions deviennent positives de part et d’autre, puis retrancher de
nouveau les semblables des semblables, jusqu’a ce que [’on obtienne

% (’est-a-dire qui contiennent des termes positifs et des termes négatifs.
% Draprés, P. Ver Eecke, il s’agit d’expressions contenant des termes positifs et des
termes négatifs affectés de coefficients différents.
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une seule expression égale a une seule expression de part et d’autre ».
Et, il reprend: « Applique cela avec adresse aux données des
propositions, et autant que possible, jusqu’a ce qu’il reste une seule
expression égale a une seule expression ... ».
3. 4. Exemples de propositions des Arithmétiques.

Dans ce paragraphe, nous reproduisons quelques propositions du
Livre de Diophante, susceptibles de donner une idée (loin d’étre
suffisante) de sa facon de poser les problemes et de les résoudre.
Proposition 1.1 : « Partager un nombre proposé en deux nombres
dont la différence est donnée ».
Proposition 1.2 : « Partager un nombre proposé en deux nombres qui
soient dans un rapport donné ».
Proposition 1.3 : « Partager un nombre proposé en deux nombres qui
soient dans un rapport donné, a une difféerence donnée prés ». [Ver
Eecke, 1926, p. 9-10]

Le style est le méme dans ces problemes : 1’énoncé est général.
Mais Diophante effectue la solution sur des données numériques qu’il
choisit au cours de la résolution. A titre d’exemple, on peut énoncer la
proposition 1.1, dans un langage moderne, de la fagon suivante :
« Trouver deux nombres (entiers) x et y tels que: x +y =a et

x —y =b » (a étant le nombre donné et b la différence). Diophante la

résout en prenant a=100 et b =40. Voici le texte de la solution :

« Que le nombre donné soit 100 et que la différence soit 40 unités ;
trouver les nombres?’.

Posons que le plus petit nombre est un arithme ; donc, le plus grand
nombre est 1 arithme plus 40 unités. En conséquence, la somme des
deux nombres devient deux arithmes plus 40 unités. Or, les 100 unités
données sont cette somme ; donc 100 unités sont égales a deux
arithmes plus 40 unités. Retranchons les semblables des semblables,
¢ ’est-a-dire 40 unités de 100 et, de méme, 40 unités de 2 arithmes plus
40 unités. Les deux arithmes restants valent 60 unités, et chaque
arithme devient 30 unités.

°" Les nombres 100, 40, ..., sont écrits en notation grecque ancienne (alphabétique),
mais nous les reproduisons comme ils étaient donnés par P. Ver Eecke.

17



Revenons & ce que nous avons proposeé : le plus petit nombre sera 30
unités ; tandis que le plus grand sera 70 unités, et la preuve est
évidente ».
Proposition 11.8 : « Partager un carré proposé en deux carrés »
Voici le texte de la solution :
« Proposons donc de partager 16 en deux carres.
Posons que le premier nombre est un carré d’arithme. Deés lors,
[’autre nombre sera 16 unités moins un carré d’arithme. Il faut donc
que 16 unités moins un carré d’arithme soient égaux a un carre.
Formons le carré d’une quantité quelconque d’arithmes diminuée
d’autant d’unités qu’en possede la racine de 16 unités. Que ce soit le
carré de 2 arithmes moins 4 unités. Ce carré sera donc 4 carres
d’arithme plus 16 unités moins 16 arithmes. Egalons-le & 16 unités
moins un carré d’arithme ; ajoutons de part et d’autre les termes
négatifs et retranchons les semblables des semblables. Il s’en suit que
5 carrés d’arithme sont égaux a 16 arithmes, et [’arithme devient
% 28 Des lors, ['un des nombres est 22—556, et ['autre est % Or, ces

deux nombres additionnés forment % , c’est-a-dire 16 unités, et

chacun d’eux est un carré » [Ver Eecke, 1926, pp. 53-54]%.

% Diophante n’a pas utilisé les barres de fraction ; nous reproduisons ici le texte de
16 . .

P. Ver Eecke ; pour = lire : “16 parties de 5”.

211 s’agit (en langage moderne) de résoudre, en nombres rationnels, I’équation

x 2 +y2 =a?, ol a est donné. Diophante la met sous la forme (1) y2 —a?—x? et,
utilisant un procédé ingénieux, cherche les solutions de la forme y =bx —a. Il

obtient y 2 =b%x?+a%-2abx . Alors 1I’équation ) donne

b2x %2 +a® —2abx =a®—x 2. En ajoutant 2abx +x *aux deux membres et en leur

retranchant a2, il obtient (b2 +1)x 2 = 2abx d’ou X = 22ab . Alors
be+1
2
22 ab%-a
x 2 =4a_b2’ y?=(bx —a)’ =(—Z.
(b2+1) (b2+1)
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A propos de ce probléeme: (résoudre en nombre rationnels
positifs I’équation : x2+y?=z2), on lit dans une note de Paul Ver

Eecke (p. 53) : « C’est ce probleme de Diophante qui a donné lieu a
une note célébre que Fermat (Pierre Fermat, 1601-1665). avait écrite
en marge de son exemplaire de [’édition gréco-latine de Diophante,
donnée pour la premiére fois par Bachet de Meziriac en 1621. Cette
note énonce de la maniere suivante ce qu’'on a appelé le grand
théoréme de Fermat : Par contre, il est impossible de partager un cube
en deux cubes, ou un bicarré en deux bicarrés, ou, plus généralement, une
puissance guelconque, hormis celle du carré, en deux puissances ayant
méme exposant. J’ai découvert une démonstration vraiment merveilleuse
de la chose, mais la marge est trop petite pour la contenir ».

« Equations du 2° degré ».

Les problémes revenant a des équations du 2° degré sont donnés
dans les propositions 27, 28 et 30 du livre I. On a déja remarqué (voir
8§ 3. 2, plus haut) que Diophante les résout sans passer explicitement
par de telles équations.

Proposition 1.27 : « Trouver deux nombres tels que leur somme et
leur produit forment des nombres donnés ».

Proposition 1.28 : « Trouver deux nombres tels que leur somme et la
somme de leurs carrés forment des nombres donnés ».

Proposition 1.30 : « Trouver deux nombres tels que leur différence et
leur produit forment des nombres donnés ». [Ver Eecke, 1926, pp. 36-
40].

Voici la solution de la proposition .27 (donnée par
Diophante) : « Il faut toutefois que le carré de la demi-somme des
nombres a trouver excede d’un carré le produit de ces nombres>® ;
chose qui est d’ailleurs ﬁgurativeal.

%0 Cette condition de possibilité exprime que Diophante n’accepte que les solutions
rationnelles : voir la fin de notre commentaire de cette solution, plus bas.

111 semble, d’aprés Paul Ver Eecke, que cette phrase (chose qui est d’ailleurs
figurative) est étrangére au texte de Diophante et qu’elle a été ajoutée au texte par un
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Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités et
que leur produit forme 96 unités.

Que [’excédent des nombres soit 2 arithmes. Des lors, puisque
la somme des nombres est 20 unités, si nous la divisons en deux
parties égales, chacune des parties sera la moitié de la somme, ou 10
unités. Donc, si nous ajoutons a ['une des parties, et si nous
retranchons de [’autre partie, la moitié de [’excédent des nombres,
c’est-a-dire 1 arithme, il s’établit de nouveau que la somme des
nombres est 20 unités et que leur excédent est 2 arithmes. En
conséquence, posons que le plus grand nombre est 1 arithme
augmenté des 10 unités qui sont la moitié de la somme des nombres ;
donc le plus petit sera 10 unités moins 1 arithme, et il s’établit que la
somme des nombres est 20 unités et que leur excédent est 2 arithmes.

Il faut aussi que le produit des nombres forme 96 unités. Or leur
produit est cent unités moins 1 carré d’arithme ; ce que nous égalons
a 96 unités, et l’arithme devient 2 unités. En conséquence, le plus
grand nombre sera 12 unités, le plus petit sera 8 unités, et ces
nombres satisfont a la proposition » [Ver Eecke, 1926, pp. 36-38].

La proposition 1. 27 revient a trouver deux nombres x et y tels
que X +y =a et x.y =b, ou a et b sont deux nombres rationnels. La

solution donnée par Diophante pour a=20, b =96, revient a la
suivante: on pose x-y=2t , alors X :10+t(zg+t) ,

2
y =10— t(———t) douxy———t2 b et tz———b (d’ou

__+/ -b, y——-/ ~b); ainsi t?=100-96 , t? =4,

2
t=2, x =12 et y=8. Comme on a —b (2} ~b=t?, la

des lecteurs a titre de commentaire. Elle veut dire que la condition est une
proposition qui peut étre traduite géométriquement et qu’elle est représentable par
une figure géométrique. En fait elle découle de la proposition 11.5 des Eléments
d’Euclide.
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condition poseée par Diophante : (il faut toutefois que le carré de la
demi-somme des nombres a trouver excéde d’un carré le produit de
ces nombres) est vérifiée. Par le mot carre, dans I’expression « excede
d’un carré » précédente, Diophante entend, un nombre carré Cette
condition lui permet de trouver un x et un y rationnels.

Remarque. Considérer une inconnue auxiliaire, t, et prendre
X :%+t Y :%—t (dans le cas ou x +y =a), est une méthode qui
avait été déja utilisée dans la mathématique babylonienne (1800 av. J.-
C -300 ap. J.-C), dans la résolution de certains problémes du genre des
problemes 1.27, 1.28, 1.30 de Diophante [Dahan-Delmico et Peiffer,
1986, pp. 73-75]. Dans la mathématique babylonienne, on avait utilisé

. . a a
aussi un changement d’inconnue analogue: X =S +E , X =S ——,

2
dans le cas ou intervient 1’équation X —y =a, ce qu’avait fait aussi
Diophante lors de sa résolution du probléeme I. 30 (x —y =a et
x.y =b). Notons qu’Abu-Kamil (vers 830-900) avait utilisé la méme
méthode dans des occasions similaires®.

**k*k
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