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Sch�ema de relaxation pour l'�equation de Schr�o-dinger non lin�eaire et les syst�emes de Davey etStewartsonChristophe BESSEMath�ematiques Appliqu�ees de Bordeaux, UPRESA 5466, Universit�e Bordeaux I, 351 Cours de laLib�eration, 33405 Talence, France (besse@math.u-bordeaux.fr) et Math�ematiques pour l'Industrieet la Physique, Universit�e Paul Sabatier, UFR MIG, 118 Route de Narbonne, 31062 ToulouseCedex 4, France.
R�esum�e. Dans cette note, nous pr�esentons un nouveau sch�ema num�erique pourl'�equation de Schr�odinger non lin�eaire et les syst�emes de Davey et Stew-artson. C'est un sch�ema de type relaxation qui supprime la r�esolution desyst�emes non lin�eaires. Nous donnons des r�esultats d'existence et de con-vergence pour une version semi-discr�ete, localement en temps pour toutedonn�ee initiale et globalement en temps �a donn�ees petites.Relaxation scheme for the nonlinear Schr�odinger equation and Davey-Stewartson systemsAbstract. In this paper, we introduce a new numerical scheme for the nonlinearSchr�odinger equation and the Davey-Stewartson systems. This is a relax-ation type scheme that avoids the resolution of nonlinear systems. We giveconvergence results for the semi-discret version, locally in time for all dataand globally in time for small data.Abridged English Version: We introduce a new numerical scheme for the nonlinearSchr�odinger equation and the Davey-Stewartson systems which reduces the average timeof execution compared with classical numerical schemes for dispersive equations. The aimof this paper is to show the existence of solutions of this scheme and their convergence.Contrary to the classical Crank-Nicolson scheme [5], we have no nonlinear iterationstep. Actually, we suppress the nonlinear part of the scheme by doing a relaxation, whichmeans to separate the treatment of the linear and the nonlinear part to di�erent times.Then, the scheme for the nonlinear Schr�odinger equation (1) takes the form (3). In fact,we write the nonlinearity at time t = n�t and the linear Schr�odinger equation at timet = (n + 12)�t. In a practical point of view, the equation at time t = n�t gives the valueof  at t = (n + 12 )�t that we plug in the second equation, which gives the value of u at



2 C. Besset = (n+ 1)�t.In a �rst part, we show the local existence and the uniqueness of a solution for (3) inHs(Rd), with s > d=2+2. We make use of a �xed point method on a semi linear system (5)equivalent to (3) which takes into account the discrete derivative in time vn+ 12 = un+1�un�t .We are led to de�ne the value of u�1 to insure the solution of the third equation of (5) tobe bounded in L1(0; T ;Hs).Subsequently, we prove the convergence of the discrete solution to the solution ofthe continuous (NLS) equation by comparison between the corresponding discrete andcontinuous Duhamel expressions.In an other way, we show the global existence of solutions for (3) in H1(R2 ) by makinguse of a long waves regularization (7) (see [6]). Applying again a �xed point method, weprove local existence of solution. Thanks to conserved quantities, we can globalize and�nd bounds independent of � for approximate solution. Then, we can pass to the limit�! 0 and conclude to global existence of solution.In this case, the convergence is made by introduction of auxiliary functions U �t1 , U �t2 ,U �t3 , 	�t1 and 	�t2 which allow to (3) to be written as a continuous system. Using thebounds found at preceeding step of the proof, we can make use of compactness as in [3].The same theorems are proved for the Davey-Stewartson version of the numericalscheme (8). All numerical results prove the quality of the scheme. Details of the proofsand several numerical results can be found in [1, 2].1. Introduction Un sch�ema classique pour l'�equation de Schr�odinger non lin�eaireiut + Lu = �juj2�u; x 2 Rd ; t � 0; u(x; 0) = u0(x); x 2 Rd ; (1)avec � = �1, � > 0 et L un op�erateur du second ordre d�e�ni par Lu =Pdi;j=1 aij @2u@xi@xj o�ula matrice (aij) est sym�etrique et inversible, est dû �a Delfour, Fortin et Payre [5] et prendla forme iun+1 � un�t + L(un+1 + un2 ) = �2� + 2 jun+1j2�+2 + junj2�+2jun+1j2 � junj2 (un+1 + un): (2)Ce sch�ema est tr�es robuste et simple �a mettre en �uvre, mais coûte relativement cher entemps de calcul �a cause de l'�etape non lin�eaire. Nous proposons un nouveau sch�ema derelaxation qui supprime le temps d'ex�ecution. Ce sch�ema s'�ecrit8><>:  n+12+ n� 122 = junj2�; x 2 Rd ;iun+1�un�t + L �un+1+un2 � = � �un+1+un2 � n+ 12 ; x 2 Rd : (3)o�u u0 = u0 et  � 12 =  12 = ju0j2�.



Sch�ema de relaxation 32. Existence locale Soit (un;  n+ 12 ) v�eri�ant (3), u�t la fonction constante par morceauxqui vaut un sur [n�t; (n+ 1)�t[, et  �t qui vaut  n+ 12 sur l'intervalle [n�t; (n+ 1)�t[.Th�eor�eme 1 1. Soit u0 2 Hs(Rd ), s > d=2 + 2, alors 9T0 > 0 ne d�ependant que deku0kHs et 9T�t > T0 tels que (3) admet une unique solution maximale (u�t;  �t) dansL1([0; T�t]; (Hs(Rd))2) avec T�t = N�t.2. Soit u la solution maximale de (1) d�e�nie dans C2([0; T�[;Hs), s > d=2 + 4. Alors,on a lim inf�t!0 T�t � T� et 8T < T�, si �t est assez petit, (u�t;  �t) 2 (L1([0; T ];Hs))2et (u�t;  �t) �! (u; juj2) dans (L1([0; T ];Hs))2 quand �t! 0.Sch�ema de la preuve du th�eor�eme (1)A�n de simpli�er la d�emonstration, nous supposons � = 1 et � = 1. La premi�ere�equation de (3) s'�ecrit  n+ 12 +  n� 122 = junj2: (4)En r�e�ecrivant (4) au temps pr�ec�edent (n�1), en la soustrayant de (4) et en la divisant par�t, nous avons  n+12� n� 322�t = junj2�jun�1j2�t . Nous obtenons donc une �equation d'�evolutionsur  n+ 12 . Cependant, le membre de droite de cette �equation est junj2�jun�1j2�t . Il n'est doncpas possible d'appliquer directement une proc�edure de point �xe �a ce syst�eme �a cause soitde la perte d'uniformit�e en �t, soit de la perte de r�egularit�e si nous rempla�cons junj2�jun�1j2�tpar Im �L(un+1+un2 )(un+1 + un)�. L'id�ee est de prendre vn+ 12 = un+1�un�t comme nouvellevariable ind�ependante. Nous obtenons alors un nouveau syst�eme �equivalent �a (3) et quis'�ecrit 8>>>>><>>>>>: un+1�un�t � iL �un+1+un2 � = �ign+ 12 n+32� n� 122�t = �n+ 12vn+32�vn� 122�t � iL�vn+32+2vn+12+vn� 124 � = �i�n+ 12 (5)avec les donn�ees initiales u0,  12 =  � 12 = ju0j2�, v 12 = u1�u0�t et v� 12 = u0�u�1�t , o�u gn+ 12 = n+ 12 (un+1+un2 ), �n+ 12 = 2Re[vn+ 12 (un+1+un2 )] et �n+ 12 = ( n+32+ n� 122 )(vn+32+2vn+12+vn� 124 )+2Re[vn+ 12 (un+1+un2 )](un+2+un+1+un+un�14 ). On pose A = (I � i �tL2 )�1(I + i �t2 ), c'est leg�en�erateur associ�e �a la partie lin�eaire de (3), i.e.iun+1 � un�t + L(un+1 + un2 ) = 0, un+1 = Aun:Nous d�e�nissons alors u�1 par Au�1 = (A+1)u0�u1. Le choix de u�1 n'est pas arbitraire.C'est en e�et le seul choix qui nous assure que pour v 12 et v� 12 d�e�nis ci-dessus, la solu-tion de vn+32�vn� 122�t � iLvn+32+2vn+12+vn� 124 = fn+ 12 est born�ee dans L1(0; T ;Hs) d�es que(fn+ 12 )n est born�ee dans L1(0; T ;Hs). Le syst�eme (5) est semi-lin�eaire et nous appliquonsclassiquement une m�ethode de point �xe.



4 C. BessePour montrer la convergence du sch�ema, on proc�ede comme dans [4] et on �ecrit lesformules de Duhamel discr�etes issues de (5) et les formules continues issues du syst�emecontinu correspondantu(x; t) = S(t)u(x; t = 0)� i R t0 S(t� s)juj2u(x; s)ds; x 2 Rd ; t > 0; (x; t) =  (x; t = 0) + R t0 2Re(uv)(x; s)ds; x 2 Rd ; t > 0;v(x; t) = S(t)v(x; t = 0)� i R t0 S(t� s)�(x; s)ds; x 2 Rd ; t > 0; (6)o�u S(t) d�esigne le groupe de Schr�odinger S(t) = exp (i�t), v = ut et �(x; �) = (v +2Re(vu)u)(x; �). On construit alors �a partir de un,  n+ 12 , vn+ 12 des fonctions C0 parmorceaux u�t,  �t, v�t comme pour l'existence. Comme le probl�eme de Cauchy pour(5) et (6) est r�esolu par une m�ethode de contraction, on obtient une estimation du typeku�t � ukL1(0;T ;Hs) �t!0�! 0 (voir [1, 2] pour les d�etails).3. Existence globale Dans le cas o�u L = �, � = 1 et � = �1, nous avons un r�esultatglobal.Th�eor�eme 2 1. On suppose L = �, � = 1, � = �1. Pour u0 2 H1(R2) telle queu0H1(R2) < 1, le syst�eme (3) admet une solution (Un;	n� 12 ) 2 l1(N;H1(R2 ) �L2(R2)).2. Si �t est su�sament petit, on a u�t �t!0�! u dans L2loc(R+ ;L2loc(R2 )) fortement et �t �t!0*  dans L2loc(R+ ;L2loc(R2)) faiblement. De plus, (u;  ) satisfont( iut +�u = �u ; x 2 R2 ; = juj2; x 2 R2 :Sch�ema de la preuve du th�eor�eme 2La preuve repose sur le fait que (3) poss�ede des invariants qui s'�ecrivent dans ce cas :Lemme 1 Supposons que (un)n2[0;N ] 2 (H1(Rd))N+1 et ( n+ 12 )n=[�1;N ] 2 (L2(Rd))N+2sont solutions de (3), alors, 8n � N RRd junj2dx = RRd ju0j2dx; etZRd jrunj2 + �junj2 n� 12 � �( n� 12 )22 dx = ZRd jru0j2 + �ju0j2 � 12 � �( � 12 )22 dx:Nous e�ectuons alors une r�egularisation ondes longues inspir�ee par [6]. Le syst�eme per-turb�e s'�ecrit8<: iun+1� �un��t +�(un+1� +un�2 )� i��(un+1� �un��t ) = �(un+1� +un�2 ) n+ 12� n+12� + n� 12�2 = jun� j2 (7)Il est facile de montrer �a l'aide d'une m�ethode de point �xe l'existence locale de solutionsde (7). En utilisant l'�equivalent du lemme 1 pour (7), nous pouvons globaliser et trouver



Sch�ema de relaxation 5des bornes ind�ependantes de � en supposant la norme H1 de la donn�ee initiale assez petite.En extrayant des sous-suites, et en utilisant de la compacit�e, nous pouvons passer �a lalimite en �. Pour la convergence du sch�ema, on introduit des fonctions auxiliaires. SoitU �t1 la fonction a�ne par morceaux qui vaut ul �a t = l�t. De même, d�e�nissons U �t2 ,U �t3 , 	�t1 et 	�t2 qui valent respectivement ul+ul�12 , ul�1,  l� 12 et  l� 12+ l� 322 sur l'intervalle[(l � 1)�t; l�t[. Avec ces notations, en posant �t = T=(n� 1), (3) s'�ecrit exactementi@tU �t1 +�U �t2 = �U �t2 	�t1 ; 	�t2 = jU �t3 j2:Comme dans [6], on montre en utilisant le lemme que si ku0kH1 < 1, la suite (uk)k2[0;n�1]est born�ee dans l1(0; n � 1;H1(R2 )) et donc les termes U �t1 , U �t2 et U �t3 sont born�eesdans L1(0; T ;H1(R2 )). De la même mani�ere, les suites 	�t1 and 	�t2 sont born�ees dansL1(0; T ;L2(R2 )). De plus, on a @tU �t1 = i�U �t2 + iU �t2 	�t1 . Ainsi, @tU �t1 (t) est born�e dansL1(0; T ;H�1(R2 )) et donc U �t1 converge dans L1loc(R;L2loc(R2)) fort et dans L1(R;H1(R2 ))faible vers U(t). En outre, 	�t1 (resp. 	�t2 ) converge dans L1(0; T ;L2(R2)) faible vers 	1(t)(resp. 	2(t)). En utilisant les mêmes techniques que dans [3], nous montronsLemme 2 Les suites U �t2 (t) et U �t3 (t) convergent fort vers U(t) dans L2(0; T ;L2(R2)). Deplus, lim�t!0 k	�t2 �	�t1 kL2(0;T ;H�3) = 0.Grâce �a toutes ces estimations, nous pouvons passer �a la limite dans (3).4. Cas de DS Les syst�emes de Davey-Stewartson s'�ecrivent sous la forme (voir [6])iut + uxx + �uyy = �juj2u+ u'x; 'xx +m'yy = juj2x; � = �1; m = �1; � 2 R:Notre sch�ema de relaxation s'�ecrit :8><>: iun+1�un�t +A(un+1+un2 ) = �� n+ 12 + �'n+ 12x � (un+1+un2 ); (x; y) 2 R2 ;B('n+12+'n� 122 ) = (junj2)x;  n+12+ n� 122 = junj2; (x; y) 2 R2 ; (8)avec A = @xx + �@yy et B = @xx +m@yy. Dans le cas o�u m = +1, le th�eor�eme 1 s'adapteTh�eor�eme 3 1. Soit u0 2 Hs(R2), s > 3, alors 9T0 > 0 ne d�ependant que de ku0kHset 9T�t > T0 tels que (8) admet une unique solution maximale (u�t; '�t;  �t) dansL1([0; T�t]; (Hs(R2))3) avec T�t = N�t.2. Soit u la solution maximale de (DS) d�e�nie dans C2([0; T�[;Hs), s > 5. Alors, on alim inf�t!0 T�t � T� et 8T < T�, si �t est assez petit, (u�t; '�t;  �t) 2 (L1([0; T ];Hs))3et (u�t; '�t;  �t) �! (u; '; juj2) dans (L1([0; T ];Hs))3 quand �t! 0.Dans le cas o�u m = +1 et � = +1, le th�eor�eme 2 s'adapte :Th�eor�eme 4 1. On suppose � = �1. Pour u0 2 H1(R2) telle que u0H1(R2) < 1,le syst�eme (8) admet une solution (Un; 'n� 12 ;	n� 12 ) 2 l1(N;H1(R2 ) � H1(R2) �L2(R2)).



6 C. Besse2. Si �t est su�sament petit, on a u�t �t!0�! u dans L2loc(R+ ;L2loc(R2)) fortement,'�t �t!0* ' dans L2loc(R+ ;H1loc(R2 )) et  �t �t!0*  dans L2loc(R+ ;L2loc(R2)) faiblement.De plus, (u; ';  ) satisfont8><>: iut +�u = �u + u'x; x 2 R2 ;�' = juj2x; x 2 R2 ; = juj2; x 2 R2 :Les preuves sont sensiblement les mêmes (voir [1, 2]).5. Tests num�eriques Les r�esultats num�eriques sont tous bons (voir [1, 2]) et lesgains en temps de calcul signi�catifs comme on peut le constater sur la table ci-dessousqui compare les temps de calculs en secondes entre le sch�ema de Crank-Nicolson (2) et lesch�ema (3) en fonction du nombre de mailles Ng, appliqu�es �a l'�equation de Schr�odingerfocalisante 1D avec �t = 10�3 et 2000 it�erations en temps.Ng (2) (3)128 6.95 1.1256 15.15 2.64512 31.45 6.141024 64.56 12.652048 130.07 25.92Table 1: Comparaison des deux sch�emasLes d�emonstrations compl�etes et de nombreux tests num�eriques se trouvent dans [1, 2].R�ef�erences bibliographiques[1] Besse C. Analyse num�erique des syst�emes de Davey-Stewartson, Th�ese Universit�e BordeauxI, 1998.[2] Besse C. Relaxation schemes for nonlinear Schr�odinger equations and Davey-Stewartsonsystems, Rapport Interne 97031, Math�ematiques Appliqu�ees de Bordeaux, 1997.[3] Colin T. The cauchy problem and the continuous limit for the multilayer model in geophysicaluid dynamics. SIAM J. Math. Anal, 28(3):516{529, 1997.[4] Colin T. and Fabrie P. Semidiscretization in time for nonlinear Schr�odinger-waves equations,A parâ�tre dans Discrete and continuous dynamical systems, 1998.[5] Delfour M., Fortin M. and Payre G. Finite-di�erence solutions of a non-linear Schr�odingerequation, Journal of computational physics, vol 44, pages 277{288, 1981.[6] Ghidaglia J-M. and Saut J-C. On the initial value problem for the Davey-Stewartson systems,Nonlinearity 3, pages 475{506, 1990.


