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Résumé. Dans cette note, nous présentons un nouveau schéma numérique pour
I’équation de Schrédinger non linéaire et les systemes de Davey et Stew-
artson. C’est un schéma de type relaxation qui supprime la résolution de
systemes non linéaires. Nous donnons des résultats d’existence et de con-
vergence pour une version semi-discrete, localement en temps pour toute
donnée initiale et globalement en temps a données petites.

Relaxation scheme for the nonlinear Schrodinger equation and Davey-
Stewartson systems

Abstract. In this paper, we introduce a new numerical scheme for the nonlinear
Schrédinger equation and the Davey-Stewartson systems. This is a relax-
ation type scheme that avoids the resolution of nonlinear systems. We give
convergence results for the semi-discret version, locally in time for all data
and globally in time for small data.

Abridged English Version. We introduce a new numerical scheme for the nonlinear
Schrodinger equation and the Davey-Stewartson systems which reduces the average time
of execution compared with classical numerical schemes for dispersive equations. The aim
of this paper is to show the existence of solutions of this scheme and their convergence.

Contrary to the classical Crank-Nicolson scheme [5], we have no nonlinear iteration
step. Actually, we suppress the nonlinear part of the scheme by doing a relaxation, which
means to separate the treatment of the linear and the nonlinear part to different times.
Then, the scheme for the nonlinear Schrodinger equation (1) takes the form (3). In fact,
we write the nonlinearity at time ¢ = ndt and the linear Schrodinger equation at time
t=(n+ %)(51&. In a practical point of view, the equation at time ¢ = ndt gives the value
of p at t = (n + %)& that we plug in the second equation, which gives the value of u at
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t = (n+1)dt.

In a first part, we show the local existence and the uniqueness of a solution for (3) in
H*(R?), with s > d/2+2. We make use of a fixed point method on a semi linear system (5)
equivalent to (3) which takes into account the discrete derivative in time Ve = “n+;7t7“n.
We are led to define the value of u~! to insure the solution of the third equation of (5) to
be bounded in L*(0,T; H?).

Subsequently, we prove the convergence of the discrete solution to the solution of
the continuous (NLS) equation by comparison between the corresponding discrete and
continuous Duhamel expressions.

In an other way, we show the global existence of solutions for (3) in H!(R?) by making
use of a long waves regularization (7) (see [6]). Applying again a fixed point method, we
prove local existence of solution. Thanks to conserved quantities, we can globalize and
find bounds independent of ¢ for approximate solution. Then, we can pass to the limit
e — 0 and conclude to global existence of solution.

In this case, the convergence is made by introduction of auxiliary functions U{t, USt,
USt, w9 and WY which allow to (3) to be written as a continuous system. Using the
bounds found at preceeding step of the proof, we can make use of compactness as in [3].

The same theorems are proved for the Davey-Stewartson version of the numerical
scheme (8). All numerical results prove the quality of the scheme. Details of the proofs
and several numerical results can be found in [1, 2].

1. Introduction Un schéma classique pour I’équation de Schrodinger non linéaire
iug + Lu = Nu|*u, z € R, t > 0,u(z,0) = ug(z), z € R?, (1)

avec A = £1, 0 > 0 et L un opérateur du second ordre défini par Lu = zszl aij% ol
3 7 J
la matrice (a;j) est symétrique et inversible, est dit a Delfour, Fortin et Payre [5] et prend

la forme

.un—I—l — un-l—l 4 u™ Y ‘un+1|20+2 4 ‘un‘20+2
i—————— + L( ) =
2 20 + 2 |untl|2 — |yn |2

5 (@™ +ut).(2)

Ce schéma, est tres robuste et simple & mettre en ceuvre, mais coiite relativement cher en
temps de calcul & cause de I’étape non linéaire. Nous proposons un nouveau schéma de
relaxation qui supprime le temps d’exécution. Ce schéma s’écrit

nt+l n—i
() 2‘|2'¢ 2 |un‘20’ = Rd, ( )
3
an+l_ . n n+1 n n+1 n 1
Zu 6tu +L(u 2+u ) — )\(u 2+u )d)n+2’ xGRd.

1 1
ouu =ugeth 2 =2 = lug
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2. Existence locale Soit (u", 1/)"+%) vérifiant (3), ug, la fonction constante par morceaux
qui vaut u” sur [ndt, (n + 1)dt[, et 15 qui vaut 1/)”"'% sur Uintervalle [ndt, (n + 1)dt[.

Théoréeme 1 1. Soit uy € H*(R?), s > d/2 + 2, alors 3Ty > 0 ne dépendant que de
lugl| s et ATy > Tp tels que (3) admet une unique solution maximale (ugy, Ps;) dans
17°([0, ToJ; (H (R9))?) avec Ty, = Not.

2. Soit u la solution mazimale de (1) définie dans C*([0,T_[; H®), s > d/2 +4. Alors,
on a lig{;i{)lfT‘St >T etVT < T, sidt est assez petit, (us,s) € (L([0,T); H®))?

et (use, Ysi) — (u, [ul?) dans (L°°([0,T); H*))? quand §t — 0.

Schéma de la preuve du théoréme (1)
Afin de simplifier la démonstration, nous supposons A = 1 et 0 = 1. La premiere
équation de (3) s’écrit
z'bn-l—% +¢n_%
2

En réécrivant (4) au temps précédent (n—1), en la soustrayant de (4) et en la divisant par

Tt B i , . 'l .
0t, nous avons 557 = n . Nous obtenons donc une équation d’évolution
t ‘un‘2_‘un71‘2
ot

[u” 2. (4)

1 . , .
sur 9" 2. Cependant, le membre de droite de cette équation es . Il n’est donc
pas possible d’appliquer directement une procédure de point fixe & ce systéme a cause soit
n|2_|,,n—1|2
de la perte d uniformité en dt, soit de la perte de régularité si nous remplacons %

n+1 n,,——— oy, 1 n+l_,n
par Im (L(%)(u"*‘1 + u”)) L’idée est de prendre v"*2 = X—="" comme nouvelle

variable indépendante. Nous obtenons alors un nouveau systéme équivalent a (3) et qui

s’écrit o " )
wntl gy s wntlpyn __ion+s
Y —iL (72 )— 19" T2
3 _yn—3 AP+S
%51 = AT (5)
1
" T2 "3 il v 242" I 4" T ) —iYnts
20t
e 1 _1 1 1_y0 _1 0_py-1 . 1
avec les données initiales u”, 2 =72 = [u0]?7, v3 = ¥ s etvT2 = =gt — ol gt =
. 3 1 3 1 1
ntduntlpyn nt+dl _ n+l yntlpyn T A B P R D L R D I I
PrTE(E—5E0), AMTE = 2Ref" TR ()] et TITE = (F———)( 1 )+
1 +1 n+2 n+1 n n—1 . _ .
2Re[p" 7 (L) (Lt bt ) O pose A = (I — i%L) (T + iYL, clest le
générateur associé A la partie linéaire de (3), i.e.
.un+1 —u” un+1 4oyt
i 5 + L( 5 ) =0 < u"t! = Aum.

Nous définissons alors u ! par Au~! = (A4 1)u’ —u'. Le choix de u~! n’est pas arbitraire.
. . 1 S
C’est en effet le seul choix qui nous assure que pour v2 et v~ 2 définis ci-dessus, la solu-

. R R S L BN e Rt 1 . .

tion de *——57 — [ = f"*2 est bornée dans L>(0,T; H*) deés que
1

(f"*72), est bornée dans L'(0,T; H*). Le systéme (5) est semi-linéaire et nous appliquons

classiquement une méthode de point fixe.
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Pour montrer la convergence du schéma, on procéde comme dans [4] et on écrit les
formules de Duhamel discretes issues de (5) et les formules continues issues du systeme
continu correspondant

u(z,t) = St)u(z, t = 0) —i i S(t — s)|ul>u(z,s)ds, = € R, t>0,
P(z,t) = p(z,t = 0) + [; 2Re(@v)(z, s)ds, z € R, t >0, (6)
v(z,t) = S(t)v(z,t =0) —ifOtS(t—s)T(m,s)ds, zeRY >0,

ou S(t) désigne le groupe de Schrodinger S(t) = exp (iAt), v = uy et Y(z,7) = (vp +
2Re(v)u)(z, 7). On construit alors & partir de u", ¢”+%, v"*3 des fonctions C° par
morceaux ug, Y5, vs¢ comme pour 'existence. Comme le probleme de Cauchy pour

(5) et (6) est résolu par une méthode de contraction, on obtient une estimation du type

st — wll poo (0,759 1200 (voir [1, 2] pour les détails).

3. Existence globale Danslecasou L = A, 0 =1et A= —1, nous avons un résultat
global.

Théoréme 2 1. On suppose L = A, 0 = 1, A\ = —1. Pour u® € H'(R?) telle que
||u0||H1(R2) < 1, le systéme (3) admet une solution (U”,‘I/”_%) € I°(N; H' (R?) x
L*(R?)).

2. Si 0t est suffisament petit, on a ug 20w dans L} (RY; L2 (R?)) fortement et
Yst o0 ¢ dans L} (RT; L2 (R?)) faiblement. De plus, (u,v) satisfont

iug + Au = —uwp, z € R?,
= |ul?, z € R2.

Schéma de la preuve du théoréme 2

La preuve repose sur le fait que (3) possede des invariants qui s’écrivent dans ce cas :
Lemme 1 Supposons que (u"),ecjo,n] € (HY(RH)NFL et (Q/J"Jr%)n:[,l’m e (L?(RY))N+2
sont solutions de (3), alors, Vn < N [pa [u"?dx = [ga |u®*dz, et

n—2y2 Ay
/ T 4 M 2grd - A2 dx:/ TP + A Paps — 28 g
R? 2 Rd 2

Nous effectuons alors une régularisation ondes longues inspirée par [6]. Le systéme per-
turbé s’écrit

n+1 u u u?+1 u n+1
P b A —ea (Mt = (gl .
% _ |un|2

Il est facile de montrer & ’aide d’'une méthode de point fixe I'existence locale de solutions
de (7). En utilisant I’équivalent du lemme 1 pour (7), nous pouvons globaliser et trouver
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des bornes indépendantes de € en supposant la norme H' de la donnée initiale assez petite.
En extrayant des sous-suites, et en utilisant de la compacité, nous pouvons passer a la
limite en €. Pour la convergence du schéma, on introduit des fonctions auxiliaires. Soit
Ul‘st la fonction affine par morceaux qui vaut u' & ¢ = 16t. De méme, définissons Ugt,

_ -1 -3
Ug?t, \I/‘lSIt et \IJgt qui valent respectivement %, ul=t, zpl_% et % sur l'intervalle
[(I —1)6t,16t[. Avec ces notations, en posant dt = T'/(n — 1), (3) s’écrit exactement
iU + AUS' = —U3'w', 0§ = U3

Comme dans [6], on montre en utilisant le lemme que si [|ug|| g1 < 1, la suite (u¥)gep 1)
est bornée dans I%°(0,n — 1; H'(R?)) et donc les termes U, US et US' sont bornées
dans L>®(0,T; H'(R?)). De la méme manicre, les suites ¥4* and U3 sont bornées dans
L>®(0,T; L?(R?)). De plus, on a g,U" = iAUS + iUS' W9, Ainsi, 9,UP(t) est borné dans
L>°(0,T; H-*(R?)) et donc U{* converge dans LiS,(R; L7, (R?)) fort et dans L>®°(R; H' (R?))

faible vers U(t). En outre, ¥9! (resp. W3') converge dans L>(0, T; L?(R?)) faible vers Wy (t)
(resp. Wy(t)). En utilisant les mémes techniques que dans [3], nous montrons

Lemme 2 Les suites USL(t) et USL(t) convergent fort vers U(t) dans L?(0,T; L?(R?)). De
plus, limg; o 95" — O§| 120733y = 0.

Grace a toutes ces estimations, nous pouvons passer a la limite dans (3).

4. Cas de DS Les systemes de Davey-Stewartson s’écrivent sous la forme (voir [6])
WU + Uy + €Uyy = x|ulu + upy, ©up + MPyy = lul2, e=+1, m=+1, x ER

Notre schéma de relaxation s’écrit :

Lyl _gm n4l g, n 1 +1 ntly,n
S AR = )T 4 A 7| (B, (ny) R,

(8)

oL TE N a2 YIS | npo 2
B(¥——F—) = (|[u"|*)2, ——5— =u"|%, (z,y) € R?,

avec A = Oyp + €0yy et B = 0y +m0y,. Dans le cas ot m = +1, le théoreme 1 s’adapte

Théoréme 3 1. Soit ug € H*(R?), s > 3, alors 3Ty > 0 ne dépendant que de |ug|| s
et ATy, > Ty tels que (8) admet une unique solution mazimale (uge, pst, Pse) dans
L°([0, Ts]; (H*(R?))?) avec Ty = Not.

2. Soit u la solution mazimale de (DS) définie dans C*([0,T_[; H®), s > 5. Alors, on a
lig?jngﬁt >T etVT < T, sidt est assez petit, (ug, osi,¥s:) € (L([0,T); H))?

et (st 91, Yst) — (uy o, [uf?) dans (L%(0,T]; H*))* quand 5t — 0.
Dans le cas ot m = +1 et € = +1, le théoreme 2 s’adapte :

Théoréme 4 1. On suppose x = —1. Pour u® € H'(R?) telle que ||“0||H1(R2) < 1,

le systéme (8) admet une solution (U",(pn_%,\lfn_%) € I°(N; H' (R?) x HY(R?) x
L?(R?)).
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Si 0t est suffisament petit, on a ug %20 W dans L2 (R*; L2 (R?)) fortement,

loc

o5t "2 p dans L3, (R*; HL (R)) et hyy "2 4 dans L, (R*; L, (B?)) faiblement.

loc loc

De plus, (u,p,1) satisfont

i+ Au = —u)p + upy, x € R?,
Ap = |u‘§a S HRZ,
P = |ul?, z € R2.

Les preuves sont sensiblement les mémes (voir [1, 2]).

5. Tests numériques Les résultats numériques sont tous bons (voir [1, 2]) et les
gains en temps de calcul significatifs comme on peut le constater sur la table ci-dessous
qui compare les temps de calculs en secondes entre le schéma de Crank-Nicolson (2) et le
schéma (3) en fonction du nombre de mailles Ng, appliqués & 1'équation de Schrodinger
focalisante 1D avec dt = 1073 et 2000 itérations en temps.

Ng | (2 (3)
128 || 695 | 1.1
256 || 15.15 | 2.64
512 || 31.45 | 6.14
1024 | 64.56 || 12.65
2048 || 130.07 || 25.92

Table 1: Comparaison des deux schémas

Les démonstrations compleétes et de nombreux tests numériques se trouvent dans [1, 2].
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