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- CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES GAZ DE J. DUCLAUX,

par J. J. MOHEAU. 

J Facullé des Sciences, J\1 onlpellier. J 

SOMlVIAIHE 

L'élude ,nallién,alique de la 1'011clion 

/()., ") = Ln-",." 

Jermcl de préciser la slruclurc des isol11ermes de la lh�oric 
�C J. DUCLAUX, spécialc111CJ1� pour les élals 

'
lrès �ondc1:scs clu 

· 1 1. 1 11timéricJUC d1rccl des sé1 tes csl 1n,1hot dablc. gaz ou c en eu. 

I. _ Notations et définitions.

l.es notations de l'arLicle de Nous rcJJrenons 

M. DUCLAUX, inséré au présent numéro du .Journal 
de Chimie Physique. 

Si on pose ), = C1/D el 
.,., 

/(). h) - � _?:'.'. (1) 
, - �n" 

les séries de M. DucLAUX ont les expressions 

S1 = Df(),, h), (2)
S2 = Df(),, h- 1). (3) 

Si D et h dépendent sculemcn t de la Lempéra Lure, 
011 a pour représentation paramétrique d'une isolherme 
(à un facLcur près, x est le volume et y la pression):

. . _ D V - b) = 1 , (4) x-�u - 1000 f(),,h--;l) 

U = !_QOO P = /(),, Ji). (5) 
DRT 

L'élude qualitative el le calcul_ des_ iso Lhermes 

découle alors de propriétés rnaLhemaL1qu�s de la 

fonction / que nous allons résumer, sans devclopper 

les démonstrations (*). 

(*) Pour une élude mnlhémaliquc plus complèlc _clc ln 
· f · · c uc 1,our ]es lcchniqucs de calcul nurnertgne roncllon , atnst [ 

·i , loyer lorsque ), est voisin clc J, on pourra se reparler 
à .

c
�,p EnoELY!. [-figher tra11sce11denlal f1111cl1011s, (l\IcGrn\\·-H1ll,. . 

1 1 27 31 Olt '. C 'l'nul'SDFLL, On Cl f111
_
1c/1on 1111ch ecl.), va. , PP· - "· · · · 

occi,rs in the /heoru of the struc/11re of polymers, An nais of l\lnlh. 
4G (1045), pp. Wl-157. 

II. - Convergence de la série f; variations.

Seules les valeurs posiLives clc ï, ont un inLérèL
physique; par conlrc, clans (3), h-1 prend, des 

valeurs négatives jusqu'à - ] cl l'expression de 
dérivées d"y/rl:t" invoquera des valeurs négaLives 
encore plus basses du deuxième argumenL de /. 
On élu die clone / dans la bande E: 0 <;;; ), <;;; 1 

du plan des (),, h). On monLre que la série/ converge 
dans celte bande parLont sauf sur la demi-droite 
·,, = 1, h <;;; I. La [onclion posilivc / ainsi cléftnie 
est conlinue, croissanle par rapporL ù i,, décroissante 
par rapport à /z, 1rnllc sur J'axe), = O. Pour), = l, 
h > ] , / se rédui t à la J'oncLion de Hiemann: 

/( l, h) = � 
.!_ = ((h). 

L.Jn1o 
/1 .-l 

dont on possède des Lables (*). En chaque poinL de la 
demi-droite de divergence), = 1, Iz<;;; 1, la foncLion 

/ Lcnd vers + oo. 
De Lout cela résulLe la forme des isothermes, 

décri Les par M. Duclaux: courbe à deux branches 
in finies (asympLoLcs y= 0 cl x = x0) si h � 1, 
courbe à poinl cl' arrêl si h > I. 

La foncLion / admet pour dérivée parlicllc en ), : 

/i.'(),, il) = � /()., h - 1) (6) 

en Lout point de la bande E, sauf sur la demi-droite 
), = 1, h <;;; 2 où celle dérivée tend vers + x. 

On tire de (4) et (5) la pente cle l'isotherme:

cly - /"()., h -- l 
clx - -

f ().., h - 2) (7) 

et, si besoin est, on exprime de même les dérivées 
d'ordre supérieur d"y/dx". 

III. - Valeurs entières de h.

Pour h = 0 ln série (1) esL une série géoméLrique, 
de somme 

/(),, 0) ). 
=--

1-), 



el (5) [011rniL alors, par clérivalion, les l_':pressi_ons 
l'xaclcs de / pD11r lo11Lcs les vail'11rs enl.1cres nl'gn­
LiV('S ril' h; <le 1mi11L', pn r inl(·graLion, on oiJl.1 l'IlL 

puis 
/(i., l) = -- Log ( l - ).) 

f(i., 2) / 
.;. I o<> ( I - - 11) I - � h 

( li. 

. () Il 

Cel.Le dcrnièrl' inLégrall' n'csl pas él01m'nlaire 111a1s, 
en raison de l'illlporLance d11 cas /z = 2 signnlons 
q11'une Lrans[oiïnaLion rncik don1H' 

/(),, 2) = :;• - 1.og 1. Log ( 1 i,) - - /(1 - i., 2). 

Celle dcuxièrnl' J"orn1e l'SL précieuse pour le calcul 
1111mériq11c lorsque, ), éLanL voisin de 1, la séril' 
/(i,, 2) converge lcnlcrne11L: en cc t;as, en efkl, 
c'esL la série /(! -- i., 2) qui convergv rapiden1cnl. 

IV. - Représentation intégrale.

Nous rnonlrons que, pour LouL a réel posili[, on a

f(i., h) = 1 (1 I (- Log u)·•-'/(). u, /J - a.) //11
(a-J)!.}0 ll 

La valeur n111nériq11c de (a - 1) ! = I'(?:) esL à lirl' 
dans les Lablcs (*) de la J'oncLion eulérienne I'. l�n 
prenanL a = h (si /z > 0) ou a = h -1- li (n enlier 
posiLif Lei que h > - n) un obLient des rrpréscnlalions 
intégrales ut.iles pour l'évaluaLion numérique de / 
lorsque), csL voisin de 1. On en Lire noLammenL que 
si 1i. = 1 -i, esl in fini111enl pclit cl si h < 1, la 
ronclion / esL 11n infiniment grand éq11ivalcnl ti 
(-h)! p."-J. 

V. - Étude des isothermes au voisinage du point
d'arrêt. 

La connaissancl' de la parLic principale de / 
lorsqtte ), esL voisin de I permet en premier lit•11 
d'uLiliscr (7) pour cléLciïnincr la penLt· dt· la lallgrnlr 
au point d'arrêt d'une isoLhciïnc (h > l); il's r0sullals 
sonL les suivanLs: 

- pour h > 3: penlr nnic (n&galive)
- pour :l/2 <:: /J ':l: pcnle nulle
- pour h �� :1/2: JH'llLC Onil' d1j/d:i; = -2;:

-po11r t-·!J--:l/2: pe11Lcinri11ie(l,lllgc11ll' verliealc).

(*) cr. p:tl' ('X('tnpl,•, ,/,\[l>ll<r-:-1-:\ll)"-Lüscrl. - '/'(l/t/11 lliii,1·r1'/'
Funklio11r•11. '/'11/Jlf's n/ /1i{!l11·r /1111f'/io11s ('J'�rtlrner, 1 !llitl), 
ou édilions plus :lllrierrncs des laiJJcs de .l.11t>1K1-:-J·:,rn,,:. 

On voil que si 1 < h <: 2 l\·L11dl' maLhémaLiqul' 
Ill' concorde pas avet; ll's r.oncl11sions CJlll' i\'I. DtJ<:LAUX 
Lin' d'une évaluaLion 111111H.\riq11l' clirccle des séril's. 
On se J'explique lor.,qu'on l'Xprime les rfrriufrs 

secondes 1111 /JOinl d'arrêt. D:1nnons SL'Liic111l'nl. les 
r0su/Lals dl' cc calc11I pD11 r 1 < /z é"'- 2: 

- pour :1/'J ?. Il _ 2 : rl'u/dx2 = O 
- pour :1;2 /...__ /J · :,;:1: d'u/dx' infini 11<'.·gatil'
-- pour :1;2 < /J - 1 : d'IJ/d.t:2 infini positil'. 

Pour /z = :'ij:l, la clérivfr sl'condl' au poinl d'arrt1L 
a la valc11r finie 11égaLivc -- :1 1(- 2(:l) !j'1; nous 
n'avuns pas de résulLaL pour /z = 3/2. 

On voiL par lù Cfll l', si 1 < h < 5/:1, la <krivt: l' 
dy/d:c varie LrL'S rnpidcmt•nL au voisinage du poinl 
d'arr0L, puisq11l' la dérivée seconde l'SL in linic. 
Or ln so111111aLion nu111ériq11e des séril's �\ el S

2 

n'l'sL possihll' qut· si i, n'l'sL pas Lrop voisin dl' 1; 
on l'Dr11prL'I1<l que l'l'xlrapolalion dl' IVI. Du<:r.Aux 
ail d0 incl'rlaine dans Cl' cas. 

VI. - Conclusion, caractérisation de l'isotherme
critique. 

La l:Ourbc h = 2 donne bien, l:OlllnIL' le présu111aiL 
M. DucLAUX, unl' dérivée seconde nulle au poinL
d'arrêL; en l'ail le calc1Ii des dérivées de Lous ordres
en cc poinL esl f'acill' dans cc cas, en uLilisanL i<'s 
résullals du paragraphe :J: Ioules ces dérivées succes­
sives sont nulles, tT (Jill' con firi11e l'aspccl Lrès aplaLi 
dl' la courbe. Il y a rit• J'orLcs raisons d'inLnprél l'r 
la courbe /z = 2 co111111:• is0Lhcri11e criLiquc, mais l'li l's
ne sonL pas ahsolurnenL i111pé.ric11ses. Co1111m· il t•sL dit
clans l'arlide dl' ;\,[_ nuer.Aux, la loi de clisLribuLion
des C,. exige une kg<'.·n· reLoudw pour rendre co1npli'.·­
Lcmcnt co111pLe du COlllporLl'mcnL du gaz au voisi­
nage de l'élat criLiq11L'. /\. la rigueur, dans l'élaL  al:Luel
de la Lhéoril', la courbe h = 5(1 qui csL la plus haute
isotherme ri prr;scnll'r une lanqcnle horizontale uv1·r:
llll<' dùiuéc srcondc finir pourraiL aussi êlrl' i 11Ll'r­
préléc comme criLique. Avec les chiffres donn('.s par
;Vl. Du<:r.AtJx, rcla J'o11rniraiL po11r l'azoLc 11m• Lc111pé­
ral11rl' criliqul' dl' 1,10° qui Lombc, ceLLl' fois, en dessus 
dl' la valeur l'Xpfrillll'nLalc l2G0

• Le [ail que J ps
divcrsl's valeurs « quasi criLiques,, de l'aducllc
Lhéoric cncadrcnl de la sorLP la valeur L'XpérimenLalc
a11Lorise un Lrt'S lion pro11ost il: pour l'avenir: si les
t•fTurLs cll' :\l. Du<:r.Aux pour relouchl'l' la loi des C,.
parvicnllcnL à eont;L'nLrer sur Lille Sl'11lc isolhcrme
les caradrn's criLiq11l's acL11l'llc·11wnl Lill peu diffus,
il y a Loul. lie11 d'l'spérl'r Lill l ' prévision Lrè's co1Tt·cte 
dl' la Ll'r11péral11rt' critique t·xpérimcnLail'.


