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— CONTRIBUTION A LA THEORIE DES GAZ DE J. DUCLAUX,
par J. J. MORIEAU.

[IFacullé des Sciences, M onlpellicer. |

SOMMAIRLE

L’¢tude mathémalique de la fonclion

o

>‘ n-on
-

n=1

[0, 1)

permel de préciser la structure des isothermes de la Lhéorie
de J. Ducraux, spéeialement pour les 4',-1_;115 tres condensés du
gaz ol le caleul numérique direcl des scries esl inabordable,

I. — Notations et définitions.

Nous reprenons les notations de  Tarticle  de
M. DucLAUX, inséré au présenl numéro du Journal
de Chimie Physique.

Si on pose = G/ el

o, =32 (1)

Lan"
n 1

les séries de M. Ducraux onl les expressions

Sl = ])/()‘9 h)’ (2)
S, = DO, h— 1). 3)

Il

Si D el i dépendent seulement de la température,
on a pour représenlalion paraméltrique d’une isolherme
(2 un facteur pres, x est le polume el y la pression) :

L _Dbiy—bp_ 1 ()
T 1000 [ It—:1)
10001 _ 5 p. ()
DRT K

[étude qualitative et le calcul des isolhermes
découle alors de propri¢lés nl:llllénulln(plfm de la
fonction J que nous allons résumer, sans développer
les démonstrations (*).

une élude malhémalique plus complele 'xlfe la
fonction [, ainsi que pour les Lechniques de calceul muncrlqucl
a employer lorsque i est voisin de 1, on pourra s¢ 1'01')()1'l.c1
a:A. Eroruyi. Higher trauscendental functions, (]\Ic(-r;_l\\—l I_lll,
ed.), vol. 1, pp. 27-31 ou A: C.TruesbeLL. On a /um:[ngn wich
oceurs in the theory of the structure of polymers, Annals of Math.
16 (1945), pp. 144-157.

(*) Pour

II. — Convergence de la série /; variations.

Seules les valeurs posilives de % onb un intérét
physique; par contre, dans (3), i— 1 prend, des
valeurs négalives jusqu’a I el Pexpression de
dérivées d'y/de* invoquera des valeurs négalives
encore plus basses du deuxicme argument de /.
On éludie done [/ dans la bande 1£: 0< 7 1
du plan des (n, 7). On montre que la série [ converge
dans celle bande partont saul sur la demi-droite
n=1, h 1. La fonclion positive [ ainsi délinie
est conlinue, croissanle par rapporl a 7., décroissante
par rapporl a , nulle sur Paxe » = 0. Pour » =1,
hi> 1, [ se réduit & la fonclion de Riemann:

N,
[(1, 1) = th = (D).

donl on posséde des lables (*). I2n chaque point de la
demi-droite de divergence 7 1, h<_1, la fonclion
[ lend vers + oo

De toul cela résulte la forme des isothermes,
déerites par M. Duclaux: courbe & deux branches
infinies  (asymplotes y =0 el @ =2, si h<1,
courbe a poinl d’arrél si h > 1.

La fonction [ admel pour dérivée partielle en 3 :

[O0 ) = 2 0, —1) )

en loul poinl de la bhande 14, saul sur la demi-droite
n=1, h<2 ol celle dérivée tend vers .
On tire de (1) et (B) la penle de Uisolherme :

dy PO, h—1)
A JOuh—2) )

cl, si besoin est, on exprime de méme les dérivées
d’ordre supéricur d"y/da*.

III. — Valeurs entiéres de /.

Pour I = 0 la série (1) est une série géomélrique,
de somme

0., 0) L



el (6) Tonrnil alors, par dérivation, les expressions
exacles de [ pour toules les valeurs enlicres nega-
Lives de hy o de méme, par intégration, on oblient

[(no 1) l.og (1 n)
puis

- )

[C 2 /", fos(l du.

0 4]

Celle dernicre intégrale n'est pas ¢lémentaire mas,
en raison de Pimportance dn cas b —= 2 signalons
quiunce transformation Tacile donne

[, 2) - f.og Loy (! n)

J(1— 7, 2).

Celte deuxicme forme est précieuse pour le caleul
numérigue lorsque, 7 ¢tant voisin de 1, la série
[(ry 2) converge lenlement: en ce cas, en o effel,
clest la série [(T -7, 2) qui converge rapidement.

IV. — Représentation intégrale.
Nous montrons que, pour toul = réel positif, on a

[(ry ) = (a: 0O /.l l‘l (— Log uy”'[Oou, h o) du

LR

L valeur nmérique de (2 — 1) = (%) esl QU lire
dans les tables (%) de la fonction culérienne . l4n
prenant o ho(si h > 0) ou o h -+ n (n entier
positif tel que h > — n) on oblient des représentalions
intégrales uliles pour 'évaluation numérique de /
lorsque 3oest voisin de [ On en tire notamment que
siowo= 1 —7n estoindiniment petit et si h < 1, la
fonction [ est un infinimenl grand  équivalen!
(— !t

V. — Etude des isothermes au voisinage du point
d’arrét.

La connaissance de la partic principale  de /
lorsque o estovoisin de 1 opermel en premier lien
d’utiliser (7) pour déterminer la pente de la langenle
ate poinl d’arrél d'unce isotherme (h > 1); les résullals

sont les suivants :

— pour it > 3 penle finie (négative)

— pour 3/2 <" h 3 pente nulle

— pour h = 3/2:penle linie dyfde = -2z

-pour b -7 -7 32 penle infinie (tangente verticale).

(*) Gl parexemple, JanNwe-Faoe-1osc. Tafeln Hiherer
Ffunklionen. Tables of higher [unclions (‘Feubner, 1960),
ou ¢ditions plus anciennes des tables de Janske-Fanne.

On voil que si 1< h<72 'étnde mathématique
ne concorde pas avee les conelusions que M. Duocravx
Lire d'une ¢valuation nmndérique directe des séries.
On se Pexplique lorsqu’on  exprime  les  dérivées
secondes  auw poinl d’arrél. Donnons  sculement les
résultats de ce caleal pone e = 2

~

- pour H/3 I
- pour 3/2 h
-— pour 3/2 h -

sd*yfdat 0
/3 dPy/da® infini négalil
sy /da? infini positifl.

sy

Pour = 53, la dérivée seconde au poinl d’arrél
a la valeur finie négalive -3 1 C=215) 1P nous
n‘avons pas de résullal pour = 3/2.

On voil par la que, si 1 < h <53, la dérivie
dyldr varie trés rapidenient au voisinage du poinl
drarrét, puisque  la dérivée  seconde esl o inlinie.
Or la sonmuation nwndrique des séries S, el S,
n'est possible que st o n'est pas trop voisin de 15
on comprend que Pextrapolation de M. Dvcrnavx
atl ¢lé incertaine dans ce cas.

VI. — Conclusion, caractérisation de I’isotherme
critique.

La courbe h = 2 donne bien, comme le présumail
M. Ducraux, une dérivée seconde nulle au poinl
d’arréts en Tait le calenl des dérivées de tous ordres
en ce poinloest facile dans ce cas, en ulilisant les
résullats du paragraphe 3 loules ces dérivées succes-
stves sonl nulles, ce que confirme Faspeel tres aplati
de la courbe. Ty a de forles raisons d'inlerpréter
la courhe h 2 connn isolherme eritique, mais elles
ne sont pas absolument nnpéricuses. Cormme ilest dil
dans 'article de M. Ducravx, la loi de distribution
des €, exige une légere retouche pour rendre comple-
tement comple du comportemenl du gaz au voisi-
nage de 'dat eritique. A la rigueur, dans 'deatactucel
de la théorie, la courbe v = 5H[3 qui est la plus haule
isotherme @ présenter une langenle horizonlale avec
une dérivée seconde  finie pourrail aussi ¢lre inler-
prétée comme eritique. Avee les chillres donnds par
M. Ducrauvx, eela fournirait pour Pazole une tempé-
rature critique de 1100 qui tombe, celle lois, en dessus
de la valeur expérimentale 12600 Le fait que les
diverses  valeurs  «quasi critiques » de Pacluelle
théorie encadrent de la sorte la valear expérimentale
attlorise un Lres bon prouostic pour 'avenir: si les
elforls de M. Ducravx pour retoucher la loi des €,
parviennenl & concenlrer sur une seole isotherme
les caractéres critiques actoellement un pen dillus,
il v a loul lien d’espérer une prévision lrés correcle
de la température eritique expérimentale,



