N

N

Probléme de diffusion double avec épuisement des
réservoirs

Jean Salvinien, Jean Jacques Moreau

» To cite this version:

Jean Salvinien, Jean Jacques Moreau. Probleme de diffusion double avec épuisement des réser-
voirs. Journal de Chimie Physique et de Physico-Chimie Biologique, 1960, 57, pp.518-523.
10.1051/jep/1960570518 . hal-01740611

HAL Id: hal-01740611
https://hal.science/hal-01740611
Submitted on 22 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-01740611
https://hal.archives-ouvertes.fr

— PROBLEME DE DIFFUSION
par Jean SALVINIE

[Facullé des

SOMMAIRE

Les immunochimistes qui utilisent la méthode analytique
de diffusion double ’QucrirrErLoNy ne peuvent généralement
pas assurer la constance des concentrations des réactifs sur
leurs bases de départ. (est pourquoi nous donnons la solution
mathémalique d’un probleme de diffusion double accompagndée
de I'épuisement progressil des réservoirs en réactifs R et IR,
Nous avons (0 nous limiter au cas ot les coeflicients de diffusion
de ces réactifs sont dgaux.

I. — Introduction.

ILors du colloque international sur la « Dilfusion
dans les Liquides el dans les Gels » (Paris, 1957)(),
nous avons donné la solution d’un probléme de diflu-
sion double lorsque les concentrations G, et C’; des
réactifs R et R’ sonl maintenues constantes sur les
bases de départ. Mais dans beaucoup de cas, les immu-
nochimistes ne peuvent assurer celle constante des
concentrations: la diffusion a pour elfel d’¢épuiser
progressivement les réservoirs en réactifs. IEn outre
les réactlifs immunochimiques sonl fréquemment
incorporés a des gels qui empéchent les agilations
mécanique ou la convectlion thermique. C’est pourquoi
nous avons ¢tudié¢ le probléme suivant:

Dans une colonne de gel cylindrique indéfinie, on
laisse diffuser I'un vers 'aulre deux réactifs IR et R’ a
partir de deux sections transversales AOB et A'O'B’
(fig. 1). La description du phénomene ne fait inter-
venir qu’une coordonnée d’espace: une Lranche

A A’
E
—_—— ... lo” . 2%
E
B B’
Fig. 1.

quelconque de la colonne est repérée par son abscisse
x, complée algébriquement selon I’axe de la colonne,
en prenant O comme origine.
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IL. — Enoncé du probléme mathématique.

Conditions initiales (pour 1 = ().

C(z, 0) (Cy 91 =00, < =) (1)
(0 si Ut P (2)

G 0)=49, § —=<z<a :
(i <r< + o

X [} (4)

’ Dans la suite qu Lemps, R et R’
lautr(; gL donnent un frong de pr
1a position varie avec L. Posons :

‘di'ﬂ’ usent I'un vers
ecipitation T qont
OF = X())
Comme dans Lous les

front (e réaction, les de
facon totale aussitol

prob{emcs de diffusion avec
A4 u?( reactifs se combinant de
aITIves en contact, nous écrivons,
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sur le front F, 1a nullité des concentrations :
X, =C(X0= 0 ()
et I'¢galité des débils de difTusion :

2 (x, = — 2 (X, 0 ©)
or b

Enfin les fonctions C(z, ) et C' (x, 0) satisfonl pour
tout { > 0 la méme équation de FFrex:

¢ _ p¥C (7)
ol dxt

N li 5
Naturcllement C est nul pour x> X e’L C est nul
pour x < X: le front I sépare deux régions 'dans
chacune desquelles I'un des réactifs est seul présent.

III. — Solution.

Délinissons une nouvelle fonction inconnue K par:

Gz, D si
N <r< +o

K@ 0=} &imn s

Dapres (5) et (6) cetle fonction esl conL;inu'e aznst
que ses dérivées premiéres pour & = x(h): ce 0
donc une solution réguliere pour toul z et tout >
de I'équation de IFick

WK p oK 9)

L Ies conditions initiales (1), 2), 3), ) donnent
pour K
G, si —oo<¥ <0

« 0
e =) 0 si n<r<a
I\(ﬂ,, 0) (__ C’o si Al <<l + ©

(10)

L e paroion de

Il résulte de la théorie générale ('](,. ] (,qlllz'lLLé?:li;e
diflusion que cet ensemble de conditions de e
K de maniére unique; on vérilie facilement que 12

solutlion est:

. U 0 a—_x
G & Gl erred== (1)
K, ) = _T‘Zﬂ cric :—a‘/ﬁt B oy/D
ou la notation erfc désigne le complément a lunitée,
1 —erf, de I’intégrale des erreurs:
erfu = —2; /" e-"dv (12)
v=.Jo

L’abscisse X(?) du front F est, pour chaque /, la
racine de I'équation :

KX, 0=0 13)

(racine unique car K est, pour chaque [, fonctlion
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décroissante de ), soit encore :
erfc a—;}
Dt G _, (14)
. X Gl
erfec ——
2/ Dt
1V. — Etude de I’évolution du front.
Notons d’abord le cas particulier Co = C'y: une

¢vidente symélrie (échange de x ¢t de a — z) montre

que le front se forme cn X = g. milieu de @0/,
el reste fixe pour tout £. ot

4,1. Position el vilesse du fronl pour [ = 0.

Ce cas ¢carlé, on peut toujours choisir les no tations
pour ue
d’ol1

Co> Gy x> 1

Posons :

X = 5 + v

L’équation (14) s’éceril :

a
9

4

—y
erfc ———
2/ DI

L4y

=

” (16)
erfc ——
2/ DL
On sait que si « est grand, erfc u est tres petit et

¢équivalent a:

J —i —u?

uy/=
Donc si [ tend vers zéro, on pourra dans (16)

remplacer les erfc par leurs équivalenls soit, toules
réductions faites :

9
1421 4
lim CRLE = 1) 17
t>0q _J
a
ou, en passant aux logarithmes :
- e 2y
i ay(l) , — s 3
Jl_;no ani T Logl_.‘z_y Loy = (18)
- a

Cette limite ne peut avoir la valeur finie Log » que
si y(l) tend vers zévo: donc le fronl inilial apparait
00'.

S « .
nécessairemenl en x ) milien de
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On voil de plus que:

Jim ‘.'”(l) = Log x (19)
>0 2Dt
c’esl-a-dire
oI :
lim ¥ =20 40, (20)
t =0 a
qui montre que la vilesse initiale du front csl :
» .
Dy == Lsg) (21)
«a

Lille esl posilive puisque » = 1 : comme on pouvail
le prévoir, le fronl se déplace vers le réservoir ot la
concenlration est la plus faible.

On obtient encore d’emblée les renseignemenls
suivanls :

4,2. Marche du phénomeéne.

Partant de 2 = «/2 le [ronl se déplace dans le sens
00’ en se ralentlissanl progressivenient.

Temps de passage au poinl x = a.

Le front I alteinl la fronli¢re initiale du réaclif
R" (x = a) a I'instant ¢, tel que on ail :

K(ct, L) = 0 (22)

C’esl-a-dire, d’apres (11):

Co oppe—t_ G
2 YDl 2
ou
erfe @ 1 (23)
21/ D

A Tlaide d’une Lable des erf on peul ainsi calculer
t, connaissanl C4, C'y, D el a.

Vilesse du front a Uinstant L.
X(f) étanl défini par:

K[X(), ] =0 (21)
on oblienl en dérivant :
Mg+, =—o
o ol
D’olt la vilesse du fronl a 'instantl {:
LSk oK
C L _ _ox? (25
X =— 2K 5 oK )
o / x=X kB =28

la seconde expression de X'(/) résultant de la forinule
9).

Remplagons les dérivés ol{/ol el dls/ox par leurs
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valeurs Lirées de la formule (11). Aprés simplification
il vient :
2aX —a?
Co'(a— X)e *
' 2aN — a2

Co+ Cy'e "

IEn particulier, la vilesse du fronl a son passage
Pars =S asesis:
sl = 1 Gy _ 7
21, @ T 9

Co 4 Cy'e - R

(27)

Densité du précipité.

Le débil (par unilé de surface) du réaclil IR sur le

o oK . e
front est égal a — D = La densilé o du précipilé
exprimée en  équivalenls par unité de  volunie,

s’oblienl en divisanl ce débil par la vilesse du front.
On oblient :

(o) ()

\ o dL Q

p=D oK =| oK (28)
ot AE= XX ox? =N

Iin résumé, le déplacement du front F esLreprésenté
par la courbe de la figure 2 ou le lemps esl porlé en
abscisses et X({) en ordonnées. l.es vilesses pour

X(t)h
e
=
A
=
a
2
0 t, t
Fig. 2.
{=0 cl =1, sonl les coellicienls angulaires des

langenles correspondanles.

Une étude plus approfondie va nous permetlre
d’oblenir loules les précisions numériques souhai-
lables el de délinir la loi asymplotique (pour {
grand) du mouvement du front.

V. — Etude paramétrique de la loi x = X(t).

Allure asymptotique de X(z).

5,1. Représenlation la courbe
x = X(0).

La solulion de I'équation IK(X, ) = 0 qui délinil
X(0) n’étant pas exprimable par des fonclions clag-

paramélrique  de
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siques tabulées, nous conslruisons la courbe

par une représentalion paramétrique.
Posons :
X _ —u e —X_uy, (29)
2y/Dt 2/DL
ce qui donne:
Xe= QU g =@ 1 (30
U 4D (U + U
L’équation (9) s’écrit alors:
erfc U’ ' =zerle U. (31)
Si I’on pose :
cifelli = (32)
on a donc:
(U =erle's o
(U =crlc—"zs (33)

la nolalion erfc! représentant la fonclion inverse de
erfe. .

On oblient alors la représentalion paramclrique
suivanle de la courbe z = X(f).

. CRllcENS
7= N(0) a ——= 5
crfc—'s 4-erfc—'zs

@ 1

=& . ) (34)
4D (erfe~'s + erfe—! zs)?

Si I'on construit (fig. 3) les courbes représenlatives
de erfc?s el erfc™* xs en supposanl Loujours x > 1
on voil que la somme :

crfets + erlfetus =S

. 1
s’annule pour s = ¢, nombre compris enlre — ct 1.
X

Lorsque s croit de 0 a ¢, la somme S déeroil de
+ o a 0. Donc
Bt
DD
croit de ® & 4+ oo. Le phénomene qui nous concerne
est alors entiérement décril. Les varialions de s hors
de cel intervalle ne nous intéressenl pas pour la
présente étude.

5,2. Allure asymplolique de X(t) lorsque ( lend vers
+ oo.
Les formules (34) donnent

X _aerfemls 28D
‘// D a

J. cl. riiys. ToMe 57 (1960)

=2y D erfets (35)
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Si s tend vers o, I Lend vers 4 oo el X/;/[telld vers
la valeur finic 2 VD erfc~'s. Donc X Lend vers - oo
en méme Lemps que el l’ona:

N() ~2¢/Dilerfet g (36)

La loi du déplacement du [ront est donc asympto-
tiquement parabolique.

Il est d’ailleurs possible d’obtenir des développe-
ments asymptlotiques plus précis.

31

Fig. 3.

5,3. Délerminalion exacle de .
L’équation
QEICE G o e e = (U] (37)

qui définit ¢ n’est transcendante qu’en apparence.
En eflel, posons

crfclo=—erfctuo= A
d’ou
g=crici=1—ecrf

et
e =erfc(—A)=1—ecrf(—xr) =1+ crl A,

Par addition on oblientl

g+ ro=2

Donc

(38)

37
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5,4. Intérél de Uélude paramélrique.

[La méthode paramélrique que nous venons de
déerire permet d’¢ludier, grace aux formules (34)
les variations de X en fonction de £ avee une préei-
sion qui peut étre excellente si 'on possede de honnes
tables de la fonclion erf. On fera évidemment varier
s entre 0 el la valeur (38). A défaut de table de er/,
on peut utiliser des tables des probabilités normales
a condition de tenir compte des coeflicients numériques
qui s’introduisent.

Comme nous allons le montrer, on peul aussi
employer une méthode graphique.

VI. — Méthode graphique.

6,1. Emploi d’une (ransformalion logarilhmique.
A la place de s, introduisons le parameélre :
(39)

== 0'5yS

I.e logarithme peul étre pris dans une base b
g | |

quelconque. Nous choisissons  de  préférence  des
logarithmes décimaux (b = 10).
Posons :
=i causESte TN (LS S=10 (i) (40)
el construisons (fig. 4) la courbe I':
y=o(r) ()
dont I'équation s’¢eril aussi bien :
r==log erfe y. (42)
g |
43
4
{3
)l
&
log. 2 _
0 r
A
¥
Fig. 4.

L’emploi de papier semi-logarithmique permet de
faire cetlte construction sans calculer explicitement
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les logarithmes : il suflit de faire des lectures direcles
de la table des erle.

Décalquons sur un (ransparenl la parlie de la
courhe (I") correspondant aux valeurs négalives de
r et relournons le [ransparen! avant de Iappliquer
sur le graphique initial.

Par la suite, les lignes tracées sur le transparent
seront représentées en lirets sur nos figures ¢t nous
noterons par des letlres accentucées () Llous
éléments de ce Lransparent.

les

6,2. Emploi du lransparen! pour une élude para-
mélrique de x = X({).

Avece le paramctre r, les relations (34) deviennent :
K= 11 o(r)
o(r) + o(r -+ log z)
a* 1
4D |o(r) + o(r + log»))?

(43)

r variant entre — = (s = 0) el log 4, intervalle dans
lequel il reste négalif puisque ¢ <Z 1.

Appliquons le transparent retourné de lagon a
faire coincider les axes Or el Or’ el a introduire un
décalage des origines 00" = log » (fig. 5).

I'ig. 5.

Une verticale renconlre I" en M, ' en M’ el les
2 axes confondus en N,

Posant
ON=r<@® (4%)
on lit sur la figure b:
M'N = o(r) (45)
NM = p(ON) -~ (00" 4+ O'N) == o(r -+ log#) (46)
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Donc
MM = M'N + NM =0(r) - o(r +10g7) (17)
¢l, par suite:
N == (@ MN
M'M
5 BT (18)
4D MM

11 est donce possihle'dc consl_ruirc paralmélriquc—l
ment la loi X(f) en faisanl varier 131 vcE‘ILlcale .Ml\%
4 vauche du point I, intex:scchon deMet 1. Le. lmns‘-
p;rcnt est alors fixé invariablement surle graphicue 1",

6,3. Emploi du (ransparenl pour le caleul de X(1),
[ étanl donné.
On pose :

e _ . (« Lemps réduil ».) (19)
a'é
Alors : .
o(r) + v(r + log») (50)

e

Supposons le transparent superpos¢ au graphique
I' (lig. 6) avee unc translation selon Or

Ol = log» (51)
9 gt /
/
r ty 57 ;
TV
i
7
Fig. 6.
el une Lranslation selon Oy.
O’ \—} X (52)
T

Considérons la verticale PIR passant par le point

d’intersection T de I' et I''. O'RR fournit la valeur de
r associée a I'instanl { car si:

OERE (»3)
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on a bien
VIR — o(r) 54)
(PI=0(r 4 log 7)
1)You
o(r) + v(r 4 logz) — P13 - L (55)
On en déduit que: :
N= (1—_“54 (56)
PR

Dans une expérience donnée, log x est fixé. La
variation de ¢ ou < correspond donc a un glissement
du lransparent parallelement a Oy; il est commode
alors de tracer sur le graphique I' la droite r = log x.

On obtient en particulier /,, temps du passage du
front en * = a, en choisissant la translation pour que
I’ passe par O.

Naturellement, on pourrait toul aussi bien traiter
des problémes de délermination de x, rapport des
concenlrations, a partir de pointés du front.

VII. — Conclusion.

Nous regretlons que la restriclion fondamentale
D = D’ diminue l'intérét pratique de notre travail.
Toutefois, celle restriclion nous a permis de traiter
rigoureusement et simplement le probleme, jusque
dans ses moindres délails.

En outre, nous savons bien cue ’allure générale
du phénomene reste la méme lorsque D et D’ sont
différents. Nous pensons done que les immunochi-
mistes ne seront plus étonnés de voir le front de
précipitation envahir le territoire de I'un des réac-
tifs (généralement celui de I'anticorps) lorsqu’ils ne
maintiennenl pas constantles les concenlralions Cg et
C, des réactifs R et R’ sur les bases de départ.

Ils retiendront que si les coeflicients de diffusion
de I'antigéne el de Panticorps sont Lrés voisins, on
peul s’attendre a voir le front F apparaitre au milieu
de 00,

Drailleurs, nous compléterons bientdt cette étude
par des considérations relatives au cas ou D et D'
sonlt inégaux, les réservoirs ayant des longueurs
infinies ou finies. De la sorte, nous aurons construit
un cadre théorique qui devrait permettre de rendre

nettement plus quantitative I’analyse immunochi-
mique par diffusion.

BIBLIOGRAPHIE

(1) J. SanviNies et J

. J. MonrEau.
55, 300.

J. Chim. phys., 1958,





