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Résumé :

Le principe du shunt piézoélectrique résonant est étendu au contréle d’une structure multimodale par
multiplication du nombre de patchs piézoélectriques. Ceux-ci sont interconnectés via un réseau élec-
trique ayant un comportement modal approximant celui de la structure a controler. Pour une plaque
mince, ’application de la méthode des différences finies aux équations continues de Kirchhoff-Love
permet d’obtenir un ensemble d’équations discrétes qui définissent un modéle différences finies d’une
cellule élémentaire de plaque. A partir de ce modéle mécanique discret, I’analogie électromécanique
méne a un réseau électrique analogue constituées d’inductances et de transformateurs. Quand le réseau
bidimensionnel est connecté a un ensemble de patchs piézoélectriques, le systéeme complet fait appa-
raitre une coincidence a la fois spatiale et fréquentielle entre les modes de résonance de plaque et ceux
de I’analogue électrique. Le couplage piézoélectrique entre les deux sous-domaines génére un transfert
énergétique sur une large plage de fréquences. On obtient donc un réseau multi-résonant qui permet
le controle simultané de plusieurs modes mécaniques. Expérimentalement, on observe des réductions
d’amplitude vibratoire de plus de 20 décibels sur les 5 premiers modes d’une plaque. Ceci démontre le

potentiel de la stratégie de contrdle passif en matiére d’amortissement multimodal.

Abstract :

Multimodal damping can be achieved by coupling a mechanical structure to an electrical network ex-
hibiting similar modal properties. Focusing on a plate, an adequate topology for such an electrical
analogue is found from a finite difference approximation of the Kirchhoff-Love theory and the use of the
direct electromechanical analogy. A setup made of a clamped plate covered with an array of piezoelec-
tric patches is built in order to validate the control strategy and the numerical models. The analogous
electrical network is implemented with passive components as inductors, transformers and the inherent
capacitance of the piezoelectric patches. The effect of the piezoelectric coupling on the dynamics of
the clamped plate is significant as it creates the equivalent of a multimodal tuned mass damping. An
adequate tuning of the network then yields a broadband vibration reduction. In the end, the use of an

analogous electrical network appears as an efficient solution for the multimodal control of a plate.

Mots clefs : Amortissement vibratoire, Controle passif, Couplage piézoélec-
trique, Réseau électrique analogue, Composants magnétiques
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1 Introduction

Les shunts piézoélectriques [1] permettent de réduire I’amplitude vibratoire de structures minces par
couplage électromécanique. La présence d’une inductance dans le circuit électrique crée une résonance
due a I’échange de charges avec la capacité piézoélectrique. Ainsi, I’ajustement de la fréquence propre
du shunt résonant a celle de la structure mécanique équivaut au réglage d’un amortisseur a masse accor-
dée [2]. L' utilisation d’un réseau de patchs multiplie le nombre de shunts nécessaires, mais cette solution
a ’avantage de limiter les problémes d’annulation de charges qui pourraient se produire avec des patchs
aux dimensions proches des longueurs d’onde considérées. Des distributions périodiques ont été ap-
pliquées au controle de barres [3], de poutres [4] ou encore de plaques [5]. Cependant, chaque shunt
résonant n’est efficace que sur une bande de fréquences étroite et les valeurs d’inductance nécessaires
peuvent s’avérer trop élevées pour permettre une mise en ceuvre purement passive [6]. Il est pourtant
possible de réduire les spécifications d’inductance et de proposer un controle large bande en considérant
une interconnexion des patchs piézoélectriques plutot que des shunts indépendants [7]. Cette stratégie
fut explorée par Maurini et al. qui ont comparé plusieurs architectures de réseaux périodiques [8]. Il est
finalement observé qu’un amortissement multimodal nécessite le couplage de la structure a contrdler a
son analogue électrique. Des solutions de contrdle piézoélectrique par réseau analogue passif ont ainsi
été proposées pour des poutres [9] et des plaques [10]. Malgré tout, les résultats présentés restent théo-
riques et consideérent des réseaux électriques homogénéisés, ce qui s’éloigne des applications pratiques
pour lesquelles le nombre de composants électriques est limité.

Dans un objectif de mise en ceuvre de la stratégie d’amortissement piézoélectrique analogue, cet article
synthétise la démarche analytique ainsi que les principaux résultats expérimentaux pour des structures
bidimensionelles de type plaques minces [11]. L'élaboration d’un modele discret approximant la struc-
ture continue a contrdler rend possible 1’utilisation de 1’analogie électromécanique directe [12, 13] qui
conduit a un réseau électrique analogue constitué de composants magnétiques dont le nombre et les
valeurs sont choisis en fonction de la bande de fréquences a contrdler. Le réseau €lectrique proposé
est tout d’abord validé numériquement par assemblage de matrices élémentaires. En suivant la méme
méthode que pour I’étude de structures mécaniques, une analyse modale peut étre appliquée aux ma-
trices électriques globales afin de confirmer la topologie du réseau. Le réseau électrique est ensuite
assemblé expérimentalement puis couplé a la structure mécanique par I’intermédiaire d’un ensemble de
patchs piézoélectriques. Ceci permet d’observer des réductions de 1’amplitude vibratoire dues au trans-
fert d’énergie vers le réseau €lectrique analogue. On obtient finalement I’équivalent d’un amortisseur a
masse accordée multimodal qui fonctionne de fagon totalement autonome.

2 Modele discret d’une portion de plaque carrée

Le comportement dynamique d’une plaque d’épaisseur h de de densité p peut €tre décrit par la théorie
de Kirchhoff-Love [14] qui conduit a

Ox* +28m28y2 * oyt

4 4 4
(aw oMW 8W>:phw2VV, 0

ol w représente la pulsation, x et y sont les deux variables d’espace et W = W (z, y) est le déplacement
Yh3

R 12(1—1v2)

représente sa raideur en flexion. A partir de I’Eq. (1), on peut définir un systéme d’équations faisant

transversal. Pour une plaque de module de Young Y et de coefficient de Poisson v, D =
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intervenir des variables internes (), M et 6 associées respectivement a 1’effort tranchant, au moment
fléchissant et au déplacement angulaire au sein d’un élément de plaque carré de coté a :

Q. 0Q, , 06, 90,
T2y M=aD | ZE 4+ 2
oz + oy phac W “ ox * oy
_ oM et _ oW . )
@ =" b= 90
oM oW
AT " oy

Lapplication de la méthode des différences finies a ’Eq. (2) permet ensuite d’obtenir un ensemble
d’équations discretes qui définissent le modele différences finies de I’élément de plaque carré considéré :

Qr — QL + Qr — QB = —mw?W] My =D (0r — 0L + 01 — 0)
My - M M-V
o= a/2 b = a/2
MR—MI WR_VVI
/== Op — R '
Qr a2 et R a2 : 3)
MI—MB WI_WB
—_= 75 O — 1 'B
@ a/2 B a/2
MT—MI WT_VVI
= - 9 [ —
Qr a/2 T a/2

ou 'I’ correspond au centre de 1’élément de plaque et 'L’, ’R’, ’B’ et T’ représentent respectivement ses
cOtés gauche, droit, bas et haut.

3 Analogue électrique bidimensionnel

A partir du modele différences finies d’un élément de plaque représenté par I’'Eq. (3), I’analogie élec-
tromécanique directe méne 2 la cellule élémentaire électrique présentée sur la Figure 1, ot m = pha?
représente la masse de 1’élément. Cette portion de réseau est finalement une extension bidimensionnelle
de I’analogue électrique d’une portion de poutre d’Euler-Bernoulli [9, 15]. Quatre transformateurs de
rapport a/2 assurent I’analogie avec le bras de levier de longueur a/2 et un cinquiéme transformateur
de rapport 1 est ajouté pour assurer I’unicité du déplacement au centre de la cellule.

L’assemblage selon les deux directions de I’espace d’un nombre suffisant de cette cellule élémentaire per-
met de tendre vers un continuum €lectrique qui représente 1’analogue d’une plaque. En ce qui concerne
les conditions aux limites électriques en bord de réseau, elles doivent étre choisies par analogie avec les
conditions aux limites mécaniques de la plaque considérée. Par exemple, des conditions cinématiques
de type déplacement nul ou rotation nulle imposent de laisser ouvertes les lignes électriques correspon-
dante de fagcon a empécher le passage du courant. En revanche, il peut étre démontré que des conditions
de type bord libre ne sont pas directement associées a des tensions nulles en bord de la cellule électrique
de la Figure 1. Malgré tout, les plaques encastrées ou simplement appuyées n’offrant pas de bord libre,
leur analogue électrique peut étre directement mis en ceuvre avec le réseau passif proposé.
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Ficure 1 — Analogue électrique d’un élément de plaque carré discrétisé.

4 Conditions de couplage modal

L'objectif du couplage analogue est de synthétiser un réseau électrique étant capable d’approximer les
modes de la structure a contrdler. Le réseau dédié aux plaques étant une extension de celui obtenu pour
le contréle d’une poutre [15], on retrouve la méme condition traduisant 1’égalisation des relations de
dispersion dans les milieux électriques et mécaniques :

11 1D
#IC - @m @
L’inductance L et le rapport de transformation a des transformateurs utilisés dans le réseau analogue
doivent donc étre choisis en fonction des constantes mécaniques et de C, la capacité piézoélectrique des
patchs collés sur chaque cellule élémentaire mécanique. Associée a des conditions aux limites électriques
analogues a celles de la plaque considérée et en utilisant un nombre suffisant de cellules élémentaires,
I’Eq. (4) permet de générer des modes électriques qui ont les mémes fréquences propres et les mémes

formes modales que les modes de plaque.

Pour Ia modélisation du réseau, connaissant les équations électriques caractérisant la cellule élémentaire
de la Figure 1, il devient possible de définir I’équivalent d’une matrice de raideur élémentaire K° et
d’une matrice de masse élémentaire M €. Ces matrices proviennent de la relation entre le vecteur F'
contenant les tensions sur les bords de la cellule et le vecteur g° associé aux déplacements de charges
électriques :

F° = (K°® - w’M?°) ¢°. (5)
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Ficure 2 — Analyse modale d’un réseau électrique analogue : (a) Convergence vers les fréquences
propres théoriques. (b) Distributions de courant pour un réseau constitué de 25 x 20 cellules élémentaires.

L’analogue électrique d’une plaque est construit par assemblage d’un nombre suffisant d’éléments bi-
dimensionnels discrets de facon a approximer la continuité du milieu. De la méme fagon, le réseau est
modélisé par un assemblage de matrices élémentaires. Une analyse modale peut ensuite étre appliquée
aux matrices globales afin de vérifier la validité de la topologie du réseau et les conditions de couplage
modal. L’exemple considéré est 1’analogue électrique d’une plaque d’aluminium de 1.9 mm d’épais-
seur, 400 mm de longueur et 320 mm de c6té en conditions simplement appuyées. Lorsque I’Eq. (4)
est respectée, on observe sur la Figure 2(a) que 1’augmentation du nombre de cellules élémentaires de
I’analogue électrique fait tendre les fréquences propres du réseau discret vers celles de la plaque conti-
nue, représentées par des lignes horizontales. De plus, les distributions spatiales du courant électrique
représentées sur la Figure 2(b) montrent 1’équivalent de déformées modales d’une plaque simplement
appuyée. Les simulations numériques valident donc bien I’analogue électrique proposé.

5 Validation expérimentale du réseau analogue

Un réseau bidimensionnel est assemblé afin de valider expérimentalement 1’analogue électrique d’une
structure de type plaque. Pour des raisons pratiques liées au nombre de composants, 1’analyse se limite
a un réseau constitué de 5x4 cellules élémentaires. Ce réseau étant par la suite destiné au controle vi-
bratoire d’une plaque encastrée, des conditions aux limites analogues doivent étre respectées en laissant
ouvertes toutes les lignes électriques sur les bords du réseau. L’analogue électrique peut donc étre as-
semblé avec 16 condensateurs, 23 transformateurs et 6 inductances. L’organisation spatiale du réseau
respecte la topologie périodique imposée par la succession bidimensionnelle de la cellule élémentaire,
comme le montrent les Figures 3(a) et 3(b).
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Ficure 3 — Fabrication du réseau électrique analogue : (a) Cellule électrique élémentaire. (b) Réseau
périodique constitué de 5x4 cellules élémentaires.

Mode 1-1 Mode 2-1 Mode 1-2 Mode 3-1 Mode 2-2 Mode 3-2

Tension (dB)

I I 1 I I I ! \
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquence (Hz)

Ficure 4 — Distributions spatiales du courant et fonctions de réponse en fréquence pour la tension aux

bornes d’une inductance avec L = 0.9 H et C' =470 nF - (—) réponse expérimentale, (——) réponse
simulée.

Par analogie avec I’analyse vibratoire d’une structure mécanique ou 1’on applique généralement une
force tout en mesurant des champs de vitesse, on applique ici une tension et on mesure les distributions
de courant dans le réseau d’inductance. Sur la Figure 4, six résonances sont observées et associées
a des distributions de courant équivalentes a des modes de plaque encastrée. Le réseau électrique est
donc capable de reproduire la dynamique d’une plaque mince, ce qui valide sa topologie. De plus, la

corrélation entre les mesures expérimentales et la simulation valide le modele basé sur un assemblage
de matrices élémentaires.
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6 Réduction vibratoire d’une plaque encastrée

Dans un objectif d’amortissement vibratoire large bande, vingt patchs piézoélectriques carrés recouvrent
une plaque d’aluminium encastrée sur les quatre cotés, tel que présenté sur les Figures 5(a) et 5(b).
La plaque fait 400 mm de long, 320 mm de hauteur et 1.9 mm d’épaisseur. Les patchs, d’épaisseur
0.27 mm, sont connectés au réseau électrique analogue, lui-méme constitué de 20 cellules élémentaires.
Des transformateurs électriques de rapport a = 4 sont utilisés, ce qui conduit a une valeur d’inductance
L = 0.9 H. Un pot vibrant applique un effort en un point de la plaque et un vibrometre laser mesure
la vitesse de déplacement transversal. Le couplage du réseau analogue a la plaque encastrée modifie
fortement sa réponse fréquentielle. Le réseau multi-résonant crée 1’équivalent d’un amortisseur a masse
accordée multimodal comme I’indiquent, sur la Figure 6, les antirésonances bien visibles au niveau des
premier et second modes de plaque.

Un modele couplé a également été développé a partir d’un assemblage numérique d’éléments de plaque
connectés au réseau analogue [11]. Ce modele est validé par les résultats expérimentaux et il offre donc
des perspectives intéressantes pour I’optimisation d’un réseau discret couplé a une structure continue.
En effet, le réseau analogue est constitué d’un nombre limité de cellules élémentaires ce qui I’éloigne du
modele continu. Dans le cas présent, I’inductance L doit étre ajustée a une valeur de 0.7 H afin de mieux
positionner les résonances électriques sur la plage de fréquences considérée allant de 50 a 500 Hz. A
partir du modele numérique, on peut également déterminer la valeurs des résistances Ry = 180  qui

(b)

Ficure 5 — Dispositif expérimental pour I’amortissement multimodal d’une structure bidimensionnelle :
(a) Plaque d’aluminium recouverte de vingt patchs carrés. (b) Encastrement sur les bords et couplage au
réseau électrique analogue.

Vitesse (dB)

\ L \ \ \ \ \ \
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquence (Hz)
Ficure 6 — Effet du couplage au réseau analogue sur la réponse vibratoire de la plaque - (- - - ) réponse

expérimentale en court-circuit, (—) réponse expérimentale pour L=0.9 H et R =0 Q, (——) réponse
simulée pour L=0.9 Het R} =0 Q.
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Vitesse (dB)
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Ficure 7 — Influence de la valeur des inductances sur I’amortissement vibratoire - (- - - ) réponse ex-
périmentale en court-circuit, (—) réponse expérimentale avec le réseau analogue pour L = 0.7 H et
R} =180, () simulation d’une variation de +30% sur L.

sont ajoutées aux inductances de facon a optimiser la réduction vibratoire. Considérant ce réglage du
réseau électrique, la Figure 7 montre des réductions de plus de 20 dB sur I’ensemble des modes de plaque
observés, ce qui valide la stratégie d’amortissement par couplage analogue. De plus, la Figure 7 montre
Ieffet d’une variation d’inductance sur la dynamique du systéme couplé. Méme avec une variation de
I’ordre de +30% on observe toujours un net amortissement vibratoire ce qui met en avant la robustesse
du systeme de contrdle.

7 Conclusion

Cet article offre une description de la stratégie d’amortissement vibratoire de plaques minces par cou-
plage piézoélectrique a un réseau électrique analogue. Une discrétisation du milieu mécanique et une
analogie électromécanique permettent de proposer des analogues électriques passifs. Une condition por-
tant sur les valeurs des composants a utiliser est également présentée de facon a assurer une interaction
entre les modes électriques et les modes mécaniques sur une large bande de fréquences. Méme si la
quantité de matériau piézoélectrique ajoutée reste relativement limitée, les validations expérimentales
montrent une nette réduction de I’amplitude vibratoire. Cette solution passive semble donc prometteuse
pour I’amortissement vibratoire multimodal de structures minces. Elle offre également des perspectives
intéressantes en matiere de contrdle acoustique, de récupération d’énergie et de contrle non destruc-
tif. Un second dispositif expérimental est actuellement en cours de réalisation. Il comprend 42 cellules
électromécaniques permettant le controle d’une plaque en conditions simplement appuyées. Ce nouveau
dispositif permettra d’expérimenter différents réseaux piézoélectriques dans le but d’étendre la stratégie
de couplage analogue a des cas de géométries ou de conditions aux limites plus complexes.
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