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HYPOTHESE DE RIEMANN,
SERIES DE DIRICHLET ET OPERATEURS ASSOCIES.

JEAN LOUIS JONOT

ABSTRACT. Dans cet article, on introduit la notion de série Dirichlet associée
aux zéros d’une fonction analytique. En utilisant les critéres de majoration du
nombre de zéros comptés avec leur ordre de multiplicité, on démontre que la
fonction zéta est de type fini.

Ensuite, on définit la notion de transformée de Riemann qui permet de
décrire les images comme une série de Dirichlet sur le demi plan Re (z) > 1. La
notion de noyau de Mellin se construit a partir de la (-intégration, ce procédé
donne une description des extensions analytiques successives de la fonction (.

1. INTRODUCTION

La fonction ¢ de Riemann est définie par

+oo
<(z)_2%_H$, Re(2) > 1 (1.1)

peEP

ol P est 'ensemble des nombres premiers. Cette fonction admet un prolongement
analytique sur C \ {1}, noté encore ¢, qui vérifie I’équation fonctionnelle

¢ (2) = 2°7* Lsin (%) T(1-2)¢(1-2) (1.2)

pour z £ 0 et z # 1, ou T est la fonction gamma définie sur Re (z) > 0 par

+oo
I'(z)= / t*~letdt
0

qui peut étre prolongée analytiquement par une fonction méromorphe de poles
N~ ={-o00, - ,—2,—1,0}, vérifiant la relation fonctionnelle

F'(z+1)=2I'(z),Vze C\N".
Les zéros de la fonction ¢ sont formés des zéros triviaux simples
2z, = —2k pour k > 0,
et des zéros non triviaux situés dans la zone critique 0 < Re (2) < 1. L’hypothese

de Riemann se conjecture comme suit.

Conjecture 1. Les zéros non triviauz de  vérifient Re (p) = %

On propose une approche personnelle de cette conjecture. Les outils présentés
s’orientent autour de cette conjecture, méme si certains résultats semblent s’en
éloigner.

Date: 13/03/2018 .
Key words and phrases. Opérateur autoadjoint, mesure spectrale,trace d’un opérateur,mesure
complexe,série de Dirichlet, noyau de Mellin,noyau de Riemann.
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2 JEAN LOUIS JONOT

2. LES ZEROS NON TRIVIAUX DE (

On note Z (¢), 'ensemble des zéros non triviaux de ¢. On a

¢(Z) =((2) pour Re(z) >1 (2.1)
par l'unicité de I'extension analytique pour z # 1, si p est un zéro non trivial alors
1 — p est un zéro non trivial par 1.2 et par 2.1, si p est un zéro non trivial alors p
est un zéro non trivial.

et

Lemma 1. L’ensemble Z () est symétrique par rapport auz droites Re (z) = 1

Im (z) =0 avec
card Z (¢) = .
La fonction de Stieltjes, notée x, est définie par sa série entiere
400 ~
Rz =Y (1) Lean,
n=0

ol 7, sont les nombres de Stieltjes

. O~ log (k)" log (m)"*!
n — 1 - )
7 m%ll}rloo <§ k n —+ 1

en particulier, vy est la constante d’Euler-Mascheroni, on pose
P(z)=142k(2),Vz€C (2.2)
et Z (¢) I'ensemble des zéros de ¢.

Lemma 2. p € Z(¢) si et seulement si p+1 € Z(¢) ot Z(() est formé de
l’ensemble des zéros de (.

Proof. On écrit le développement en série de Laurent au point 1 de la fonction ¢,
on en déduit que
(z—=1)C(2)=¢(z2—1),Vze C {1} (2.3)

et on conclut. O

3. ZEROS DES FONCTIONS ANALYTIQUES SUR W X |0, +00[ ET SERIES DE
DIRICHLET ASSOCIEES.

Soit ¢ une fonction analytique sur W x 10, +00[, [a,b] C W ot W est un intervalle
ouvert de R avec —oco < a < b < +00. On fait 'hypothese que 'ensemble des zéros
de ¢, noté Z (<), est de cardinal infini et contenu dans [a, b] x |0, +o0].

Definition 1. Un niveau de Z (<) est une valeur de t pour laquelle
Z()N{y =1} £0.
Proposition 1. L’ensemble des niveauz N est un ensemble discret non borné de

10, +00] et Uensemble N (t) = Z (s)N{y =t} est un ensemble de cardinal fini N (t)
pour tout t € N.

Proof. Supposons que N ne soit pas discret, il existe t € A tel que pour tout
voisinage ouvert V' contenant ¢ on puisse trouver un élément s € (N~ {t}) N V.
Soit {t,} une suite de N telle que

lim t, =t,
n—-+oo
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il existe une suite {z,} € [a,b] telle que p, = @y + ity € Z (). Soit {zy(,} une
sous-suite de {x,} qui converge vers x dans [a,b], notons = € [a,b] sa limite. La
Suite Py (n) = Ty(n) + ity(n) CONVerge vers p = x + it et
m < (Pe(m) =0,

s(p)=1i
p est un zéro de ¢ qui est non isolé ce qui est en contradiction avec la nature
analytique de ¢ et donc, ’ensemble des niveaux est discret. Cet ensemble est non
borné, sinon il existe une suite {t,} C N convergente vers ¢, par un argument
similaire au précédent, on construit un zéro non isolé de .

Le cardinal de N (¢) est fini, dans ’hypothese contraire on se donne une suite
{z,} appartenant & [a,b] qui converge vers z, telle que p, = x, + it soit un zéro
de <. La limite p = x + it est un zéro de ¢ dans [a, b] x ]0, +oo[ qui est un zéro non
isolé de ¢, ce qui est impossible. ([

Remark 1. Dans ce qui suit, on écrit N = {t, :n>1} avec t, < t,y1 et

lim ¢, = +oo.
n—-+oo

Definition 2. La série de Dirichlet associée aux zéros de ¢ est

—+o0
Zg (Z) — Z Nne—ztn’
n=1

N, est le nombre de zéros de ¢, de partie imaginaire t,,, comptés avec leur ordre de
multiplicité.

Theorem 1. L’abscisse de convergence simple oz _ est

1 "N,
oz = limsupM (3.1)
n—-+o0o n
et pour z tel que Re (z) > 0z , on a
+oo
Z(2)==z N (t) e *'dt avec N (t) = Z Np.
0 ta<t
Proof. On remarque que
1 Y
I — hmsupw >0,
n—-+4oo tn

1 N, . . .. ..
car M > 0, Vn > 1. La théorie des séries de Dirichlet permet d’affirmer

que si L S 0 alors oz = L et si L =0 alors 0 est un point singulier de Z; par le
théoréme de Landau, donc oz, = 0. Dans tous les cas
log (22:1 Nk)

Oz¢ = lim sup—mm.
n—-+o0o tn

Le reste de I’énoncé est une conséquence directe de la théorie des séries de Dirich-
let. (]

Remark 2. N (¢) représente le nombre de zéros non triviaux de s de partie imag-
inaire dans ]0,t], comptés avec leur ordre de multiplicité.

Definition 3. La fonction analytique < est de type fini si oz < +00.

Theorem 2. La fonction de Riemann ¢ est de type fini avec oz, = 0.
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Proof. En utilisant le théoreme de Riemann-Von Mangoldt,

N () = % log <%> + 0 (log (1),

I » N, log (N (¢,
lim sup—Og (Zkzl k) = lim supiog( (n)) <0,
n—-4o0o tn n—-4o0o tn
le théoréme de Landau implique oz, = 0. O

On définit, pour une fonction analytique ¢ sur W x |0, +oo[ ol Ja,b] C W, la
série de Dirichlet sectionnelle en z, a < = < b, par

—+oo
Zea(2) = Z Ny ze=
n=1

ot Ny, ;. est le nombre de zéros de ¢, comptés avec leur ordre de multiplicité, vérifiant
x <Re(z) <bet Im(z) =t,.
Remark 3. L’hypothése de Riemann se reformule de la fagcon suivante, Z¢ 5 =0

st et seulement si x > %

Notation 1. Dans ce qui suit, on note
M={zela,b[: 3, x+ite Z(s)}. (3.2)

Theorem 3. Six € M et sup{N, (n):n > 1} = +o0, ot N, (n) est le nombre
de zéros de partie réelle strictement supérieure a x et de partie imaginaire < tp,
comptés avec leur ordre de multiplicité, alors ’abscisse de convergence simple oz,

est ) N
oz, = lim supiog( = (1) ,
n—-+o0o n

sous Uhypothése oz_, < 400, pour z tel que Re(z) > 0z, ,, on a

—+o0
Zoo(2)=2 N, (t) e *dt, No () = Y Npa,
0 tn <t
et 0 est un point singulier de Z, 5. Sisup{N, (n) :n > 1} < +oo alorsoz_, = —00

et
N
Z..(2)= Z N, ze” %
n=1

pour N suffisamment grand.

Proof. On pose

L= limsupw,Nx (n) = Z Ni o

n—-+oo n 1<k<n

si sup N, (n) < +oo alors

N
Z..(2)= Z N, ze” %
n=1

pour N suffisamment grand et

N
Zc.,z (Z) = Z Nn,ze_Zt"
n=1
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a une abscisse de convergence 0z, , = —o0. Sisup N, (n) = +o0 alors L € [0, o0,
pour L € ]0,4+00] on a 0z, = L. Pour L = 0, 0z_, = 0 car 0 est un point
singulier de Z. , par le théoréme de Landau et 1'égalité oz, = L = 0 est encore
vraie. L’équation, pour oz_, < +00

+oo
Zoo(2)=2 N, (t) e *'dt, Ny (£) = Y Ny
0 tn <t
avec Re (z) > 0z_, est une conséquence de la théorie des séries de Dirichlet. g

Remark 4. La fonction N, (t) est le nombre de zéros de ¢, comptés avec leur ordre
de multiplicité, de partie réelle strictement supérieure a x et de partie imaginaire
0 < t, < t. Dans notre situation N (t) = Ny (t,) ot n est le plus grand entier k
pour lequel 0 < tj, < t.

Definition 4. La fonction analytique < est partiellement de type fini pour x € M
St oz, <+oo.

Theorem 4. Pour tout x > %, la fonction de Riemann ( est partiellement de type
fini avec pour valeur d’abscisse de convergence oz_, = 0.

Proof. Pour x > %, en utilisant par exemple la majoration de Selberg [5]

N, (1) =0 (1= 10g (1)),

et
log (N (t
oz, = hmsupw <0,
n—-+4oo n
le théoreme de Landau permet d’affirmer que oz, , = 0. (Il

Remark 5. Si on veut améliorer l’abscisse de convergence oz, ,, on peut en fonc-
tion de la localisation de x utiliser les magjorations développées dans [2], [3], [4] et

[7].
Problem 1. N (¢) > Ny (t) et si on note

ard

/—/H

(z)z% etO<Im(2)<t},
onaﬁ() > Ctlog (t) > CN (t) avec

lim inf () > 0.4077 [1].
t—+o0o N (1)

A-t-on, hmlnf =17

t—+o0 N(t)

L’ordre lexicographique sur les zéros de ¢ est défini par, si a et 8 appartiennent
a Z(s) alors a < f si et seulement si Im () < Im (5) et si Im(a) = Im(p),
Re(a) < Re(B). On définit la suite {p,} = Z (<) avec pn < pnt1, ¥n € N*. En
utilisant 1’ordre lexicographique on a pour la fonction de Riemann (

. 2mn
" log (n)’

(3.3)

et
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la série de Dirichlet
—+oo
— —tnz
= E Qpé )
n=1
ol o, est l'ordre de multiplicité du zéro % + it,, a une abscisse de convergence
nulle. La série de Dirichlet associée aux zéros de la fonction ¢, Z; a une abscisse
de convergence nulle, I’hypothése de Riemann s’énonce sous la forme Z; = 2.

4. LA TRANSFORMEE DE RIEMANN ET SON NOYAU

On note
D={zeR:((z+iy)f(y) € L' (R.dy)},

et fl’application définie par

- +oo
For= [ CatinfwdyvoeD.

— 00

Definition 5. L’application L¢ définie sur ’ensemble des fonctions mesurables par

Le(f) =1
est la transformée de Riemann et l’application
(2,y) = K (z,y) = ¢ (z +1iy)
est le noyau de Riemann.

Lemma 3. Si f € L' (R,dx) alors pour x > 1,
+oo @
f (log (n
n=1

ou f est la transformée de Fourier de f.

Proof. Pour z > 1,
N

= f(y) 1
an+iy :f(y)ZWNj_wf(y)C(x—i—zy)

n=1 n=1

Z n:ﬂ-i-w

le théoreme de convergence dominée implique pour = > 1,

+oo 400 +00 —+oo +oo f
/ C (:E + Zy / anrly Z / anﬂy

— 00

et

)¢ (@) € L' (R, dy),

1 [t .
— / fy)emiesmuygy

ne
1

f (log (n))

ne '

n

7%

3
Il
A
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Par exemple, si f(x) = —ux, le terme de droite de I’équation 4.1 est la valeur de
la fonction dérivée de ¢ en z = x pour = > 1

+oo
¢y =3 e

nIE

n=1
cette fonction ne vérifie > pas les hypotheses du lemme on se ramene aux hypotheses
du lemme si on prend ft( ) = —21jp4 (z). Pour fi,ona

+oo ) )
fi(z) = / fr (W) e du=1— e

et
Feo - log (n)
. _ ity — g
[m C(z+iy) (1—e™)dy g — , V>0
log(n)<t
par passage a la limite,
—+o0
: . _ ity _
t_1i+moo - Clx+iy) (1—e™)dy=( (z), Vo > 1.

Definition 6. La série de Dirichlet associée a f € L' (R, dx) est

Z f 10g Zf log —zlog(n)'

Theorem 5. L’abscisse de convergence oy de fc vérifie l'inégalité oy < 1. Si
of <0 alors

tog (| 52,%501 F (tog (n))

or = limsu 4.9
! n~>+o£) log (n) (4.2)
et
0 Y ey J (log (n))
Je(z) = : Ry dx. (4.3)
Proof. On a
noo_ n 4o l +oo . 1
= —ilog(k
> f(log (k) Z/ﬁoo f(u)e / )Zk
=1 k=1 k=1
<n|fll
et
v ey ZE 08O gl
n—+00 log (n) nstoo  log (n)
Les équations 4.2 et 4.3 sont des conséquences de la théorie des séries de Dirichlet.
O

Les fonctions d’Hermite-Gauss
21
Ok (t) = ﬁeiﬂ'tsz (215\/E)

ou H, sont les polynomes de Hermite définis par
db¥ .2

Hy () = (~1)" e e,
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forment une base hilbertienne de L? (R, dz) et sont des fonctions propres pour la
transformation de Fourier définie par

+oo
FO@= [ soea

— 00
on a
- K
b = (—1)" k.
On remarque que ¢5, € L' (R, dz), on peut évaluer la transformée de Riemann

sur cette base Hilbertienne, les valeurs propres de la transformée de Fourier sont
+1, +i. On a

Z?b;log Z¢k (log (n r>1

et
b Z O log
A (n) = (=)" >~ o1 (log (m))
o \2/1_ Z ~=(0(m)” [, (21og (m) v/7)
et

—+oo

Z —(log(m))* pr, (2log (m) v/7)

. k 24
Ak (n) = (=i \/_'

est une série converge de somme Ay. On a

I — iR (D)

n— 400 log (n) ’

donc I'abscisse de convergence oy, . de ¢ ¢ vérifie oy, < 0. Pour z > 04, ., on a

1
k2 Z e (los(m)* (2log (m) /7).

+ooA
ouce) == [ 2o, avee A (o) = ()
»

m<x

De plus, si 04, . < 0 alors

log (Qf oy 0B I (21og (m) ﬁ)\)
= 1.
Tonc fgigf log (n+1)
Toute fonction ¢ € L? (R, dx) N L' (R, dx) s’écrit

Z)\Mbk, Z Ael* < oo

k=0

et
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pour Re(z) > 1

400 400 N
(=4)" Ak (log (n))
Lo(@) () =) — :
n=1 k=0
Calculons Pabscisse de convergence de L¢ (¢). Si
+oo
Ay (m) = (=) Axor (log ().
k=0
soit "4
b~ e 198 Sy Ao (1))
n—+4o00 log (n)
alors si L € ]0,+4o0c], I'abscisse de convergence est o7 ¢4y = L et si L < 0 alors
or.(¢) < 0 avec pour or_(4) <0,

R (=)
S log (n +1) '

Remark 6. L’intérét de la transformée de Riemann L est lié au fait que sous
certaines hypothéses sur f, la fonction L¢ (f) est représentable, pour x > 1, par
une série de Dirichlet. L’unicité de l’extension analytique de cette série, si elle
existe, permet de décrire entiérement L¢ (f) (z) sur son domaine de convergence.

Dans ce qui suit, on généralise la notion de noyau de Riemann et on cherche les
conditions pour que 'opérateur, défini & partir de ce noyau, devienne un opérateur
hermitien de L? (R, dx), on peut consulter [6]. Soit ¢ une application

p:C—=C,z—d(2)

le noyau de Riemann associé & ¢ est un endomorphisme L, de L? (R, dz)

—+o0
L2 (R,dz) = L2 (R, dz), Ly (f) = / b (x+iy) f () dy,

— 00

de domaine dom (L) défini par
dom (Ly) = {f € L* (R,dz) : Ly (f) € L* (R,dz)}.

Lemma 4. Sidom (Ly) est dense, l'opérateur autoadjoint est L = Lg o ou 6 est
Uapplication
6:C—C,0(z) =1z

de domaine dom (Lj;) défini par
dom (L)) = {¢ € L* (R,dz) | 3x € L* (R, dz) : Vo € dom (Lg), (Lg () | ) = (¢ | K)}.
On a le résultat suivant.

Lemma 5. Si les applications « et B vérifient

+oo
a:x—>/ | (x +dy)|dy < My p.p (4.4)
et
+oo
ﬁ:y—>/ |o (x4 iy)| dz < M3 p.p (4.5)

alors Uapplication Ly est un opérateur borné de L*(R,dz) pour lequel || Lyl <
M Ms.
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Theorem 6. Si ¢ vérifie les inégalités 4.4, 4.5 et Uéquation ¢po @ = ¢ alors Ly est
un opérateur hermitien.

On s’intéresse a un cas particulier de noyau de Riemann, ce sont les noyaux de
Riemann associé a des séries de Dirichlet

—+oo
= E ane " ?
n=1

qui vérifient
—+oo

L¢(f)(w)=/ b(x+iy) f (y) dy

est une fonction de L? (R, dz) pour un ensemble de fonctions f dense dans L? (R, dx).
Sous I'hypothese de permutation des symboles Y et [ on a

Zanf An , T >0y,

cette représentation permet de définir la notion de transformation de Dirichlet.

Definition 7. La transformation de Dirichlet associée a une application ¢ €
L? (R,dz) est définie par

Ty : f ZCL e M T¢f Zamb AnZ

Theorem 7. On a si ¢, € L? (R, dx)

n
sup { Z ag
k=1
alors o,y < 0. Sous l’hypothese or,y < 0,

g ([ ad ()
or,f = limsup .

n—-+4oo )\nJrl

Ty o Ty = T,

et st

in € N*} < 400 (4.6)

Proof. Si I'inégalité 4.6 est réalisée, on peut appliquer le critere de convergence

d’Abel & la série
—+oo
Z ak¢ ()‘k) )
k=1

le lemme de Riemann-Lebesgue donne la deuxieme condition

Jim G () =0

pour réaliser la convergence de la série. Le reste de I’énoncé résulte de la transformée
de Fourier d’un produit de convolution et de la théorie des séries de Dirichlet. [

Proposition 2. Sous l’hypothése de permutation des symboles Y et f,
Ty (¥) (x) = Ly (9) (), © > 0.
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Remark 7. L’opérateur de Dirichlet T est un opérateur
T:L?(R,dx) — End (D),

ot D est l’ensemble des séries de Dirichlet, qui envoie un produit de convolution
de deuz fonctions de L? (R, dx) sur une composition d’endomorphismes de l’espace
des séries de Dirichlet.

5. LES (-INTEGRALES ET LE NOYAU DE MELLIN
Pour f € L*([0,1]) N L' ([0,1]) on note f le prolongement périodique de f [jo1]-

Definition 8. La (-intégrale associée a f est définie, quand elle existe, par

T £ (u
= [ £ g,

uz
Lemma 6. Pour f € L?([0,1]) alors s (z) est définie pour x > 1 et

s (@) < If 15 () - (5.1)
O f (u) 2 If (u)]
/1 e s /1 u—wdu’

+oo |f(u)| +oo k+1 |f( +o00
d =

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ ||f||Z/ T

IIfIIka 1£]l, ¢ () pour z > 1.

Proof. On a

([
Lemma 7. Si F est une primitive de f sur |0, 1] telle que
F(0N)=F(17)==r
alors
Cr(z) =k +2Cp(x+1) pour x> 0. (5.2)

Proof. Pour montrer ’équation 5.2, on intégre par parties comme suit, si F est le
prolongement pérodique d'une primitive F' de f [j,1 vérifiant

F(0N)=F(1 ) =—#

alors pour z > 0

- +o0 f (u) 7+0° k+1 ¢ { }(er) k+1 F (u)
Cj—/l " da:—;/k kz —I—x/k um+1dx ,

/*“de*f (“”1) RUD) o [TEW,,

u® P (k+1)* k®
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[ = B (e ) e e

k=1
Cr(x) =K +aCr(z+1)
Cr (z + 1) est défini pour x > —1, ainsi (¢ (z) est défini pour > —1. O

Remark 8. Si F'(07) # F (17), avec les notations précédentes, on a

i, N~ F(OD)  REOYH
/1 ut dx_;(kﬂ)”” ; e el

1
<f<w>=—F(1+)+<<w>/0 Fdt+ e (4 1)

Corollary 1. Si f est de classe C" et vérifie f&) (0) = f®) (17) = — xy pour
tout 1 < k < n alors
n n—1
r -1
Cromy () = ;nn_kxkfl—i-x”g“f (x+n) oo x" = pl;[o (x+p) = @1_‘4—(72)), xV=1.

Lemma 8. Si f est de classe C™ et vérifie f*) (01) = ) (17) pourtout1 <k < n
alors Cpny a une extension sur |—n,+oo[ et n € N*.

On en déduit le théoreme suivant,

Theorem 8. Si f est une fonction périodique de période 1 et de classe C™

n—1
_ f® (0t) Cron (2 —n)
Cf(z)_kzzo (z=1)(z=2)---(z2—k-1) + (z—=1)(z—2)---(z—n)’ V>0
en particulier si f est de classe C*° et
) Cgomy (2 —m) B
nggloo(z—l)---(z—n—l) =0
alors
—+o0
_ F™(0) .
Proof. Si f est une fonction de classe C™ et vérifie f(*) (01) = f(B) (17) = — &y,
pour tout kK < n on a
n xk—1 1
(p(xz+n)=— ; Rk~ + o Cpon (2)
et pour z =x+n
. . Kn—k Cf(n) (z—=mn)
Cf(z)_;_(,2—1)(,2—2)~-~(z—(n—k)—l) + (z—=1)(z—=2)---(z—n)
n—1 (k) _
G () = £ 00 P D1 Ctl)

z—1)(z=-2)(z—k—-1) (z-1)(z—=2)---(z—n)’

~
Il

0
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Theorem 9. S

(2[K| ) Ic ()]
ZZ|_1| k _1|<—|—oo

k€Z neN
alors
GO =3 gy N vdan =3 2k ()

neN
et {cx (f)} sont les coefficients de Fourier de f.

Proof. On a pour f € L?(]0,1])

f(:r):ch(f)ek(x), Co(f)—/o f(z)du et

keZ

kEZ

1
= / f (I) e—2ikﬂ'zdx avec e, (:E) _ e—2ik7rm7
0

on peut appliquer le théoreme précédent aux fonctions ey

+oo . n
(2ikm) .
Cek(z): avz¢N
;(2—1)---(z—n—1)

si

o)LL

keZ neN
alors
+o0 1
:/ uzzck du—zck(f)cek(z)
kEZ keZ
2 k7r f
- Z Z : z —(n)— 1)
kEZ nEN
et a
Cf'(z):%(z—l)---(z—n—l)
ou

an =Y (2ikm)" e (f), ¥n € N.

keZ

Supposons que f € L% ([0,1]), les (-intégrales
+o0 f(x
= [ M, Re(z) >0
1 x®
s’écrivent,

+oo n+1 T
(r(2) = Z/ &dw,

T
n=1

sur chaque intégrale sur [n,n + 1[ par changement de variable, on a

/n"“ %d‘r—/{)l%dm

13
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si les symboles d’intégration et de somme sont permutables

1 +o0o
Cr (2) Z/O f(z) <Z ﬁ) dz.

n=1

Definition 9. Le noyau de Mellin est défini par la fonction

00 1
(Z,I): 7z:<(z,$)—x_z,
° ,; (@ +n)

ou ¢ est la fonction zéta d’Hurwitz.

Remark 9. On a

!/
s(z,2)=C((z,2) —27? =((z,2+1) = —@, Re(z) > 0. (5.4)
Pour un entier k£ > 2 quelconque
=1y
k)= — —
Sz k) =)=

n=1

sik= % avec pged (p, ¢) = 1 alors

(2 )_*"O 1 .= 1 . 1
S qaZ — § (£+n)z _q E (p+nq)z _q mgp[q] mz.
: =

n=1 n=1

Definition 10. Soit r € Q*", la fonction r-zéta de Riemann est définie par
lextension analytique de la fonction

1 D
6= X aor =L e peed () =1

m=plq]
et sir=0, (o (2) =C((2).

Remark 10. La densité de Q dans R permet de reconstruire le noyau de Mellin ¢
a partir des fonctions (. pour r € [0,1].

On note ¢ 'opérateur défini par
6\(f) = Cﬁl(f) |[0,1]
pour toute fonction f € L2 ([0,1]) ol Py est la projection orthogonale sur C1+.

Theorem 10. L’opérateur <@ Py est un opérateur borné de L2 ([0, 1)).

Proof. Si
F=) creret fo= crex

kezZ kez*
alors

co Py (f) = (s + co,
co B (| =1emz+ B | . (5.5)
| I, 2

2k o1 a, en utilisant deux fois I'intégration par

Sur la base hilbertienne ey () = e
partie, pour z > 0

Cek (:E) =

1 +1
x +x(x )

C2ikm (2ikm)? | (2ikw)° G (2 42),
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en appliquant 5.1, pour z € [0, 1]

2

|<€k (‘T+2)| < F

donc
2

~ 3 T
‘c@Plek(:r)‘<2+F,
et pour k € Z*
2
. ™
[<exlly <42+ <= llexlls -

Sik=0onac® 181 (eg) = ep. En utilisant 5.5 on en déduit que

~ 5 w2
[ca Prn)||, <3+ % 171

Popérateur <& P est un opérateur borné de L2 ([0, 1]).
Dans la base canonique ey,
SO Preg = e
SO Prex = (e, 0,1
en utilisant 5.3 on a

+oo . n +oo . n
B (2ikm) 1 (2ikm)
Cek(z)_E (2_1)(2_n_1)_2_12(2_2)(Z_n—l)

n=0 n=1

+oo ; n
B (2ikm)
1/),6(2)—2(2_2).”(2_”_1)’

n=1
“+o00 . n +oo . n
7 (2ikm) B (=2ikm)"  _oikn
¢k(1)—;(1_2)...(1_n_1)_; n T
G (2) = 2= el

lim Cek (Z) = 1%@ (1) )
z—>1
1 n’est pas un poéle pour la fonction (e, |j,1]. Formellement, si
F@)=> o (f)ex(x)
kezZ
alors

. o /
xhgllﬁf |[0,1] (z) = ch (f) ¥ (1)
keZ
si les symboles lim et > permutent, c¢’est-a-dire, si

D lew (), (1)] < +o0.
kez
Remark 11.

n!
n=1

+oo
;(1)=Zi(1+%+---+%> (2ikm)"

1 n
[k (DI <D oy Gk ™" =20 e < oo,

n=1

1=

0
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6. CONCLUSION

Tous les outils mathématiques, présentés dans cet article, ont été développés a
partir de la fonction zéta de Riemann et ses zéros non triviaux. Dans la premiere
partie, on définit les séries de Dirichlet des fonctions analytiques associées aux zéros
de ces fonctions. On démontre que la fonction zéta est de type fini, avec abscisse de
convergence nulle. Ensuite, on s’intéresse a la transformée de Riemann qui permet
de décrire 'image d’une fonction f par la formule 4.1, on calcule les transformées
de Riemann dans la base hilbertienne formée des fonctions de Hermite-Gauss. On
définit la notion de noyau de Riemann et on donne des conditions pour que ce noyau
soit hermitien. Le noyau de Mellin est décrit a partir de ’opérateur de Volterra et
de la notion de (-intégration, on en déduit les résultats démontrés dans 5.3 et la
description des extensions analytiques de ¢ sur Re (z) > —n et z # 1.
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