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HYPOTHÈSE DE RIEMANN,

SÉRIES DE DIRICHLET ET OPÉRATEURS ASSOCIÉS.

JEAN LOUIS JONOT

Abstract. Dans cet article, on introduit la notion de série Dirichlet associée
aux zéros d’une fonction analytique. En utilisant les critères de majoration du
nombre de zéros comptés avec leur ordre de multiplicité, on démontre que la
fonction zêta est de type fini.

Ensuite, on définit la notion de transformée de Riemann qui permet de
décrire les images comme une série de Dirichlet sur le demi plan Re (z) > 1. La
notion de noyau de Mellin se construit à partir de la ζ-intégration, ce procédé
donne une description des extensions analytiques successives de la fonction ζ.

1. Introduction

La fonction ζ de Riemann est définie par

ζ (z) =
+∞∑

n=1

1

nz
=
∏

p∈P

1

1− p−z
, Re (z) > 1 (1.1)

où P est l’ensemble des nombres premiers. Cette fonction admet un prolongement
analytique sur Cr {1}, noté encore ζ, qui vérifie l’équation fonctionnelle

ζ (z) = 2zπz−1 sin
(πz

2

)
Γ (1− z) ζ (1− z) (1.2)

pour z 6= 0 et z 6= 1, où Γ est la fonction gamma définie sur Re (z) > 0 par

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

qui peut être prolongée analytiquement par une fonction méromorphe de pôles
N− = {−∞, · · · ,−2,−1, 0}, vérifiant la relation fonctionnelle

Γ (z + 1) = zΓ (z) , ∀z ∈ C r N−.

Les zéros de la fonction ζ sont formés des zéros triviaux simples

zk = −2k pour k > 0,

et des zéros non triviaux situés dans la zone critique 0 < Re (z) < 1. L’hypothèse
de Riemann se conjecture comme suit.

Conjecture 1. Les zéros non triviaux de ζ vérifient Re (ρ) = 1
2 .

On propose une approche personnelle de cette conjecture. Les outils présentés
s’orientent autour de cette conjecture, même si certains résultats semblent s’en
éloigner.

Date: 13/03/2018 .
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2 JEAN LOUIS JONOT

2. Les zéros non triviaux de ζ

On note Z (ζ), l’ensemble des zéros non triviaux de ζ. On a

ζ (z) = ζ (z) pour Re (z) > 1 (2.1)

par l’unicité de l’extension analytique pour z 6= 1, si ρ est un zéro non trivial alors
1 − ρ est un zéro non trivial par 1.2 et par 2.1, si ρ est un zéro non trivial alors ρ
est un zéro non trivial.

Lemma 1. L’ensemble Z (ζ) est symétrique par rapport aux droites Re (z) = 1
2 et

Im (z) = 0 avec

cardZ (ζ) = κ0.

La fonction de Stieltjes, notée κ, est définie par sa série entière

κ (z) =
+∞∑

n=0

(−1)n
γn
n!
zn,

où γn sont les nombres de Stieltjes

γn = lim
m→+∞

(
m∑

k=1

log (k)
n

k
− log (m)

n+1

n+ 1

)
,

en particulier, γ0 est la constante d’Euler-Mascheroni, on pose

φ (z) = 1 + zκ (z) , ∀z ∈ C (2.2)

et Z (φ) l’ensemble des zéros de φ.

Lemma 2. ρ ∈ Z (φ) si et seulement si ρ + 1 ∈ Z (ζ) où Z (ζ) est formé de

l’ensemble des zéros de ζ.

Proof. On écrit le développement en série de Laurent au point 1 de la fonction ζ,
on en déduit que

(z − 1) ζ (z) = φ (z − 1) , ∀z ∈ Cr {1} (2.3)

et on conclut. �

3. Zéros des fonctions analytiques sur W × ]0,+∞[ et séries de

Dirichlet associées.

Soit ς une fonction analytique surW× ]0,+∞[, [a, b] ⊂W oùW est un intervalle
ouvert de R avec −∞ < a < b < +∞. On fait l’hypothèse que l’ensemble des zéros
de ς , noté Z (ς), est de cardinal infini et contenu dans [a, b]× ]0,+∞[.

Definition 1. Un niveau de Z (ς) est une valeur de t pour laquelle

Z (ς) ∩ {y = t} 6= ∅.
Proposition 1. L’ensemble des niveaux N est un ensemble discret non borné de

]0,+∞[ et l’ensemble N (t) = Z (ς)∩{y = t} est un ensemble de cardinal fini N (t)
pour tout t ∈ N .

Proof. Supposons que N ne soit pas discret, il existe t ∈ N tel que pour tout
voisinage ouvert V contenant t on puisse trouver un élément s ∈ (N r {t}) ∩ V .
Soit {tn} une suite de N telle que

lim
n→+∞

tn = t,
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il existe une suite {xn} ∈ [a, b] telle que ρn = xn + itn ∈ Z (ς). Soit
{
xϕ(n)

}
une

sous-suite de {xn} qui converge vers x dans [a, b], notons x ∈ [a, b] sa limite. La
suite ρϕ(n) = xϕ(n) + itϕ(n) converge vers ρ = x+ it et

ς (ρ) = lim
n→+∞

ς
(
ρϕ(n)

)
= 0,

ρ est un zéro de ς qui est non isolé ce qui est en contradiction avec la nature
analytique de ς et donc, l’ensemble des niveaux est discret. Cet ensemble est non
borné, sinon il existe une suite {tn} ⊂ N convergente vers t, par un argument
similaire au précédent, on construit un zéro non isolé de ς .

Le cardinal de N (t) est fini, dans l’hypothèse contraire on se donne une suite
{xn} appartenant à [a, b] qui converge vers x, telle que ρn = xn + it soit un zéro
de ς . La limite ρ = x+ it est un zéro de ς dans [a, b]× ]0,+∞[ qui est un zéro non
isolé de ς , ce qui est impossible. �

Remark 1. Dans ce qui suit, on écrit N = {tn : n > 1} avec tn < tn+1 et

lim
n→+∞

tn = +∞.

Definition 2. La série de Dirichlet associée aux zéros de ς est

Zς (z) =
+∞∑

n=1

Nne
−ztn ,

Nn est le nombre de zéros de ς, de partie imaginaire tn, comptés avec leur ordre de

multiplicité.

Theorem 1. L’abscisse de convergence simple σZς
est

σZς
= lim sup

n→+∞

log (
∑n

1 Nk)

tn
(3.1)

et pour z tel que Re (z) > σZς
, on a

Zς (z) = z

∫ +∞

0

N (t) e−ztdt avec N (t) =
∑

tn6t

Nn.

Proof. On remarque que

L = lim sup
n→+∞

log (
∑n

k=1Nk)

tn
> 0,

car
log(

∑
n
1 Nk)
tn

> 0, ∀n > 1. La théorie des séries de Dirichlet permet d’affirmer
que si L > 0 alors σZς

= L et si L = 0 alors 0 est un point singulier de Zς par le
théorème de Landau, donc σZζ

= 0. Dans tous les cas

σZς = lim sup
n→+∞

log (
∑n
k=1Nk)

tn
.

Le reste de l’énoncé est une conséquence directe de la théorie des séries de Dirich-
let. �

Remark 2. N (t) représente le nombre de zéros non triviaux de ς de partie imag-

inaire dans ]0, t], comptés avec leur ordre de multiplicité.

Definition 3. La fonction analytique ς est de type fini si σZς < +∞.

Theorem 2. La fonction de Riemann ζ est de type fini avec σZζ
= 0.
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Proof. En utilisant le théorème de Riemann-Von Mangoldt,

N (t) =
t

2π
log

(
t

2π

)
+O (log (t)) ,

lim sup
n→+∞

log (
∑n

k=1Nk)

tn
= lim sup

n→+∞

log (N (tn))

tn
6 0,

le théorème de Landau implique σZζ
= 0. �

On définit, pour une fonction analytique ς sur W × ]0,+∞[ où ]a, b[ ⊂ W , la
série de Dirichlet sectionnelle en x, a < x < b, par

Zς,x (z) =
+∞∑

n=1

Nn,xe
−ztn

oùNn,x est le nombre de zéros de ς , comptés avec leur ordre de multiplicité, vérifiant

x < Re (z) < b et Im (z) = tn.

Remark 3. L’hypothèse de Riemann se reformule de la façon suivante, Zζ,x = 0
si et seulement si x > 1

2 .

Notation 1. Dans ce qui suit, on note

M = {x ∈ ]a, b[ : ∃t, x+ it ∈ Z (ς)} . (3.2)

Theorem 3. Si x ∈ M et sup {Nx (n) : n > 1} = +∞, où Nx (n) est le nombre

de zéros de partie réelle strictement supérieure à x et de partie imaginaire 6 tn,
comptés avec leur ordre de multiplicité, alors l’abscisse de convergence simple σZς,x

est

σZς,x
= lim sup

n→+∞

log (Nx (n))

tn
,

sous l’hypothèse σZς,x
< +∞, pour z tel que Re (z) > σZξ,x

, on a

Zς,x (z) = z

∫ +∞

0

Nx (t) e
−ztdt, Nx (t) =

∑

tn6t

Nn,x,

et 0 est un point singulier de Zς,x. Si sup {Nx (n) : n > 1} < +∞ alors σZς,x
= −∞

et

Zς,x (z) =
N∑

n=1

Nn,xe
−ztn

pour N suffisamment grand.

Proof. On pose

L = lim sup
n→+∞

log (Nx (n))

tn
, Nx (n) =

∑

16k6n

Nk,x

si supNx (n) < +∞ alors

Zς,x (z) =
N∑

n=1

Nn,xe
−ztn

pour N suffisamment grand et

Zς,x (z) =
N∑

n=1

Nn,xe
−ztn
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a une abscisse de convergence σZς,x
= −∞. Si supNx (n) = +∞ alors L ∈ [0,+∞],

pour L ∈ ]0,+∞] on a σZς,x
= L. Pour L = 0, σZς,x

= 0 car 0 est un point
singulier de Zς,x par le théorème de Landau et l’égalité σZς = L = 0 est encore
vraie. L’équation, pour σZς,x

< +∞

Zς,x (z) = z

∫ +∞

0

Nx (t) e
−ztdt, Nx (t) =

∑

tn6t

Nn,x

avec Re (z) > σZς
, est une conséquence de la théorie des séries de Dirichlet. �

Remark 4. La fonction Nx (t) est le nombre de zéros de ς, comptés avec leur ordre

de multiplicité, de partie réelle strictement supérieure à x et de partie imaginaire

0 < tn 6 t. Dans notre situation Nx (t) = Nx (tn) où n est le plus grand entier k
pour lequel 0 < tk 6 t.

Definition 4. La fonction analytique ς est partiellement de type fini pour x ∈ M
si σZς,x

< +∞.

Theorem 4. Pour tout x > 1
2 , la fonction de Riemann ζ est partiellement de type

fini avec pour valeur d’abscisse de convergence σZς,x
= 0.

Proof. Pour x > 1
2 , en utilisant par exemple la majoration de Selberg [5]

Nx (t) = O
(
t1−

1
4 (x−

1
2 ) log (t)

)
,

et

σZζ,x
= lim sup

n→+∞

log (Nx (tn))

tn
6 0,

le théorème de Landau permet d’affirmer que σZζ,x
= 0. �

Remark 5. Si on veut améliorer l’abscisse de convergence σZζ,x
, on peut en fonc-

tion de la localisation de x utiliser les majorations développées dans [2], [3], [4] et
[7].

Problem 1. N (t) > Nx (t) et si on note

Ñ (t) = card

{
z ∈ Z (ζ) : Re (z) =

1

2
et 0 < Im (z) < t

}
,

on a Ñ (t) > Ct log (t) > CN (t) avec

lim inf
t→+∞

Ñ (t)

N (t)
> 0.4077 [1].

A-t-on, lim inf
t→+∞

Ñ(t)
N(t) = 1?

L’ordre lexicographique sur les zéros de ς est défini par, si α et β appartiennent
à Z (ς) alors α 4 β si et seulement si Im (α) < Im (β) et si Im (α) = Im (β),
Re (α) 6 Re (β). On définit la suite {ρn} = Z (ς) avec ρn 4 ρn+1, ∀n ∈ N∗. En
utilisant l’ordre lexicographique on a pour la fonction de Riemann ζ

tn ≈ 2πn

log (n)
, (3.3)

et

lim
n→+∞

log (n)

tn
= lim

n→+∞

log2 (n)

2πn
= 0,



6 JEAN LOUIS JONOT

la série de Dirichlet

Zζ (z) =

+∞∑

n=1

αne
−tnz,

où αn est l’ordre de multiplicité du zéro 1
2 + itn, a une abscisse de convergence

nulle. La série de Dirichlet associée aux zéros de la fonction ζ, Zζ a une abscisse
de convergence nulle, l’hypothèse de Riemann s’énonce sous la forme Zζ = Zζ .

4. La transformée de Riemann et son noyau

On note

D =
{
x ∈ R : ζ (x+ iy) f (y) ∈ L1 (R, dy)

}
,

et f̃ l’application définie par

f̃ (x) =

∫ +∞

−∞
ζ (x+ iy) f (y) dy, ∀x ∈ D.

Definition 5. L’application Lζ définie sur l’ensemble des fonctions mesurables par

Lζ (f) = f̃

est la transformée de Riemann et l’application

(x, y) → K (x, y) = ζ (x+ iy)

est le noyau de Riemann.

Lemma 3. Si f ∈ L1 (R, dx) alors pour x > 1,

Lζ (f) (x) =

+∞∑

n=1

f̂ (log (n))

nx
(4.1)

où f̂ est la transformée de Fourier de f .

Proof. Pour x > 1,

N∑

n=1

f (y)

nx+iy
= f (y)

N∑

n=1

1

nx+iy
→

N→+∞
f (y) ζ (x+ iy)

et ∣∣∣∣∣
N∑

n=1

f (y)

nx+iy

∣∣∣∣∣ 6 |f (y)| ζ (x) ∈ L1 (R, dy) ,

le théorème de convergence dominée implique pour x > 1,

∫ +∞

−∞
ζ (x+ iy) f (y) dy =

∫ +∞

−∞

+∞∑

n=1

f (y)

nx+iy
dy =

+∞∑

n=1

∫ +∞

−∞

f (y)

nx+iy
dy

=

+∞∑

n=1

1

nx

∫ +∞

−∞
f (y) e−i log(n)ydy

=
+∞∑

n=1

f̂ (log (n))

nx
.

�
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Par exemple, si f̂ (x) = −x, le terme de droite de l’équation 4.1 est la valeur de
la fonction dérivée de ζ en z = x pour x > 1

ζ′ (x) = −
+∞∑

n=1

log (n)

nx
,

cette fonction ne vérifie pas les hypothèses du lemme, on se ramène aux hypothèses

du lemme si on prend f̂t (x) = −x1[0,t] (x). Pour f̂t, on a

ft (x) =

∫ +∞

−∞
f̂t (u) e

iuxdu = 1− eitx

et ∫ +∞

−∞
ζ (x+ iy)

(
1− eity

)
dy = −

∑

log(n)6t

log (n)

nx
, ∀t > 0

par passage à la limite,

lim
t→+∞

∫ +∞

−∞
ζ (x+ iy)

(
1− eity

)
dy = ζ′ (x) , ∀x > 1.

Definition 6. La série de Dirichlet associée à f ∈ L1 (R, dx) est

fζ (z) =
+∞∑

n=1

f̂ (log (n))

nz
=

+∞∑

n=1

f̂ (log (n)) e−z log(n).

Theorem 5. L’abscisse de convergence σf de fζ vérifie l’inégalité σf 6 1. Si

σf < 0 alors

σf = lim sup
n→+∞

log
(∣∣∣
∑+∞

k=n+1 f̂ (log (n))
∣∣∣
)

log (n)
(4.2)

et

fζ (z) = z

∫ +∞

1

∑
n6x f̂ (log (n))

x1+z
dx. (4.3)

Proof. On a∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f̂ (log (k))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∫ +∞

−∞
f (u) e−i log(k)u

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ +∞

−∞
f (u)

n∑

k=1

1

kiu
du

∣∣∣∣∣
6 n ‖f‖1

et

σf = lim sup
n→+∞

log
(∣∣∣
∑n

k=1 f̂ (log (k))
∣∣∣
)

log (n)
6 lim
n→+∞

log (n ‖f‖1)
log (n)

= 1.

Les équations 4.2 et 4.3 sont des conséquences de la théorie des séries de Dirichlet.
�

Les fonctions d’Hermite-Gauss

φk (t) =
2

1
4√
k!
e−πt

2

Hk

(
2t
√
π
)

où Hn sont les polynômes de Hermite définis par

Hk (x) = (−1)
k
e

x2

2
dk

dxk
e−

x2

2 ,
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forment une base hilbertienne de L2 (R, dx) et sont des fonctions propres pour la
transformation de Fourier définie par

F (f) (x) =

∫ +∞

−∞
f (t) e−ixtdt,

on a

φ̂k = (−i)k φk.
On remarque que φk ∈ L1 (R, dx), on peut évaluer la transformée de Riemann

sur cette base Hilbertienne, les valeurs propres de la transformée de Fourier sont
±1, ±i. On a

Lζ (φk) (x) =

+∞∑

n=1

φ̂k (log (n))

nx
= (−i)k

+∞∑

n=1

φk (log (n))

nx
, x > 1

et

φk,ζ (z) = (−i)k
+∞∑

n=1

φk (log (n))

nz
,

or

Ak (n) = (−i)k
n∑

m=1

φk (log (m))

= (−i)k 2
1
4√
k!

n∑

m=1

e−π(log(m))2Hk

(
2 log (m)

√
π
)

et

lim
n→+∞

Ak (n) = (−i)k 2
1
4√
k!

+∞∑

m=1

e−π(log(m))2Hk

(
2 log (m)

√
π
)

est une série converge de somme Ak. On a

Lk = lim sup
n→+∞

log (|Ak (n)|)
log (n)

= 0,

donc l’abscisse de convergence σφk,ζ
de φk,ζ vérifie σφk,ζ

6 0. Pour z > σφk,ζ
, on a

φk,ζ (z) = z

∫ +∞

1

Ak (x)

x1+z
dx, avec Ak (x) = (−i)k 2

1
4√
k!

∑

16m6x

e−π(log(m))2Hk

(
2 log (m)

√
π
)
.

De plus, si σφk,ζ
< 0 alors

σφk,ζ
= lim sup

n→+∞

log

(
2

1
4√
k!

∣∣∣
∑+∞

m=n+1 e
−π(log(m))2Hk (2 log (m)

√
π)
∣∣∣
)

log (n+ 1)
.

Toute fonction φ ∈ L2 (R, dx) ∩ L1 (R, dx) s’écrit

φ =

+∞∑

k=0

λkφk,

+∞∑

k=0

|λk|2 < +∞

et

φ̂ =

+∞∑

k=0

λkφ̂k =

+∞∑

k=0

(−i)k λkφk,
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pour Re (z) > 1

Lς (φ) (z) =

+∞∑

n=1

+∞∑

k=0

(−i)k λkφk (log (n))
nz

.

Calculons l’abscisse de convergence de Lς (φ). Si

Aφ (m) =
+∞∑

k=0

(−i)k λkφk (log (m)) ,

soit

L = lim sup
n→+∞

log (|∑n

m=1Aφ (m)|)
log (n)

alors si L ∈ ]0,+∞], l’abscisse de convergence est σLς(φ) = L et si L 6 0 alors
σLς(φ) 6 0 avec pour σLς(φ) < 0,

σLς(φ) = lim sup
n→+∞

log
(∣∣∣
∑+∞

m=n+1Aφ (m)
∣∣∣
)

log (n+ 1)
.

Remark 6. L’intérêt de la transformée de Riemann Lζ est lié au fait que sous

certaines hypothèses sur f , la fonction Lζ (f) est représentable, pour x > 1, par

une série de Dirichlet. L’unicité de l’extension analytique de cette série, si elle

existe, permet de décrire entièrement Lζ (f) (x) sur son domaine de convergence.

Dans ce qui suit, on généralise la notion de noyau de Riemann et on cherche les
conditions pour que l’opérateur, défini à partir de ce noyau, devienne un opérateur
hermitien de L2 (R, dx), on peut consulter [6]. Soit φ une application

φ : C → C, z → φ (z)

le noyau de Riemann associé à φ est un endomorphisme Lφ de L2 (R, dx)

L2 (R, dx) → L2 (R, dx) , Lφ (f) =

∫ +∞

−∞
φ (x+ iy) f (y)dy,

de domaine dom (Lφ) défini par

dom (Lφ) =
{
f ∈ L2 (R, dx) : Lφ (f) ∈ L2 (R, dx)

}
.

Lemma 4. Si dom(Lφ) est dense, l’opérateur autoadjoint est L∗
φ = Lφ◦θ où θ est

l’application

θ : C → C, θ (z) = iz,

de domaine dom
(
L∗
φ

)
défini par

dom
(
L∗
φ

)
=
{
ϕ ∈ L2 (R, dx) | ∃κ ∈ L2 (R, dx) : ∀ψ ∈ dom (Lφ) , 〈Lφ (ψ) | ϕ〉 = 〈ψ | κ〉

}
.

On a le résultat suivant.

Lemma 5. Si les applications α et β vérifient

α : x→
∫ +∞

−∞
|φ (x+ iy)| dy 6M1 p.p (4.4)

et

β : y →
∫ +∞

−∞
|φ (x+ iy)| dx 6M2 p.p (4.5)

alors l’application Lφ est un opérateur borné de L2 (R, dx) pour lequel ‖Lφ‖ 6√
M1M2.
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Theorem 6. Si φ vérifie les inégalités 4.4, 4.5 et l’équation φ ◦ θ = φ alors Lφ est

un opérateur hermitien.

On s’intéresse à un cas particulier de noyau de Riemann, ce sont les noyaux de
Riemann associé à des séries de Dirichlet

φ (z) =
+∞∑

n=1

ane
−λnz

qui vérifient

Lφ (f) (x) =

∫ +∞

−∞
φ (x+ iy) f (y)dy

est une fonction de L2 (R, dx) pour un ensemble de fonctions f dense dans L2 (R, dx).
Sous l’hypothèse de permutation des symboles

∑
et
∫
on a

Lφ (f) (x) =
+∞∑

n=1

anf̂ (λn) e
−xλn , x > σφ,

cette représentation permet de définir la notion de transformation de Dirichlet.

Definition 7. La transformation de Dirichlet associée à une application φ ∈
L2 (R, dx) est définie par

Tφ : f (z) =

+∞∑

n=1

ane
−λnz → Tφf (z) =

+∞∑

n=1

anφ̂ (λn) e
−λnz.

Theorem 7. On a si φ,ψ ∈ L2 (R, dx)

Tφ ◦ Tψ = Tφ∗ψ,

et si

sup

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ : n ∈ N∗

}
< +∞ (4.6)

alors σTφf 6 0. Sous l’hypothèse σTφf < 0,

σTφf = lim sup
n→+∞

log
(∣∣∣
∑+∞

k=n+1 akφ̂ (λk)
∣∣∣
)

λn+1
.

Proof. Si l’inégalité 4.6 est réalisée, on peut appliquer le critère de convergence
d’Abel à la série

+∞∑

k=1

akφ̂ (λk) ,

le lemme de Riemann-Lebesgue donne la deuxième condition

lim
k→+∞

φ̂ (λk) = 0

pour réaliser la convergence de la série. Le reste de l’énoncé résulte de la transformée
de Fourier d’un produit de convolution et de la théorie des séries de Dirichlet. �

Proposition 2. Sous l’hypothèse de permutation des symboles
∑

et
∫
,

Tφ (ψ) (x) = Lψ (φ) (x) , x > σφ.
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Remark 7. L’opérateur de Dirichlet T est un opérateur

T : L2 (R, dx) → End (D) ,

où D est l’ensemble des séries de Dirichlet, qui envoie un produit de convolution

de deux fonctions de L2 (R, dx) sur une composition d’endomorphismes de l’espace

des séries de Dirichlet.

5. Les ζ-intégrales et le noyau de Mellin

Soit f une fonction périodique, définie sur [0, 1]. On note f , l’unique prolonge-
ment périodique de f |[0,1[ sur R.

Definition 8. La ζ-intégrale associée à f est définie, quand elle existe, par

ζf (z) =

∫ +∞

1

f (u)

uz
du.

Lemma 6. Si f ∈ L2 ([0, 1]) alors ζf (z) est définie pour Re (z) > 1 et

|ζf (z)| 6 ‖f‖2 ζ (Re (z)) . (5.1)

Proof. On a ∣∣∣∣
∫ +∞

1

f (u)

uz
du

∣∣∣∣ 6
∫ +∞

1

|f (u)|
ux

du, x = Re (z) ,

∫ +∞

1

|f (u)|
ux

du =

+∞∑

k=1

∫ k+1

k

|f (u)|
ux

du =

+∞∑

k=1

∫ 1

0

|f (u)|
(u+ k)

x du,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣∣∣∣
∫ +∞

1

f (u)

uz
du

∣∣∣∣ 6 ‖f‖2
+∞∑

k=1

√∫ 1

0

du

(u+ k)2x

6 ‖f‖2
+∞∑

k=1

1

kx
= ‖f‖2 ζ (Re (z)) pour Re (z) > 1.

�

Lemma 7. Soit f ∈ L2 ([0, 1]) et V l’opérateur de Volterra de L2 ([0, 1]) défini par

V (f) (x) =

∫ x

0

f (u) du,

alors

ζf (x) = xζV(f) (x+ 1) pour x > 0, (5.2)

ζf (x) admet un prolongement sur x > 0.

Proof. L’opérateur de Volterra V est un opérateur borné de L2 ([0, 1]), de norme
‖V‖ = 2

π
, son adjoint est défini par

V∗ (f) (x) =

∫ 1

x

f (u) du,
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V est un opérateur de Hilbert-Schmidt de spectre réduit à {0}, son rayon spectral est
nul. Pour montrer l’équation 5.2, on intégre par parties. Si V (f) est le prolongement
périodique de V (f) |[0,1[ à R alors pour x > 0

∫ +∞

1

f (u)

ux
dx =

[V (f) (u)

ux

]+∞

1

+ x

∫ +∞

1

V (f) (u)

ux+1
dx,

∫ +∞

1

f (u)

ux
dx = V (f)

(
1+
)
+ x

∫ +∞

1

V (f) (u)

ux+1
dx

= V (f)
(
0+
)
+ x

∫ +∞

1

V (f) (u)

ux+1
dx

= xζV(f) (x+ 1) ,

V (f) ∈ L2 ([0, 1]), ζV(f) (x+ 1) est défini pour x > 0, ainsi ζf (x) est défini pour
x > 0 et xζV(f) (x+ 1) est une extension de ζf (x) sur ]0,+∞[. �

Corollary 1. Si f ∈ L2 ([0, 1]) alors

ζf (x) = xnζVn(f) (x+ n) , xn =

n−1∏

p=0

(x+ p) =
Γ (x+ n− 1)

Γ (x)
(5.3)

et Vn est l’opérateur de Volterra composé n fois, la fonction ζf (x) a pour extension

xnζVn(f) (x+ n) pour x > −n.
Corollary 2. La fonction de Riemann ζ admet pour prolongement analytique sur

Re (z) > −n privé de 1,

Proof. On applique la formule sommatoire d’Abel

ζ (x) =
x

x− 1
− x

∫ +∞

1

V (1) (u)

u1+x
du

et les lemmes précédents à la fonction

ζ (z) =
z

z − 1
− Γ (z + n− 1) ζVn(1) (z + n)

Γ (z)
(5.4)

où 1 (x) = x, x ∈ [0, 1]. L’unicité de l’extension analytique donne l’équation 5.4. �

Si f est une fonction de classe Cn et f est l’extension périodique de f |[0,1[. Pour
Re (z) > n on a

ζf (z) =

n∑

k=1

f (k−1) (1+)

(z − 1) · · · (z − k)
+

ζf (n) (z − n)

(z − 1) · · · (z − n)

et

(z − 1) · · · (z − n) ζf (z) =

n∑

k=1

f (k−1) (0) (z − k − 1) · · · (z − n) + ζf(n) (z − n) ,

(5.5)
L’équation 5.3, donne une extension analytique ζf (z) et ζf(n) sur R pour toute

fonction f indéfiniment dérivable sur [0, 1], l’équation 5.5 est encore vraie sur R.
Avec les notations précédentes

znζf (z) =

n∑

k=1

f (k−1) (0) zn−k + ζf(n) (z − n) , ∀z ∈ R.
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Theorem 8. Si f est de classe Cn alors

ζf (z) =

n∑

k=1

f (k−1) (0)

(z − 1) · · · (z − k)
+

ζf(n) (z − n)

(z − 1) · · · (z − n)
, ∀z /∈ {1, 2, · · · , n}

en particulier si f est de classe C∞ et

lim
n→+∞

ζf(n) (z − n)

(z − 1) · · · (z − n)
= 0

alors

ζf (x) =

+∞∑

n=1

f (n−1) (0)

(z − 1) · · · (z − n)
, ∀z /∈ N∗.

On a pour f ∈ L2 ([0, 1])

f (u) =
∑

k∈Z

ck (f) ek (u) , c0 (f) =

∫ 1

0

f (u) du et

ck (f) =

∫ 1

0

f (u) e−2ikπudu avec ek (u) = e−2ikπu,

on peut appliquer le théorème précédent aux fonctions ek

ζek (z) =
+∞∑

n=1

(2ikπ)
n−1

(z − 1) · · · (z − n)
, ∀z /∈ N∗

et

ζf (z) =

∫ +∞

1

1

uz

∑

k∈Z

ck (f) ek (u) du =
∑

k∈Z

ck (f) ζek (z)

=
∑

k∈Z

∑

n∈N∗

(2ikπ)
n−1

ck (f)

(z − 1) · · · (z − n)

et si
∑

k∈Z

∑

n∈N∗

(2 |k|π)n |ck (f)|
|z − 1| · · · |z − n| < +∞

alors

ζf (z) =
∑

n∈N∗

αn
(z − 1) · · · (z − n)

où

αn =
∑

k∈Z

(2ikπ)n ck (f) , ∀n ∈ N∗.

Theorem 9. Si
∑

k∈Z

∑

n∈N∗

(2 |k|π)n |ck (f)|
|z − 1| · · · |z − n| < +∞

alors

ζf (z) =
∑

n∈N∗

αn
(z − 1) · · · (z − n)

, ∀z /∈ N∗ avec αn =
∑

k∈Z

(2ikπ)
n
ck (f) (5.6)

et {ck (f)} sont les coefficients de Fourier de f .
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On veut montrer, dans ce qui suit, que l’opérateur

f → ζf |[0,1] ,
est un opérateur de hilbert-Schmidt de L2 ([0, 1]). Supposons que f ∈ L2 ([0, 1]),
les ζ-intégrales

ζf (z) =

∫ +∞

1

f (u)

uz
du, Re (z) > 0

s’écrivent,

ζf (z) =

+∞∑

n=1

∫ n+1

n

f (u)

uz
du,

sur chaque intégrale sur [n, n+ 1[ par changement de variable, on a
∫ n+1

n

f (u)

uz
du =

∫ 1

0

f (u)

(u+ n)
z du

si les symboles d’intégration et de somme sont permutables

ζf (z) =

∫ 1

0

f (u)

(
+∞∑

n=1

1

(u+ n)z

)
du.

Definition 9. Le noyau de Mellin est défini, lorsque cette série converge, par

M (u, z) =

+∞∑

n=1

1

(u+ n)
z .

Remark 8. Pour un entier k > 2 quelconque

M (k, z) = ζ (z)−
k−1∑

n=1

1

nz
,

si u = p
q
avec pgcd (p, q) = 1 alors

M

(
p

q
, z

)
=

+∞∑

n=1

1(
p
q
+ n

)z = qz
+∞∑

n=1

1

(p+ nq)z
= qz

∑

m≡p[q]

1

mz
.

Definition 10. Soit r ∈ Q∗+, la fonction r-zêta de Riemann est définie par

l’extension analytique de la fonction

ζr (z) =
∑

m≡p[q]

1

mz
, r =

p

q
avec pgcd (p, q) = 1

et si r = 0, ζ0 (z) = ζ (z).

Remark 9. La densité de Q dans R permet de reconstruire le noyau de Mellin

N à partir des fonctions ζr pour r ∈ [0, 1]. On a des encadrements immédiats, si

u ∈ [0, 1] alors

|ζ (z)| − 1 6 |M (u, z)| 6 |ζ (z)| , Re (z) > 1.

L’équation 5.2, permet de définir la ζ-intégrale de f ∈ L2 ([0, 1]) sous la forme

ζf = H ◦ V (f) ,

où V est l’opérateur de Volterra de L2 ([0, 1]) et H est un opérateur à noyau de
L2 ([0, 1]), de noyau

K (u, x) = xM (u, x+ 1) .
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L’opérateur H est un opérateur de Hilbert-Schmit, car
∫

[0,1]2
x2M (u, x+ 1)2 dudx =

∫ 1

0

x2
(∫ 1

0

M (u, x+ 1)2 du

)
dx

6

∫ 1

0

x2ζ (x+ 1)
2
dx < +∞,

il suffit d’écrire le développement en série de Laurent au voisinage de 0 de ζ (x+ 1).

Theorem 10. L’opérateur M défini par

M (f) = ζf |[0,1] , f ∈ L2 ([0, 1])

est un opérateur borné de L2 ([0, 1]) de la forme M = H◦V, où H est un opérateur

de Hilbert -Schmit de noyau

K (u, x) = xM (u, x+ 1)

et V est l’opérateur de Volterra de L2 ([0, 1]).

Remark 10. L’opérateur H n’est pas autoadjoint.

6. Conclusion

Tous les outils mathématiques, présentés dans cet article, ont été développés à
partir de la fonction zêta de Riemann et ses zéros non triviaux. Dans la première
partie, on définit les séries de Dirichlet des fonctions analytiques associées aux zéros
de ces fonctions. On démontre que la fonction zêta est de type fini, avec abscisse de
convergence nulle. Ensuite, on s’intéresse à la transformée de Riemann qui permet
de décrire l’image d’une fonction f par la formule 4.1, on calcule les transformées
de Riemann dans la base hilbertienne formée des fonctions de Hermite-Gauss. On
définit la notion de noyau de Riemann et on donne des conditions pour que ce noyau
soit hermitien. Le noyau de Mellin est décrit à partir de l’opérateur de Volterra et
de la notion de ζ-intégration, on en déduit les résultats démontrés dans 5.6 et la
description des extensions analytiques de ζ sur Re (z) > −n et z 6= 1.
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