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EXPOSANTS CRITIQUES ET MOYENNABILITE

THOMAS ROBLIN AND SAMUEL TAPIE

INTRODUCTION

Soit X une variété riemannienne simplement connexe a courbures section-
nelles au plus —1, ou plus généralement un espace métrique CAT(-1) propre.
Considérons un groupe I'y discret d’isométries de X, et un sous-groupe I
distingué dans I'y et non élémentaire (c’est-a-dire tel que ’ensemble limite
L(T") est infini). On se reportera & ’exposé de Marc Peigné ci-dessus pour
les notions élémentaires, en particulier celle d’exposant critique (noté 6(I")).

Ces notes reprennent le contenu d’un mini-cours donné par les deux au-
teurs a l'occasion d’une rencontre du GDR Platon & Neuchétel en février
2011. Leur objet est d’établir le théoreme ci-dessous, ainsi que la réciproque
partielle qu’en donne le théoréme suivant.

Théoréme 0.1. ([Rob05]) SiT'o/T" est moyennable, alors 6(I') = §(To).

La notion de moyennabilité est rappelée dans la section 1 ci-dessous.

Le théoreme 0.1 sera montré dans la section 2 a 'aide des densités con-
formes a la Patterson-Sullivan. Il est a noter que la méme démarche se
généralise immédiatement au cas ou X est un espace hyperbolique au sens
de Gromov (voir remarque 2.1).

Dans cette généralité, la question d’une réciproque sous une restriction
raisonnable concernant I'g, ne ft-ce que ’hypothese que I'y soit convexe-
cocompact, reste a ce jour un probleme ouvert. Il est cependant possible de
I’établir dans le cas suivant.

Théoréme 0.2. ([Bro85]) Supposons que X = H"*! Iespace hyperbolique
de dimension n+1, que I'g est de co-volume fini, ou bien convexre-cocompact
avec 0(I'g) > 4. SiI'o/T" n’est pas moyennable, alors §(I') < 6(I'g).

La démonstration de ce théoreme fait appel a la théorie spectrale du
Laplacien, ce qui suppose d’avoir établi au préalable un lien entre le bas
du spectre du Laplacien et I’exposant critique du groupe sous-jacent : c’est
I’objet de la section 3 ol nous exposerons une démonstration nouvelle et
élémentaire d’une extension du célebre théoréme suivant, ou Ag(M) désigne
le bas du spectre du Laplacien (hyperbolique).

Théoréme 0.3. ([Sul87])
Soit M = H"T1/T une variété hyperbolique géométriquement finie de di-
mension n + 1.
(1) Siér > 5, alors \o(M) = dr(n—2dr), et est une valeur propre isolée.
1
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(2) Sidor <%, alors \g(M) = %2.
Remarque 0.1. 11 est prouvé dans [Sul87] que dés que M = H"T!/T avec
or > %, alors A\g(M) = ép(n — Jr), sans hypothese géométrique sur M.
Cependant, A\o(M) n’est plus nécessairement une valeur propre isolée des
que M n’est pas géométriquement finie.

La démonstration du théoreme 0.2 s’étend sur les sections 4 et 5; elle est
organisée comme suit.

Plan de la démonstration du théoréme 0.2. Soit M = H"! /T une variété
hyperbolique de volume fini, ou convexe-cocompacte avec §(I'g) > 5. Soit
'« Ty tel que I'y/T" n’est pas moyennable. Grace au théoreme 0.3 et & la
remarque qui le suit, il suffit pour obtenir le théoreme 0.2 de montrer que

(1) Ao (H™ 1 /T) > Ao(H" T /T).

A la section 4, nous montrerons le résultat suivant, premiere étape pour
démontrer (1). Soit p : N — M un revétement riemannien de groupe d’au-
tomorphisme G. On suppose de plus que

(1) G n’est pas moyennable;
(2) le bas du spectre \o(M) est une valeur propre isolée;

(3) il existe un domaine fondamental D C N pour I'action de G, qui soit
spectralement optimal et dont la premiere valeur propre Ao(D) est
isolée.

Alors A\g(N) > Ag(M). La terminologie spectralement optimal est définie a
la section 4.

A la section 5, nous montrons que si M = H"*!/Ty, de volume fini ou
convexe-cocompacte avec §(I'g) > 5, et si I'aI'g n’est pas moyennable, alors
il existe un domaine fondamental D C H"*!/T" spectralement optimal et
dont la premiere valeur propre est isolée. Ceci conclut la preuve de (1), et

donc du théoreme 0.2.
O

S. Tapie remercie Gilles Carron pour lui avoir appris le Lemme de Barta,
ainsi que pour de nombreuses discussions autour des problemes spectraux
évoqués dans cette note.

1. MOYENNABILITE

Un groupe dénombrable G est dit moyennable s’'il admet une moyenne
(disons & droite), c’est-a-dire une forme linéaire M sur [*°(G) invariante a
droite, positive (i.e. croissante), telle que M1 = 1.

On doit a Folner une caractérisation tres importante de la moyennabilité,
qui s’énonce comme suit.
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Proposition 1.1 (Folner). Un groupe dénombrable G est moyennable si et
seulement si pour toute partie finie K C G, pour tout € > 0, il existe A C G
fini tel que pour tout g € K, |AAAg| < €|Al.

On utilisera une moyenne pour la démonstration du théoreme 0.1, et la
caractérisation de Folner pour celle du théoreme 0.2.

Démonstration. La réciproque est facile : ayant choisi une suite de parties
finies K, croissant vers GG et une suite €, tendant vers 0, ce qui nous fournit
une suite de Folner A,,, n’importe quelle valeur d’adhérence de la suite des
probabilités uniformes p4, sur les A,, constitue une moyenne sur G.

Pour I'implication directe, étant donné une moyenne M sur G, on com-
mence par prendre une suite de probabilités finies A, sur G convergeant vers
M au sens faible-*, en s’appuyant sur la densité de I'(G) dans [*°(G)* pour
cette topologie, avec quelques réajustements reposant sur les caractéristiques
de M.

Considérons une partie K = {g1,...,9x} C G et € > 0. On a, pour tout
J, convergence faible-x vers 0 de A, — A\,,g; quand n — oo ; quitte a modifier
An par des combinaisons convexes finies (en procédant successivement pour
j=1,...,k), on peut méme supposer que ||\, — A\ngj|[1 — 0 pour tout j.
Fixons maintenant n assez grand pour que |[A — Agjl|[1 < ¢, ou A = Ay, puis
écrivons A comme combinaison convexe de probabilités uniformes sur une
suite finie décroissante de parties A; de G : A = ZZ’;I a;pa,. Considérons
B;={ie{l,...,m} | |4iAAigj| < €|A;|} pour j =1,... k. On voit alors
facilement que

’ AiAAg|
%>H)\*)\gj||1_z z| |A| ] > Zaz
=1 i¢B;

Comme »_ a; = 1, cela prouve que ﬂ;?:lBj # (), d’ott la conclusion voulue
(on prendra A = A; pour un i commun aux Bj). [l

2. DENSITES CONFORMES INVARIANTES

Rappelons (voyez I’exposé de Marc Peigné ci-dessus) qu’on appelle densité
(a l'infini) une application p qui & chaque x € X associe une mesure fi,
positive finie sur X ; elles seront ici normalisées en demandant que p, soit
une probabilité, ot 0 € X est un point dorénavant fixé. Une densité p est
dite conforme de dimension § > 0 si pour tous x et y dans X, la mesure i,
est absolument continue par rapport a pu,, avec rapport de Radon-Nikodym
donné par :

dpuy 6Be(z.y)
2 e\ T,y
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(Be(x,y) désigne la fonction de Busemann). Une densité p est dite invariante
par I' si pour tout v € I' et pour tout z € X, on al:

Vebe = Hyz -

Le point fondamental, di & Patterson (cf [Pat]), est 1'existence d’une
densité conforme invariante par I' et de dimension §(I") I'exposant critique
de I". Ce seul fait montre déja que §(I") > 0.

Proposition 2.1. Il eziste une densité conforme de dimension 6(I') et in-
vartante par I'.
Si en outre I' n’est pas cocompact, il en existe de toute dimension § > 6(I").

L’ombre d’une boule B(y,r) dans X vue d’un point z € X sera notée
O, (y,r). Voici une extension du fameux lemme de 'ombre de Sullivan (cf
[Sul79]) :

Proposition 2.2. ([Rob05], [Robl1]) Soit § > 0. Pour r > 0 assez grand,
il existe une constante C' > 1 telle que pour toute densité u conforme de
dimension § et invariante par I, pour tout ¢ € I'g, on a

! —odto,00 —dd(o,¢0
o llHolle 04(0:00) < 115(Op(p0,7)) < C||1gol|e 0.

Démonstration. Pour & € Oy(po,r),0n ad(o, po)—2r < Be(o, po) < d(o, o),
grace a I'inégalité triangulaire pour la distance d. Avec la conformité de p,
I’inégalité de droite en résulte aussitot.

On choisira désormais r > 0 assez grand pour que toute ombre O, (z,0)
(z € X) rencontre ensemble limite L(T'), lequel n’est pas réduit & un point
du fait que I' n’est pas élémentaire.

Notons C(I', §) I'ensemble des densités conformes de dimension ¢ invari-
antes par I'. On voit aisément que I'ensemble K = X x C(T',§) muni du
produit de la topologie de X et de la topologie faible-* est compact, et que
Papplication de K dans R qui a (x, pt) associe i, (Og(0, 7)) est semi-continue
inférieurement ; elle admet donc un minimum, qui est nécessairement stricte-
ment positif, disons %, puisque le support fermé de p,, contenant L(T"),
rencontre chaque ombre O,(0,7) qui est ouverte dans X.

Considérons maintenant p € C(T,d), et ¢ € To. Soit v = ||tgoll "' ¢5  tin
(x € X); il est facile de voir que v est encore une densité conforme de
dimension 9§ ; de plus, v est invariante par I', puisque pour tout v € I', on a
Vs g = 07 IV )utiga = & Mg, car ¢y¢t € T enfin v € C(T, ).
Donc v, (O¢—10(0, r)) > % par ce qui précede, ce qui donne fi¢, (Oo(gbo, r)) >

%Huqﬁoua puis
1 _
MO(OOWOJ’)) > 5”#@”6 bd(o.ge)

comme voulu. O

1. ~upte désigne la mesure définie par v.pu.(B) = (v~ ' B) pour tout borélien B
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Corollaire 2.3. ([Rob05]) Si o > 6, alors la série 3, || tgo || €O 0)
converge.

Démonstration. Observons d’abord que le recouvrement par les O,(¢o, )
ou ¢o € Ry, = {¢po € T'po | n—1 < d(o, o) < n} (n € N*) a une multiplicité
bornée par une constante M (ne dépendant que de ), puisque I'y est discret.
La proposition précédente montre alors que

Z [[goll < Ce’™ Z NO(OO(¢07T)) < MCe™.
$O0ER, POER

La conclusion s’ensuit. O

Démonstration du Théoréme 0.1. Considérons une moyenne M sur I'g/T" in-
variante a droite. Le lemme suivant est un avatar de I'inégalité classique de
Jensen.

Lemme 2.4. Si © : R — R est conveze, alors pour tout o € 1*°(T'y/T),
O(Ma) < MO(a).

Prenons une densité p conforme, invariante par I' et de dimension 6(T"),
puisqu’il en existe d’apreés la proposition 2.1. Définissons x([¢]) (¢ € To)
comme 'image par M de I'application qui & [y] associe log || ttygo || =108 || ttyo]|»
laquelle est bien bornée par dd(o, po) = dd(yo,v¢o). Il est clair que x est un
caractere de I'g/T" dans R, du fait de I'invariance a droite de M.

Définissons une densité p* sur X de la fagon suivante : pour ¢ continue
de X dans R, J @dp? sera I'image par M de lapplication qui & [y] associe
[ tyoll ™ [ dyy tpiya. 11 est encore clair que p* est une densité conforme,
invariante par I' et de dimension §(T").

Le lemme ci-dessus (avec la fonction exponentielle a la place de ©) en-
traine que ||pgof > eX(?) . On en conclut, grace au corollaire précédent,
que

Z e—od(og0) < Z cosh y([¢])e7%e®0) — Z eX([8]) = d(0,¢0)

¢€lp ¢peTl’y Pl
< > lligolle™ %) < oo
o€l
pour o > §(I), c’est-a-dire que §(Iy) < §(I"), d’ou I'égalité. O

Remarque 2.1. Toute cette section se généralise au cas ou X est seulement
un espace hyperbolique au sens de Gromov. Pour ce faire, il convient de
remplacer la notion de densité conforme par celle plus lache de densité quasi-
conforme (selon [Cool), qui consiste a remplacer I’égalité dans (2) par une
double inégalité avec constantes multiplicatives. Le cours des démonstrations
ci-dessus reste inchangé, a cet élargissement pres.
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3. BAS DU SPECTRE DU LAPLACIEN ET EXPOSANT CRITIQUE

Cette section est consacrée au théoreme 0.3, o X = H"t! et I est un
groupe d’isométries de X, discret et non élémentaire.

Commencons par introduire la notion de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan dont nous allons avoir besoin. On note SX le fibré unitaire tangent
de X, m: SX — X la projection canonique, et g¢ (t € R) le flot géodésique
sur SX. Pour v € SX, on note u(—00) et u(+00) les extrémités a l'infini de
la géodésique déterminée par u. Soit o € X un point base fixé une fois pour
toutes. On a alors une identification entre SX et 0X x 0X x R donnée par

SX 3 ur Io(u) = (u(—00), u(+00), By(—o0)(Tu, 0)).

Notons que ¢g*(§,n,s) = (§,n,s +t) (t € R) dans ces coordonnées.

Etant donnée une densité p conforme de dimension § et invariante par T,
on appellera mesure de Bowen-Margulis associée a p la mesure (localement
finie) m# sur SX définie par

dmt(u) = 6585(”“’°)+5B’7(”“’O)duo(ﬁ)dug(n)ds onu=(&n,s).

Par construction, m* ne dépend pas de o, et est invariante par le flot
géodésique ainsi que par I'.

Elle induit donc une mesure (localement finie) sur le fibré unitaire tangent
SM de M := X/T', que nous noterons mf. On dit que M est de mesure de
Bowen-Margulis finie si la masse totale de m/: est finie. Lorsque la masse de
m{. est finie, on montre qu’alors § = §(I") et que p est unique (& normalisation
pres). La mesure mp normalisée est alors la mesure de Bowen-Marqulis pour
le flot géodésique au sens classique du terme, c’est-a-dire I'unique mesure
de probabilité invariante par le flot géodésique et d’entropie maximale. On
pourra consulter [Rob03] et [O-P04] pour plus de détails.

La mesure de Bowen-Margulis de M est finie deés que M est convexe-
cocompacte. Une variété hyperbolique est de mesure de Bowen-Margulis
finie des qu’elle est géométriquement finie (cf [Sul79]). Il existe des exemples
de variétés hyperboliques dont le groupe fondamental n’est pas de type fini,
qui ne sont donc pas géométriquement finies, mais dont la mesure de Bowen-
Margulis est de masse finie, d’apres [Pei].

L’objectif de cette section est de donner une preuve compléete élémentaire
de l'extension suivante du Théoreme de Patterson-Sullivan sur le bas du
spectre du Laplacien. On note Ag(M) le bas du spectre du Laplacien rie-
mannien A sur M, et A\§**(M) le bas de son spectre essentiel. Rappelons
que grace au principe dit du Min-Max, le bas du spectre du Laplacien sur
une variété riemannienne M s’exprime de la fagon suivante :

IV
bl

No(M) = inf{ Je Hl(M)} ,
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ot |.| est la norme dans L?(M) pour les fonctions et les champs de vecteurs,
et H'(M) et I'espace de Sobolev des fonctions L? dont le gradient au sens
des distributions est L.

Théoréme 3.1. Soit u une densité conforme invariante par 1" et de dimen-
sion op exposant critique de I'. Pour x € M, on note ¢ (x) = ||uz|| la masse
de la mesure uz, ou T € X est un quelconque relevé de x. Supposons que la
masse de la mesure de Bowen-Margulis mﬁ associée a p soit finie.

(1) Sidor > 5, alors le bas du spectre de A vérifie \o(M) = ér(n — dr).
C’est une valeur propre, associée d la fonction propre 1 € L?(M).

De plus,
2
Rl qary = Lt / W‘

(2) Sior <%, alors \g(M) = A\§** (M) = T'

Nous démontrerons le Théoreme 3.1 a l'aide des trois propositions suiv-
antes.

Proposition 3.2. Soit M une variété riemannienne. Supposons qu’il existe
A >0 et une fonction ¢ : M —]0, 00| strictement positive qui vérifie

Ad > Ao
Alors \o(M) > A.

La démonstration élémentaire que nous en proposons repose sur la formule
suivante, connue sous le nom de formule de Barta.

Lemme 3.3 (Formule de Barta). Soient u,¢: M — R de classe C%, avec u
a support compact. Alors

[ v@olay = [ @vafay « [ wonsdy.
M M M
Démonstration. On vérifie aisément que

IV (uo)|* = ¢*[|Vul|® + %W(UQ), V(0?) + | Vol

Par la formule de Stokes, on a

/ (V(u2), V($))dV = / WAV
M M

Enfin 1A(¢?) = ¢A¢ —||V¢||%. Le tout réuni nous donne la formule désirée.
O

Démonstration de la proposition 3.2. Soit f une fonction C? & support com-
pact dans M. Appliquons la formule de Barta énoncée ci-dessus avec u = f/¢
(on rappelle que ¢ > 0). On en déduit que

/M IV fI[2dv > /M {ZAqbdv > A/M 2av.
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En se souvenant que Ag(M) est défini comme l'infimum des quotients de
Rayleigh, on conclut que Ag(M) > . O

En recourant a la théorie du potentiel, il est montré dans [Sul87] que
Mo(M) = sup{A > 0;36 > 0, A > A},
ce dont nous n’aurons ici pas besoin.

Proposition 3.4. Soit p une densité conforme invariante par I et de di-
mension 0 > or. Pour x € M, on définit ¢(x) = ||uz|| la masse de la mesure
pz, ot & € H™H est un quelconque relevé de x. Alors

Ap = 8(n — ).

Démonstration. Identifions H" ™! & R** x R™, en notant (xq,1,...,%,) les
coordonnées de x € H"*1. Soit o le point de coordonnées (1,0, ..., 0). Notons
de(x) = B0 (€ € GH™, o & H). Comme [l = [ 0c(2)duo(€).
il suffit de voir que A¢e = 5(n — 0)¢¢ pour chaque £. Grace a 'invariance
par isométrie, on se ramene a £ = oo. Or le Laplacien hyperbolique a pour
expression A = —xo( &+ 62 +...)+ (n— 1)x03%0, et ¢oo(z) = 2§. Un

calcul simple permet alors de Verlﬁer que Adoo = (N — 0)Poo- O
Des propositions 2.1, 3.2 et 3.4 vient déja que A\o(H"1/T") > ép(n — dr).

Proposition 3.5. Soit p = (uz)zex une densité conforme de dimension &
invariante par I', de mesure de Bowen-Margulis associée m*. Alors

2
/D’ I Hmp”/ +’(IJ‘ (1 + |z[2)or”

ou D C X est un domaine fondamental borélien pour T'.
En particulier, cette intégrale est finie si et seulement si 0 > 5

Remarque 3.1. L’article historique [Sul84] avancait cette formule sans preuve
et sans présenter de constante multiplicative a droite.

Démonstration. Fixons un point o € X. Ecrivons d’abord

/ el2dV () = / dp1o(€)dpto(1) / £IB(02) DB 0.8V (1) qV ().
D OH"+1 x HHn+1

X

Dans I'intégrale ci-dessus, notons vg , le point de SX déterminé par v ,(—00) =
&, vep(d00) = n et Be(o, mvg ) = 0 en identifiant X avec la variété faible-
ment instable de v¢;, et en y désintégrant le volume, cette intégrale devient
alors

/a orn o) dpo(n) /R dt /H » )65(35(0’”“”8"("’”“”111)(WU)dVHﬂgtvs,n)(U),
V¢,m

olt HT(v) désigne I'horosphere instable de v, c’est-a-dire ’horosphere basée
en v(—o0) passant par v, et dVp+(,) la mesure induite sur H™(v) par le
volume riemannien dV sur X. En se reportant a la définition de m* et en
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observant que Be(o,mu) = Be(o, mg've,,) dans lintégrale ci-dessus, on voit
que cette derniere vaut

/ dm* (v) / e Bottor) (TUTU o (u)dV i+ () (w).
SX H+(v)

Introduisons 1 = 3 I-1(p)(yv) dans cette derniere intégrale; en usant

des diverses invariances par I', on obtient :

/IlutzdV(w)= / dm*(v) / B0 TUT q17 ().
D m—1(D) H+(v)

Par la transitivité de 'action du groupe des isométries de X sur SX,
on voit que lintégrale [ H () 656"<+°°)(m’”)dVH+(v) (u) ne dépend pas du
point v. En particulier, on peut se ramener a v déterminé par v(—o0) = o,
v(400) = 0 et mv = o ou o désigne le point de coordonnées (1,0,...,0)
dans H"*! identifié & RT* x R". En identifiant H*(v) & R™ par u + z ou
(1,x) sont les coordonnées du point mu, le volume devient précisément la
mesure de Lebesgue dz. Enfin, ¢Bolomu) — ﬁ, ce qu’on voit en utilisant
Iisométrie z +— ﬁ qui échange 0 et co et fixe o, et le fait évident que

eBol02) = 25 (2 € H™'1). On aboutit ainsi & la formule annoncée. O

Démonstration du Théoréme 8.1. (1) Supposons dr > 3.

D’apres la proposition 3.4, on a Ay = op(n — or)y. Avec la proposition
3.2, on en déduit que A\o(M) > or(n —dr). Or la proposition 3.5 montre que
1 est dans L?(M), donnant méme la formule exacte pour la norme L2. Par
conséquent, 1 est dans I’espace de Sobolev d’ordre 1 modelé sur L?(M) noté
HY(M); or il est bien connu que \o(M) = inf{%;f € HI(M)}
Do Iégalité Ao(M) = 6r(n — or). "

(2) Supposons maintenant ép < §.

Alors I' n’est pas cocompact, et I’'on peut trouver une densité p conforme
de dimension § et invariante par I (proposition 2.1). Prenons ¢ associée a
comme dans la proposition 3.4 ; cette derniere et la proposition 3.2 font voir
que A\o(M) > %2. D’autre part, A\g(M) < A§% (M) < ”72, d’apres le théoreme
1 de [Bro81]. O

4. BAS DU SPECTRE DU LAPLACIEN ET REVETEMENTS
NON-MOYENNABLES

L’objet de cette section et de la suivante est de démontrer le Théoreme
0.2.

Soit (M, g) une variété riemannienne dont le bas du spectre Ag(M) est
une valeur propre, associée a la fonction propre ¢y. Par exemple, d’apres
le théoreme 3.1, toute variété hyperbolique M = H"!/T" avec §(T') > % et
dont la mesure de Bowen-Margulis est finie vérifie ces hypotheses.

Soit p : (N,g) — (M, g) un revétement riemannien galoisien de M, de
groupe de revétement G. Si M = H"*! /Ty et N = H/T, alors G = I'g/T. Soit
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D C N un domaine fondamental (fermé, connexe, & bords C! par morceaux)
pour l'action de G.

Définition 4.1. Nous dirons que le domaine fondamental D est spectrale-
ment optimal si V(g o p) est tangent a OD.

La justification de cette terminologie vient du lemme suivant.

Lemme 4.1. Avec les notations précédente, pour tout domaine fondamental
D, on a

Mo (D) < o(M),
ot A\o(D) désigne le bas du spectre du Laplacien sur D avec condition de
Neumann sur le bord. Si D est spectralement optimal, alors A\o(D) = Ao(M)
est une valeur propre associée a la fonction propre ¢g o p.

Pour simplifier les notations, nous noterons par la suite ¢g = ¢q o p.

Démonstration. Soit D un domaine fondamental & bords C' par morceaux.
Le principe du Min-Max appliqué a M et a D donne :
v f|2
Ao(M) = inf {”fﬂmf € ’HI(M)} ;
1 £ 122 oy
et

2
Ao(D) = inf {”Wﬂ“(m,f e Hl(D)} .
17122 ()

Comme toute fonction f : M — R se releve en fop: D — R, de méme

quotient de Rayleigh, on a immédiatement

Ao(D) < Xo(M).

Supposons que Vg soit tangent a dD. Alors ¢g = ¢g o p est une fonction
de HY(D), qui vérifie Agg = \g(M)¢g et les conditions de Neumann sur D.
C’est donc une fonction propre pour le probleme de Neumann sur D, et par
I'inégalité précédente, nécessairement

Mo(D) = Ao(M).
O

Notons que si M est de volume fini (donc A\g(M ) = 0 associée a la premiere
fonction propre constante), n’importe quel domaine fondamental compact
connexe & bord C! par morceau est spectralement optimal. L’objet de cette
section est de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne dont le bas du spectre
Ao(M) est une valeur propre, associée a la fonction propre ¢g, etp : (N,g) —
(M, g) un revétement riemannien galoisien de M, de groupe de revétement
G non-moyennable. Supposons de plus que :

(1) 4l existe un domaine fondamental D C N pour l'action de G spec-
tralement optimal ;
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(2) Mo(D) = Ao(M) est une valeur propre isolée pour le probléeme de
Neumann sur D, i.e.

2
A (D) = inf { VT ;e H'(D.g). [ fon - o} > 2o(D).

17

Alors
)\Q(N) > )\o(M)

Nous démontrerons & la section 5 que dans le cas ott M = H"*! /T’y est une
variété hyperbolique de volume fini, ou convexe-cocompacte avec 6(I'g) > 5
et si 'aTy et G = I'g/T" est non-moyennable, alors il existe un domaine
fondamental pour ’action de G qui vérifie les hypotheses du Théoreme ci-
dessus. Grace au lien établi par le Théoreme 3.1 entre exposant critique et
bas du spectre, le Théoreme 0.2 en découlera.

Avant de démontrer ce résultat, nous aurons besoin d’une autre car-
actérisation de la moyennabilité d’un groupe, ou plus généralement d’un
graphe. Soit G un graphe (non-orienté) a valence bornée, on notera ¢ € G un
sommet de G, et pour i,j € G, on notera i ~ j si {i,j} est une aréte de G.
Si A C G est un ensemble de sommets de G, on définit son bord 0A comme
I’ensemble des arétes qui relient un sommet de A a un sommet de G\ A.

Définition 4.2. On appelle constante de Cheeger de G la constante

(@) = nt { £ 6 c

ou Gy parcourt l'ensemble des parties finies connewes de G.
Ainsi définie, cette constante est trivialement nulle si G est compact.
On appelle bas du spectre combinatoire de G la constante

. _Aa; —a; 2
to(G) :inf{wa(ai%eg}7

ot (a;)ieg parcourt l’ensemble des fonctions G — R de support fini.

Par définition, si la valence de G est bornée par v, alors h(G) < v. Ces
deux constantes permettent de ré-exprimer la notion de moyennabilité de
fagon commode pour la suite de notre étude.

Proposition 4.3. Soit G un groupe de type fini, S C G un systeme de
générateurs finis et G le graphe de Cayley de G associé a S. Alors G est
moyennable si et seulement si h(G) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la caractérisation de
Folner de la moyennabilité, cf Proposition 1.1. O

On dit d’ailleurs en général qu'un graphe (pas forcément de Cayley) est
moyennable si et seulement si sa constante de Cheeger est nulle. Ceci se
réexprime a 1’aide du bas du spectre combinatoire, grace a la proposition
suivante.
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Proposition 4.4 (Inégalités de Cheeger combinatoires). Soit G un graphe
de valence bornée par v. Alors

h(g)?
— < < .
5y < H0(9) =b(G)
Notre démonstration est inspirée de la p. 31 du mémoire de Colin de
Verdiere [CdV98|

Démonstration. Soit Gy C G une partie finie, posons a = 1¢,, on a alors

2
no(g) < Zos Wl #00;
B i G #G
On a donc 1p(G) < h(G), ce qui nous donne la premieére inégalité du lemme.
Soit maintenant x = (x;);eg une fonction a support fini. On pose,

S(zx) = Z ‘xf —x?‘ = Z |zi — 4| |zs + 5] -

i~vj i~vj

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Z(acz sz—i—x] 2< Z i — x5)2V20 Zw?

i~vj i~vj i~j

Minorons maintenant S(z). On pose
ap=0<a1 <as <..<q
I'ensemble des valeurs de z2, et pour tout k € {0,...,1},
Ay ={i € G;x? > ai}.

On a alors S(z) = EiNj x? —x?, oll ¢ et j sont ordonnés de sorte que x
d’ou

l
k=0 (i,j)€0Ak
les autres termes de la somme s’annulant. On a donc

!
) > Z Z ag — ag—1) = Z#@Ak(ak —a-1),
k=0

X

“l\’)
v
SN

donc
!

S(x) = 5(9) Y #Aklar — ap—1) = h(G) > _ 7.
k=0 i€G
D’ou finalement,

$)> < S —mwﬁxa

1€G i~vg

ce qui conclut la preuve du lemme. O
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Ces deux propositions nous donnent cette autre caractérisation de la
moyennabilité.

Corollaire 4.5. Soit I' un groupe de type fini, S C I' un systéme de
générateurs finis et G le graphe de Cayley de T' associé¢ a S. Alors I' est
moyennable si et seulement si pio(G) = 0.

Démonstration du Théoréme 4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne dont
le bas du spectre \og(M) est une valeur propre isolée, associée a la fonction
propre ¢g, et p: (N, g) — (M, g) un revétement riemannien galoisien de M,
de groupe de revétement GG non-moyennable. On note encore ¢g = ¢gop =
N — R, et on suppose que ¢g est normalisée de sorte que

[t

(1) il existe un domaine fondamental D C N pour l'action de G spec-
tralement optimal ;

Supposons de plus que :

(2) XAo(D) = Ag(M) est une valeur propre isolée pour le probleme de
Neumann sur D.

On notera

ISR\ k ! _
Al(D)_lnf{ HfH2 afEH (Dag)a/Df¢O—0}

Par I'hypothese (2), le trou spectral n = A\ (D) — Ao(D) de D est strictement
positif. Comme D est connexe & bord C! par morceaux, il existe un systéme
de générateurs symétriques S = {71,...,72,} de G, avec Ypyy = v, Let tel
que pour tout k € {1,...,2v}, les domaines D et ;D partagent un bord de
codimension 1. Pour tout k € {1, ...,v}, fixons une hypersurface compacte a
bord C!

H, C 9D N~ D,

et on note Hyy, = vgl(Hk) C 9D. On a ainsi marqué 0D de 2v hyper-
surfaces compactes a bords, qu’on peut supposer disjointes, que nous ap-
pellerons les zones de transition associées au revétement D. On a donc
exactement une zone de transition associée a chaque générateur v € S.
On supposera de plus (quitte a réduire les zones de transitions) que les
Hy, k€ {1,...,2v} possedent des voisinages tubulaires de largeur R > 0 qui
sont tous disjoints. La figure 1 illustre cette construction de zones de transi-
tions dans le cas de Z? agissant sur le plan; le choix des générateurs modifie
le graphe de Cayley.

On notera encore G le graphe de Cayley de G associé au systeme de
générateurs S. Pour tout sommet du graphe ¢ € GG, nous noterons v; € G
Iélément du groupe de revétement correspondant a i, et D; = ~;(D).
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Zones de transition
ey

Zones de

.-‘/. R transmq: R .
[—— @ [ w—— L]

O [wm—— O ° L]
[—— @ [ w—— L]

O [wm—— O ! ° L] l
| —— L] [ — L]

@ [w——— O L) L]
| —— L] [ — L]

@ [w——— @ L] L]
[—— @ [ w—— L]

0 e @ ° L]

FIGURE 1. Zones de transitions pour une action de Z? sur le plan

Rappelons que 'objectif est de montrer que
)\o(N) > )\Q(M) = )\o(D)

Soit fe : N — R une fonction continue a support compact telle que

% < M(N) + €. Soit u: N — R défini par f. = ugg, comme ¢g > 0, le

support de u est le méme que le support de f.. Pour tout i € G, définissons :

a2 —/ £2 b, —/Difegboetc?:/pi((u—bi)gbg)2.

Par construction, 'application g; := (u — b;)¢g est orthogonale a ¢ dans
L%(D;), on a donc a? = b? +c?. Calculons I'énergie de f. sur chaque domaine

D; :
/ V52
’D.

k3

/ IV (bio) + Vgil*
D;

— b?/ |V¢0|2+/ \Vgi|2+2/ o(V0, Vgr).
D; D; D;

La formule de Green et 1'égalité A¢y = Ag(M)po montrent que le dernier
terme s’annule. Comme g; est orthogonale & ¢, on obtient donc

2 2 2 2
Lwar = @i [ e [ o

7

— (DB + (D)4 [ g

D;

soit encore

@ Lowsrzao) [ g [ bt

De plus, d’apres la Formule de Barta (cf Lemme 3.3), on a

(1) /er /|v udo) /|Vu| 8+ (D /f2.
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En combinant (3) et (4), on obtient donc :

/\Vfg > XD /f2+rnax{ /(u—bi>2¢%,/pi|vm?¢%}-

La partie la plus technique de la preuve provient du lemme suivant.

Lemme 4.6. [l existe une constante A > 0 telle que, avec les notations
précédentes,

Zmax{ / u—b,-)2¢g,/ |Vul|? ¢0}>AZb—b

i€G i~vj

Notons que puisque le support de f. est compact, toutes ces sommes sont
finies.

Démonstration. Soit i ~ j deux sommets de G reliés par une aréte. La
frontiere commune D; N D; contient une copie de I'une des zones de tran-
sition que nous avons marquées sur D, que nous noterons H. C’est une
hypersurface compacte, qui admet un voisinage tubulaire de largeur R > 0
dans D; U D;. Nous noterons ce voisinage H x [—R, R] en coordonnées de
Fermi, c’est a dire que le point (x,7) € H X [— R, R] sera identifié au point de
N situé sur la géodésique orthogonale a H a distance |r|, avec la convention
que (z,7) € D; lorsque r > 0. Quitte a prendre R > 0 suffisamment petit, les
coordonnées de Fermi sont bien définies. La mesure de volume riemannienne
sur H x [—R, R] s’écrit

dVy(z,r) = 0(z, )" dVy (z)dr,

avec  : Hx [~R, R] — (0,00) de classe C'. Soit O, : [~ R, R] — (0,00) une
application lisse telle que pour tout (z,7) € H X [-R, R], on ait 0(x,r) >
Omin(r). Une telle application existe par compacité de H. Posons

Ef = max n/ (u—bi)%b%dVg,/ IVul? ¢5dVy o |
Hx[0,R] Hx[0,R]

on a

R
EZ‘; > min  ¢o(z,7) max{n/H/O (u(z,r) — b;)20™ L (r)dVy (x)dr

Hx[0,R]
// \Vu|99:;“% )dVH(fn)dr}.

Nous notons alors, pour r € [0, R,

: ! nl S u(z,r x
U0) = i) J T i) = gy |t Vi)

min

la moyenne de u le long de chaque hypersurface équidistante a H. En util-
isant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on vérifie immédiatement que 'inégalité
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précédente implique que

R
Engan[iol}R]%Voln1(H)maX{n/0 (U(r) = bi)* Oy, (r)dr /

0 (T‘)dT} .

Posons
Volynin (ij) = Vol,,_1(H) / oL (r)dr,
0
qui est le volume de H x [0, R] pour la métrique riemannienne

Gmin(x, ) = 02, (r)gu(x) ® dr?.

1" cas
Si pour tout r € [0, R, on a |U(r) — b;| > 2|U(0) — b, alors

1
Ej]' > nHrn[Bn <Z50V01mm(23)4(U(0) —b;)2.

2nd cas : cas contraire.

Pour quantifier I'énergie de u dans ce second cas, nous utiliserons la notion
de capacité suivante.

Le bord du tube T3 = H x [0, R] est divisé en trois parties : les deux
hypersurfaces paralleles H et Hr = H x {R}, et le bord latéral

" (Th) = OTH\(H U Hg) = 0H x (0, R).

Définition 4.3. La capacité de T;i,r est

Cap(Tyy) = ilf]}f{/T+ IVF1PdVy; fiyy = 0, fiy, = 1},
H

ou f toutes les applications sur TE qui sont lisses sur lintérieur de TE,
continues sur T;Ir, et telles que f =0 sur H et f =1 sur Hg.

Des méthodes classiques d’EDP montrent qu’il existe un unique ) lisse
sur l'intérieur de TE, continu sur TIJ{F, tel que v =0 sur H, ¢ =1 sur Hg et

[ vulav, = can(z)
T

Ce 1 est I'unique fonction harmonique pour le Laplacien issu de la métrique
sur T;{r, qui vérifie ¢ = 0 sur H, ¥ = 1 sur Hp et les conditions de Neumann

ie. a—w = 0 sur 8l“t(T;}). Ce 9 est parfois appelé potentiel d’équilibre de
v
+

Ty .
La proposition élémentaire suivante découle alors de I'unicité des fonctions

harmoniques lorsque les conditions aux bords sont fixées.
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Proposition 4.7. Soit f : T;{r — R une fonction H' telle que f = a sur H
et f =b sur Hg. Alors

[ 1wsPav, = o apcap()
T+

H

Reprenons notre démonstration dans ce second cas, nous supposons donc
quil existe 7 € (0, R] tel que [U(r) — b;| < 3|U(0) — b;|. Alors

Rqu|?
VOlnl(H)/
0

dr
ot Capmin(H x [0, R]) est la capacité de H x [0, R] muni de la métrique gy in-
Dans les deux cas, nous obtenons

+ l 2
Ej > AU0) = b)7,

01 (r)dr > Capmin (H % [0, R])%(U(O) b2,

min

avec
1 1

(6) A = HE?[%)I,IR] gf)g min {174Volmm(ij), anpmm(H x [0, R])} .

Posons

By mmacdy [ (et [ (Vuea, g,
Hx[~R,0] Hx[~R,0]

par le méme argument, on a
- 2
E; > A (U(0) — bj)”.
Comme un nombre fini de zones de transitions est fixé sur D une fois pour
toute, et comme G agit par isométries, on peut supposer (quitte a la réduire)

que cette constante A’ est valable pour tous les H x [—R, R| qui correspon-
dent & tous les i ~ j. On obtient donc

Sy [ w-veh, [ 1Vl ai} > a3 5y
'Di Di

ieG invj
/ 2 2 A 2
> A {(Ui(0) = b:)* + (Uij — b))*} > 32(1% —b;)”.
inoj inoj
En posant A := A’/2, cela conclut la preuve de notre lemme. O

D’apres 1’équation (5), on a
M o)+ [ 2z [VEEz D) [ 2 AS -2
N N N invj
ou on a vu que A vérifie
© 2
A> mme2[0,R] o

ou H parcourt les 2v zones de transitions marquées sur le bord de D.

min {niVolmm(H x [0, R]), iCapmm(H x [0, R])},
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De plus, on a vu en (3) que

M) +6) af > X(D) D> b7+ M(D)> cF =X(D)> ai+n)> cl

2 K3

On a donc

Ui

N) — D
N N N
L’inégalité précédente implique
N) — X(D
i g g

Si Ag(IN) — Xo(D) > n, alors comme A\g(D) = Ao(M), le Théoreme 4.2 est
démontré. Sinon, pour € > 0 suffisamment petit, on a donc

o0 Bl WP (1 )= ) ey B0 b
fof B ia? - n Zzb?
(N) —2o(D) +¢

> (1 0 7 > 1o (G).

Combiné avec (7), nous obtenons alors
1 Ao(N) —Ao(D) + ¢
n

Mo(N) = Ao(D) + € > A( )M0<G>,

soit
(M(N) = Xo(D) +¢) <1 + A,u;(G)) > Auo(G),

qui donne finalement, puisque A\o(D) = Ag(M),

An
N+ Apo(G)
La constante A > 0, donnée par (8), ne dépend pas de €, et d’apres la

Proposition 4.4, 110(G) > 0 car G est non moyennable. Ceci conclut donc la
preuve du Théoreme 4.2.

9) Ao(IN) = Ao(M) + € > 1o(G).

0

5. DOMAINES FONDAMENTAUX DES VARIETES GEOMETRIQUEMENT FINIES

Dans cette section, nous montrerons que les hypotheses du Théoreme 4.2
sont vérifiées dans le cas d’un revétement

p: N=H"YT - M=H"""/T,

des que I'y vérifie les hypotheses du Théoreme 0.2, ce qui en conclura la
preuve. La fin de ces notes est donc consacrée a la démonstration du résultat
suivant.
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Théoréme 5.1. Soit M = H"t! /Ty et N = H/T, avec I «Ty. Supposons
que 0(Tg) > %, et que I'g est convexe-cocompact ou de co-volume fini. Alors
il existe un domaine fondamental D C N pour action de G =T /T, spec-
tralement optimal et tel que A\1(D) > \o(D).

Avant d’entamer la preuve de ce théoréeme proprement dite, rappelons
quelques points de théorie spectrale. Sur une variété Riemannienne (D, g)
non-compacte, éventuellement a bord. Le spectre du Laplacien (avec condi-
tions de Neumann sur 9D s'il est non-vide) est la réunion du spectre discret,
composé de valeurs propres de multiplicités finies, et du spectre essentiel. On
notera A§**(D) > Ao(D) le bas du spectre essentiel du Laplacien sur (D, g),
ce n'est pas nécessairement une valeur propre. Si le bas du spectre Ag(M)
est une valeur propre isolée, le théoreme de Perron-Frobenius nous assure
que la fonction propre associée est strictement positive, et donc que Ao(D)
est de multiplicité 1. On a donc la caractérisation suivante.

Lemme 5.2. Soit (D, g) une variété riemannienne (éventuellement a bord).
Alors \o(D) est une valeur propre isolée si et seulement si

Ao(D) < A&*(D).

De plus, le théoreme de décomposition de Donnelly (cf [Don81]) nous dit
que si K C D est un compact, alors

A5™(D) = A5 (D\K),
ou l'on a pris les conditions de Dirichlet sur 0K, et toujours les conditions de
Neumann sur 0D\0K . Remarquons maintenant que lorsque D a un bord, le
Lemme de Barta 3.3 reste valable a condition que dans la formule, la fonction
¢ vérifie les conditions de Neumann au bord, i.e. que V¢ soit tangent a
0D. On obtient alors aisément la caracérisation suivante, analogue de la
Proposition 3.2.

Lemme 5.3. Supposons qu’il existe un compact K C D, un réel A > 0 et
une fonction ¢ : D\K —]0, 4+00|, strictement positive, dont le gradient est
tangent a OD\K, et qui vérifie

Ap > A\o.
Alors A\§**(D) > .
Démonstration du Théoréme 5.1. Soit M = H”+1/Fo, et I'<I'g un sous-

groupe normal avec G = I'y/I" non-moyennable. On note N = H""!/T, et
p: N — M la projection canonique.

Supposons d’abord que T’y est de co-volume fini. Alors §(I'g) = n et
Ao(M) = 0 est une valeur propre associée a la fonction propre constante

1
00 = Rl

Soit D C Hnj‘l un domaine de Dirichlet pour 'action de I'g. Par définition,
le bord de D est constitué de segments et de rayons géodésiques. On pose
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D=D /T C N, par construction c’est un domaine fondamental pour I’action
de G de volume fini. Si D est compact, le spectre de D est formé de valeurs
propres isolées.

Sinon, il nous reste a montrer que \g(D) est une valeur propre isolée; il
nous suffit donc de montrer que A§**(D) > A\o(D) = 0.

Lemme 5.4. Le bas du spectre essentiel d’un polyédre D de H™ ' ¢ bords
géodésiques par morceaux et de volume fini vérifie A\;**(D) > %2.

Démonstration. Soit D C H™*! un polyedre & bords géodésiques par morceaux,
de volume fini.

Soit H C H™*! une horosphere basée en un point du bord & 'infini qui ne
touche pas D. On pose K = DN H. Comme D est de volume fini, lorsque
H est assez grande, dans le modele du demi-plan supérieur le domaine D\ K
est la réunion d’un nombre fini de cusps de la forme

C ={(zo,z1,...,zp);Vi € {1,...,n}, a; <x; < bj et xy > ¢y},

ou les a; et b; sont des constantes, et cg > 0 dépend de H. Définissons

/2

qu’alors Af = %2 f. Cette fonction f est strictement positive, et son gradient
est tangent & O(D\K). Par le Lemme 5.3, on a donc bien \§**(D) > %2. O

. n N o .
sur chacun de ces cusps, la fonction f = z,’", on a vu a la Proposition 3.4

On peut montrer qu’en fait, sous les hypotheses du lemme, A\§**(D) = - ;
NOUS Ne NOUS en Servirons pas.

Supposons maintenant que I'g est convexe-cocompact de volume infini, et
§ = 6(I'g) > §. D’apres le Théoreme 3.1, \g(M) = 6(n — 0) est une valeur
propre associée a la fonction

(10) o) = sl = [ D),

oll 0 € H™! est une origine arbitraire, # un relevé arbitraire de z, et j, est
la mesure de Patterson-Sullivan de I'g vue de o. Il nous faut donc construire
un domaine fondamental D C N pour 'action de G, tel que V¢ soit tangent
a 0D, et tel que

A(D) > Ao(D) = Ao(M).

Soit D C H™! un domaine de Dirichlet pour l'action de I'y. Par con-
struction, 9D est la réunion d’un nombre fini faces totalement géodésiques
de codimension au moins 1. On note 9°°D son bord & l'infini : comme M
est convexe-cocompacte, 0°° D est un compact pas nécessairement connexe
de O®°H"+!. C’est par construction un domaine fondamental pour I’action
de Ty sur 9°H""!, qui ne rencontre pas I’ensemble limite A(T'g), et qui a
autant de composantes connexes que M a de bouts.

Le champ de vecteurs Vg n’est a priori pas tangent a dD. Nous allons
cependant montrer que, lorsque 1'on se “rapproche” de 9*°D (en un sens
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Xn(x')
HE 0,.,(x")
n X,(x')

N7 i

A o)

FIGURE 2. Domaine D dans le demi-espace, 17 a I'infini

qu’on définira), V¢ devient proche d’étre tangent & 9D. Cela nous perme-
ttra de construire un nouveau domaine D, qui sera une déformation de D
construite de sorte que V¢ soit tangent a 0D.

Placons-nous d’abord dans le modele du demi-espace
H" ™ = {(zg, 21, ..., ), 20 > 0},

en supposant que le point a I'infini que nous noterons 7 n’est pas un point
de 9*°D. Pour tout € > 0, notons Hb(n, €) I'horoboule, centrée en 1, donnée
par

Hb(nv 6) = {(330, L1y -ees xn)v To > 6}7
comme décrit par la figure 2. On notera Hs(7, €) ’horosphere qui la borde.

Puisque 1 ¢ 9°°D, pour tout € > 0 lintersection D N Hb(n, €) est vide ou
compacte.

Pour tout ¢ € 9°H"*!, on pose
Xe(x) = =VBe(o, )

le champ de vecteur normalisé tangent aux rayons géodésiques pointant vers

¢. En particulier X;, = acoa%o est le champ de vecteur “vertical” normalisé.

Posons maintenant

= Y90
dgo -~

champ de vecteur sur H**! colinéaire & V¢g. On a le lemme suivant.

X(z)
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Lemme 5.5. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout € €]0,€gl, il existe Opaqz(€)
tel que pour tout x € D\Hf], on a

€08 (Omaz(€)) < | X ()] <1

et
n+90 (COSQ(GmM(e)) —1) < div(X)(z) < n.
De plus, lim 0,4, (€) = 0.
e—0

Démonstration. D’apres 'expression de ¢y donnée par (10), on a pour tout
x € HvtL

(11) V%uﬁzgéwﬁv&ww»&&m%mxo

ou pp est une mesure positive portée par I'ensemble limite A(I'g). D’apres
I'inégalité de Jensen, la norme étant convexe,

HV%M@SéAwﬂWM@k“W”mMO=5%@)

On a donc pour tout x € D\ KL,

\Y
Vool _
dcho
Etablissons maintenant la borne inférieure. Pour cela, nous allons montrer

qu’en dehors d'un compact, X est presque colinéaire a X, (1 est le point a
I'infini fixé une fois pour toute). Pour tout = € D, posons

(12)

Ormas () = sup {9 € [0, 7] t.q. V¢ € A(Ty), —0 < (X, X¢) < 9} .

Comme l’ensemble limite est un compact de la sphere a l'infini, pour
tout € D, il existe un (; € A(Ty) tel que Opar(z) = ’<X177XC1>" Afin

de visualiser la fonction 6,,4;, plagons-nous maintenant dans le modele du
demi-plan supérieur avec, comme point a l'infini, un élément £ € 90°°D. La
figure 3 est isométrique a la figure 2 apres ce changement de modele.

Soit € > 0 suffisamment petit pour que D\Hb(7n,€) soit difféomorphe &
0*°Dx]0, ¢[. En particulier, D N Hb(n, €) est compact. Posons

Omaz(€) = max{bmqz(2); z € Hs(n,€) N D}.

Comme l’espace hyperbolique est a courbure négative, le lemme suivant
découle de la figure 3.

Lemme 5.6. Pour tout x € D\Hb(n,¢€), Omaz(z) < Omaz(€). De plus,

li =0.
el_r)% Omaa (5) 0
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e/

AT o)
FiGURE 3. Domaine D dans le demi-espace, £ a 'infini

Démonstration. Soit x € D\Hb(n, €), soit &, le rayon géodésique issu de
pointant vers 7, et soit z’ € &, NHs(n, €) le point d’intersection de &, avec
I’horosphere Hs(n, €). Par comparaison des angles avec 'espace euclidien,
gmaz(x) < Hmam(l'/) < gmax(e)-

Comme le flot géodésique contracte exponentiellement les horospheres
dans la direction stable, on montre qu’il existe deux constantes A, B > 0
uniformes telles que

Omaz(z) < Ae~ B2 ().

Nous laissons les détails (fastidieux & écrire mais sans difficulté) de ce point
au lecteur. Cela implique bien que 6,4, (€) — 0 lorsque € — 0. O

Remarquons maintenant que d’apres (11), a normalisation prés V¢g est
une combinaison convexe de vecteurs VB¢ (o, x) = X¢(x). De ce fait, des que
Omaz(€) < 5, pour tout z € D\Hb(n, €), tous les vecteurs X¢(x) pointent vers
le méme demi-espace : on a donc nécessairement Voo (z) # 0. Soit g > 0
suffisamment petit pour que D\Hb(7, €) soit difféomorphe & 9*° D x]0, €[ et
pour que 0q4z(€0) < 5, on a donc pour tout € €]0, €of,

fA(FO) (<X"77XC>X"7 + 1- <X777X§>2Y($)) CJBC(O’x)d,UJ0<C)
¢o(x)

ol Y(x) est orthogonal a X, et normalisé, et

(X, X)| € [cos(Omaz(€)), 1]

X(z) =
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On a donc bien en particulier

fA(ro) (X, Xo) 6‘5B<("’””)duo(0
¢o(x)

ce qui montre le premier point du Lemme 5.5. Maintenant, un calcul élémentaire
montre que

(13)  cos(Omaz(€)) < [ Xnl <1X] <1,

A 1 1 \v4 2
div(X)(z) = &f(? 2 <¢0> (Vo) =n 5+ ] 52%!! |

En reportant (13) dans cette équation, on obtient bien pour tout = €
D\Hb(, €),

n — 8 (cos?(Omaz(€)) — 1)) < div(X(z)) < n,
ce qui conclut la preuve du Lemme 5.5. O

Nous allons utiliser ce Lemme pour construire notre domaine fondamental.
Précisons auparavant quelques unes de ses conséquences pour notre fonction

®o-

Lemme 5.7. La fonction ¢g vérifie les propriétés suivantes.
(1) 1l existe un compact K C M tel que Vo ne s’annule pas sur M\ K.

(2) L’ensemble des points critiques de ¢g forme une stratification en
sous-variétés analytiques compactes de M, de codimension au moins

1.

(3) Chaque point critique de ¢g posséde au moins une direction stable,
en particulier ¢g n’a pas de minimum local.

Démonstration. Le (1) découle immédiatement du Lemme 5.5.

Comme ¢ vérifie I'équation Agpg = Ag(M)pg, et comme M est une variété
hyperbolique dont la métrique est analytique, la fonction ¢ est analytique
réelle. Ses points critiques forment donc une stratification en sous-variétés
analytiques compactes de M. Comme le volume de M est infini, ¢y n’est pas
constante. Par le principe d’unique continuation d’Aronszajn ( cf [Aro57]),
V¢o ne peut donc s’annuler sur un ouvert. La stratification est donc de
codimension au moins 1. Elle est compacte d’apres le point (1), ce qui conclut
la preuve du point (2).

Le point (3) découle immédiatement de Agg = Ag(M)po > 0 puisque, en
un point critique, Agg est 'opposé de la trace de la matrice hessienne de ¢yg.
La différentielle seconde de ¢y a donc, en chaque point critique, au moins
une valeur propre strictement négative. O

Soit maintenant €; €]0, eg[. Posons Se;, = D N Hs(7, €1), par construction
de €, c’est un morceau d’horosphere ayant autant de composantes connexes
que M a de bouts. De plus, d’apres le Lemme 5.5, Vg est transverse a S, ,
rentrant vers l'intérieur de D. Posons

D = {®,(S,,);t € R} ¢ H",
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o (Py)scr est le flot de gradient associé a ¢y.

Lemme 5.8. L’ensemble D est un domaine fondamental pour laction de T,
a bord lisse par morceaux (i.e. sauf sur une réunion disjointe de sous-variétés
de dimension au mplus n —1). De plus, Vo est tangent a OD.

Démonstration. L’ensemble D est feuilleté par des lignes de gradient de ¢
par construction, le champ de vecteurs Vg est donc tangent a 0D.

Notons Sing(M) I'ensemble des points singuliers de ¢g sur M. D’apres le
point (3) du Lemme 5.7, 'ensemble des lignes de gradients qui relient deux
points de Sing(M) est de codimension au moins 1 (tout point critique a
une variété stable non-vide). De ce fait, pour tout point x € M sauf pour
une réunion finie de sous-variétés analytiques compactes de codimension
au moins 1, la ligne de gradient {®(z),t € R} part a l'infini. L’adhérence
dans M des lignes de gradients qui partent a l'infini est donc M. Or, par
construction, D contient un (et un seul) relevé de toute ligne de gradient
qui part a 'infini, et leur complémentaire est une réunion finie de variétés
de codimension 1. Donc D est un domaine fondamental pour laction de I’
sur H* L,

Il reste & montrer que &D est lisse par morceaux. La surface S, est un
morceau d’horosphere (lisse) dont le bord est un polyedre géodésique convexe
de H"*! de codimension 2. De plus, le flot de gradient (®;);cr est un groupe
de difféomorphisme. Le bord de D est donc la réunion de 'image de S, par
®4, qui est C*° par morceau, des points critiques de ¢, et éventuellement
de sous-variétés reliant ces points critiques entre eux. Comme les points
critiques forment une réunion finie de variétés analytiques de codimension
au moins 1 dans M, le bord de D est bien lisse par morceaux. ([

On pose maintenant
D=D/T CH"™ /T =N,

C’est par construction un domaine fondamental pour l'action de G = T’y /T,
& bord lisse par morceaux, et V¢ est tangent a 9D. Pour conclure la
démonstration du Théoreme 5.1, il nous reste donc a prouver le lemme suiv-
ant.

Lemme 5.9. Le bas du spectre essentiel pour le probléme de Neumann
vérifie

X*(D) >
En particulier, le bas du spectre A\o(D) = Ao(M) = d(n — 6) est une valeur

propre isolée.

Démonstration. Soit € €]0, e;[. Posons K, = D N Hb(n,€), et K, = K./T.
Considérons de nouveau sur D\ K, le champ de vecteurs
Vo

X(x) = F7
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D’apres le Lemme 5.5, on a donc pour tout x € D\ K,
1X] () € [cos(Omaz(€)),1] et div(Z) € [n + 4 (COSQ(emax(E)) — 1) ,n] )

De plus, par construction X est tangent a 0D.
Rappelons que par le Principe de Décomposition (cf [Don81]), on a

2™ (D) = A5 (D\K-)

ou \§*(D\K,) désigne le bas du spectre essentiel du Laplacien sur D\ K,
avec condition de Neumann sur (0D)\ K, et de Dirichlet sur K. Rappelons
également que la constante de Cheeger de D\ K, associée a ces conditions de
Dirichlet sur 0K, et de Neumann sur (0D)\K est

. VOln_l(S)
h(D\K) = 11gf ma

ou S parcourt ’ensemble des hypersurfaces compactes de D\ K. et telles que
S borde une unique composante connexe compacte dont le bord n’intersecte
pas K. On note int(S) cette composante connexe. Notons que pour toute
telle hypersurface S C D\ K., l'aire du bord de int(.S) vérifie

Vol,,—1(0int(.S)) > Vol,,_1(.5),

avec égalité des que Jint(S) ne rencontre pas 9D.
Enfin, d’apres l'inégalité classique de Cheeger (cf [Che70]),

(14 A5 (D) = do(D\K) > APV

Soit S C D\ K. une hypersurface compacte. On a d’apres la formule de
Stokes

{1+ 6 (c08* (Omaz(€)) — 1) } Vol (int(S)) < /

it

div(X) = —/ g(X,v)dVol,_1,
(S) aint(s)
ou v désigne la normale rentrante a dint(.S). De plus,
—/ g(X,v)dVol,_1 = — / g(X,v)dVol,—1 < Vol,,_1(S),
oint(s) S

car X est tangent & dD et de norme inférieure a 1.
On a donc

VOlnf 1 (S)
Vol,, (int(S))

ce pour toute hypersurface compacte S de D\ K,. On a donc
Hh(D\K.) >n—+46 (cos2(c9max(e)) — 1) ,

>n+46 (COS2(0maI(E)) - 1) ;

n?

d’ott en faisant tendre e vers 0, d’apres la minoration (14), \§**(D) > T
O
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En utilisant [Bro81], on montre qu’ici encore A§**(D) = “-. Nous n’en
avons pas besoin ici. Ceci conclut donc la démonstration du Théoreme 5.1
dans le cas convexe-cocompact de volume infini.

O

Notons pour finir que la démonstration précédente (et donc le Théoreme
0.2) s’étend sans difficulté au cas ou 'y est géométriquement fini, & condi-
tion que les cusps de M = H"*! /Ty soient tous de rang maximal et que le
groupe de revétement G = I'g/T" ne contienne pas d’éléments paraboliques.
On peut prendre alors un domaine fondamental pour l'action du groupe
de revétement qui contient tout le coeur convexe, et répéter la construc-
tion précédente pour obtenir un domaine fondamental spectralement op-
timal. En revanche, lorsque le groupe de revétement contient des éléments
paraboliques, tout domaine fondamental pour ’action du groupe de revétement
coupe des cusps jusque dans ’ensemble limite. Une étude plus poussée de ¢g
dans les cusps serait donc nécessaire pour obtenir un domaine spectralement
optimal. Le cas ou M contient des cusps de volume infini est encore un peu
plus délicat.
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