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Unicité et minimalité des solutions d’une

équation de Ginzgburg-Landau.

Gilles Carbou

C.M.L.A
Ecole Normale Supérieure de Cachan
61, avenue du Président Wilson
94235 Cachan Cedex

Résumé. - On étudie les solutions de I'équation — Au+u(u? —1) = 0, olt u est élément
de H} _(IR™). On montre que la solution f(xq,...,7,) = th(\%) minimise ’énergie parmi
les fonctions tendant vers -1 lorsque z; tend vers —oo et vers +1 lorsque x1 tend vers +oo.
De plus, on prouve que toute solution de I’équation qui tend vers 1 lorsque |z| tend vers

+00 est constante égale a 1 sur IR"™.

1 Introduction.
On considere 'équation sur IR™ :
—ANutu@—1)=0 (%)
ot u est élément de H} (IR™) N L®(IR™), ou
H}.(R™) = {u, pour tout ouvert borné Q de R™, v € H'(Q)} .

Dans [4], Gibbons expose un certain nombre de probleémes issus de la cosmologie faisant
intervenir cette équation du type Ginzburg-Landau.

Un premier probleme est de considérer le comportement asymptotique des u. solutions
de —Au= %u(l — u?) lorsque ¢ tend vers zéro. Modica montre dans [5] que la famille des
ue converge lorsque ¢ tend vers zéro vers une application ©* qui ne prend que les valeurs
1 et -1. De plus, la surface de séparation entre {z,u*(z) = —1} et {z,u*(x) = 1} est une
surface minimale.

Dans le méme ordre d’idée, F. Béthuel, H. Brezis et F. Hélein étudient dans [1] le
comportement des u., qui sont cette fois définies sur la boule unité de IR? et & valeurs dans
IR? et qui minimisent les fonctionnelles

1 1
B =5 [ 19l + o [l =12

Ils montrent que les u. convergent vers une application u* qui est harmonique a valeurs

dans S*.



Dans cet article, on se limite a des applications a valeurs dans IR, et on démontre
deux résultats motivés par des questions posées dans [4]. On considere les éléments de
H} (IR™) N L®(IR™) vérifiant au sens des distributions :

—Autuu?-1)=0

et satisfaisant les conditions & l’infini suivantes :

lim v=—-1e lim u=1,
Tr1——00 xr1—-+00
ces limites étant uniformes en les autres variables o, ..., z,.
Une solution est donnée par f(z1,...,2,) = th(%). Le premier résultat de cet article

est le théoreme suivant :

THEOREME 1. - Soit w, ouvert borné de IR"'. Sur lensemble K des éléments
de H} .(IR™) N L®(IR™) vérifiant limg, . oou = —1 et limy, 100w = 1, on considére la
fonctionnelle F,, définie par

1 u? —1)2
Fw(u):/ ) 5|Vu|2+%.

Alors, la fonction f définie par

flxy,...,2pn) =th(—=)

I
V2
est minimisante pour la fonctionnelle F,,.

Dans [4], Gibbons posait aussi le probleme de 1'unicité (a translation pres) de la solution
sur tout IR" de () avec les conditions aux limites du théoreme 1. Ce probléme reste ouvert.
On montre ici un résultat d’unicité du type Liouville :

THEOREME 2. - Soit n > 2, soit u un élément de H} (IR™) solution sur IR", de
léquation :
—Au=u(l—u?

telle que u tend vers 1 lorsque |x| tend vers +0o. Alors u est constante égale a 1 sur IR™.

L’article est organisé comme suit. La deuxiéme partie est consacrée a la démonstration
du théoreme 1. Dans cette preuve, on étudie d’abord le probleme en dimension 1, ou ’on sait
montrer directement 'unicité de la solution de ’équation (x) et I'existence d’un minimum
de la fonctionnelle associée. Puis, en dimension quelconque, on se ramene a la dimension 1
en utilisant une transformation analogue a la symétrisation de Steiner qui décroit ’énergie
et qui nous place dans le cadre des fonctions a une variable.

Dans la troisieme partie, on démontre le théoreme 2. Pour ce faire, on effectue, grace
au principe du maximum, des majorations asymptotiques de u et de ses dérivées. Ces
majorations nous permettent de passer a la limite dans une identité de Pohozaev qui méne
au résultat.



Deux problemes évoqués dans [4] restent ouverts. D’une part, comme on I’a vu plus
haut, I'unicité (& translation pres) de la solution sur tout IR™ de (x) avec les conditions aux
limites du théoreme 1. D’autre part, on sait que les u. solutions de — A u = %u(l —u?)
convergent, a extraction pres vers u*. La surface séparant {z,u*(z) = —1} et {x,u*(z) = 1}
étant une surface minimale, on peut chercher a construire une famille de u. dont le ©* limite
est associé a une cathénoide ou a un hélicoide.

2 [ est minimisante.

Démonstration. - Dans un premier temps, on remarque que u étant bornée uniformément,
on sait alors que u est réguliére par un argument classique de bootstrap.

1¢" pas : Probléeme en dimension 1.
On se place en dimension 1. Soit u, élément de H ZIOC(IR), solution de

v =u(u? —1)
(1) limy—_ou=—1
limp o ioou=1

Remarque. - En dimension 1, il est inutile de supposer a priori que u est uniformément
bornée. En effet, par injection de Sobolev (Cf [2]), u est dans un espace de Holder C%¢ et
donc, grace a un argument de bootstrap, u est de classe C°°. En raison des conditions aux
limites, il est alors clair que u est bornée uniformément sur IR.

Montrons que u prend ses valeurs entre -1 et 1. Supposons que supgu = 3 > 1.
En raison des conditions aux limites, il est clair que ce sup est fini et est atteint. Soit
A = u"({B}). Puisque u est continue, A est fermé. Soit 29 € A. Le sup de u est atteint
en zg, donc, u/(z9) = 0. De plus, 3 > 1 donc, 3(5% — 1) > 0 donc, u”(2) > 0 donc il existe
I, voisinage de zg tel que

Vzel,u'(z) >0 .

Donc, u est convexe sur I et u/(zg) = 0, i.e. zg réalise le minimum de u sur I, or comme 2
réalise le sup de u sur IR, u; est constante égale a 3, i.e. I C A. Donc, A est ouvert, et R
étant connexe, A = IR, ce qui est absurde en raison des conditions aux limites.

On montre de méme que v > —1 sur IR.

2ieme pag : Résolution de (x) en dimension 1.
On remarque que si u est solution, la fonction qui a x associe u(x + «) 'est aussi. On fixe
alors la valeur de u en zéro en posant «(0) = 0. On va maintenant résoudre ’équation.
D’apres le premier pas, u? — 1 reste négatif, donc u” et u sont de signe opposé et u tendant
vers -1 en —oo, u” est positif au voisinage de —oo.
Ainsi, dans un voisinage de —oo, u’ est croissante donc a une limite en —oo laquelle ne peut
étre que nulle puisque v a aussi une limite en —oo. Ainsi, u’ reste strictement positif au
voisinage de —oo.
Soit a le premier zéro de u’. Montrons que a = +00, i.e. que v’ ne s’annule pas sur IR. Si
tel n’est pas le cas, soit b = u(a). u’ est strictement positive sur | — 0o, a[ donc u réalise un
C!—difféomorphisme de | — oo, a[ sur | — 1,b].



On peut donc prendre u comme nouvelle variable et p = ' comme nouvelle inconnue. On
a alors u” = pg—i, ainsi, p est solution de

p(=1) = p(b) =
(2)Vu6] 1b[pdu: (u—l)

On integre entre -1 et u et on obtient
1
Vu €] — 1,b[,p*(u) = §(u2 —1)?

Or, p(b) =0, donc, b =1 et en z = a, u(a) = 1,u'(a) = 0 donc, d’apres le théoreme de
Cauchy Lipschitz, u est constante égale a 1, ce qui est impossible. Donc, a = +o0 et on
peut résoudre I’équation car on a

Vz € R,u/(z) = %(1 —u?).

Donc, puisque u(0) =0, on a

) = f(@) .

Ve € R,u(x) = th(\/E

3*me pas : Construction d’une transformation qui décroit I’énergie.
On introduit un outil analogue a la symétrisation de Steiner ( celle-ci est utilisée, par
exemple, pour démontrer le théoreme de Faber Krahn concernant la premiere valeur propre

du laplacien ).
Soit w, ouvert borné de IR"~!. On se place sur le cylindre ¢ = IR x w. Soit u, définie

sur C' & valeurs dans [-1,1], réguliere et tendant vers -1 (resp 1) en —oo (resp +00).
On définit v* par : )
u* (0)=Cn{z; =0}
mes({0 < u(x) < A})}
mes(w)
mes({\ < u(z) <0})
mes(w)

sid> 0,0 (\)=Cn{z =

Si)\<0,u*71(>\):Cﬂ{fU1=— }

et ce pour A €] — 1,1[.

Remarque 1. - La transformée de u, notée u*, ne dépend que de la variable x1 et est

croissante en celle-ci.

Remarque 2. - On pose

| mes(u1([0,pu]))si >0
A“W‘{xmaw%mﬁmaﬁgo

Pour tout u, par construction de u*, on a A, (u) = Ay (u).



On va montrer que

F,(u") < F,(u) .

e Dans un premier temps, on montre que

/C(l—u2)2:/c(1—u*2)2.

Soit f, définie sur C' & valeurs dans IR™, mesurable. Soit Q2 = {z € C,\ < f(x)} pour
A € IR". Par définition de Q,, on a

Ainsi,

/f da:—//Jroo x)dudz .

On peut appliquer Fubini car la fonction intégrée est positive :

+oo +0o0
/f dx—/ /1Qu Ydxdp = / mes(€,,)dpu .

On applique cette formule & f = (1 — u?)?

/ (1—u2)? = /+°O mes({z, (1 — u2(x))? > A})dA
C 0

Or, par construction de u*,

{z,1—u®?@) > A} ={z,—V1-VA<u(z) <\V1-VA}
={z,-V1-VA<u'(x) <V1-VA}

/C(1 _ w22 = /O+°° mes({z, (1 — )2 > A})d\ = /0(1 — w2,

Donc,

e Montrons maintenant que

/|Vu*|2 S/ |Vul?.
C C

Les deux arguments fondamentaux de la preuve sont la formule de la coaire et une égalité
isopérimétrique. Cette démonstration suit de tres prés la preuve du résultat analogue qui
concerne la symétrisation de Steiner.

On démontre I'inégalité pour u réguliere et un argument de densité permet de conclure.

Avec la formule de la coaire (démontrée dans [3]), si V' désigne I’ensemble des valeurs

critiques de u, on a
/C | | IR\V( u=1(p) | |)



Remarque. - Le lemme de Sarde nous permet de ne pas tenir compte des valeurs critiques
de u qui pourraient poser probleme.

On note par Ly, (1) la mesure de hausdorff (n-1)-dimensionnelle de u =1 (u).
On a alors, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a VU% que

L 2
C R\v fu—l(u) Yu
De plus, toujours avec la formule de la coaire, si 0 < 1 < po,

1
Aulp) = Auu) = [ da= [ ([ edndp.
Qpuq \Quy (p1,p2]\V Ju=t(p) VU

Donc, si > 0 n’est pas valeur critique de u,

dA 1
Y(p)=A :/ —d
an () = Ay(p) iy Va

On montre la méme chose pour pu < 0. Ainsi,

2 (Lu(:u))z
/c|vu| Z/IR\V Al (w) A

Or, A, = Ay, donc, A, = Al.. De plus, par le théoréeme des valeurs intermédiaires,
u~!(u) contient au moins une section du cylindre C et la mesure (n-1)-dimensionnelle de
ladite section est supérieure & la mesure de w.

Donc, L, (@) > Ly~ (). Donc,

2 (Lu(:u))z
/C\VUI Z/IR\V A () du .

Or, sur u*il(u), Vu* est constant, car u* ne dépend que de x1. Donc,

Vu*2:/ / Vu*|da)d :/ V| Ly (p)d
Ve = foo 1= [ Ve G

et de plus,

1 Ly () ,
d = - A *
~/u*_1(u) Vu* o Vu* ur (1)

2 _ (Lo (1))
/C|Vu| —/IR+ A () du .

/|Vu|22/ Vur|? |
C C

pas : En dimension 1, f est minimisante.

Ainsi,

On en déduit bien que

4ieme



Pour démontrer la minimalité de f, puisqu’on a montré 'unicité de la solution de (1), il
suffit de démontrer que le minimum est atteint, et ce sera forcément f.
On minimise ainsi sur K la fonctionnelle F' avec

K={ve H.(R,R), lim v=—1,et lim v=1}

r——00 r—-+00

u/2
F(U):/IR| 2‘ +i(u2—1)2

On considere vy, suite minimisante de F'. Quitte a remplacer v,, par v}, qui sera a fortiori
une suite minimisante d’éléments de K, on peut supposer que les v, sont croissantes et
s’annulent en zéro.

e On a d’abord

Ve > 0,3A,Vn,Ve > A1 —e <wvy(x) <1+¢.
En effet, dans le cas contraire, i.e. si
Je > 0,VA,3In, Jxg > A, v,(x9) <1—¢,

comme v, est croissante, cette inégalité serait en fait vraie pour tout z < xg. Ainsi, sachant
que v,(0) =0, on a
Va € [0, A], (vi(z) — 1) > & .

On a donc

A
Je > 0,VA,3In, F(v,) > ZEQ

ce qui contredit le fait que la suite v,, soit minimisante.

e D’autre part, soit p € IN. Sur tout compact [—p,p], on peut extraire de v,, une sous
suite v, () qui converge vers u, dans H ! faible, dans L? fort et simplement. Ainsi, par
un procédé diagonal d’extraction, et par unicité de la limite faible, on peut construire une
sous suite v,(,) de vy, et un élément u de H, lloc(IR) tels que sur tout compact de R, vy,
converge vers u dans H' faible, dans L? fort et simplement.

e De plus,

Ve > 0,3A,Vn,Ve > A1 —e <wvp(x) <1+¢,

donc, u tend vers 1 en +00. On montre de méme que u tend vers -1 en —oo.
e Enfin, pour tout A de IR, par des arguments de convexité de Fyu, ol

A |’Ul|2 1
Fa(v) = o (v?—1)?
a) = [ G+ 0P =12,
on a

Fa(u) <lim inf Fa(vyn)) 5
ainsi,

Fa(u) <lim inf F(vg,) -
Par passage a la limite lorsque A tend vers +o0o, on en déduit donc que le minimum est
atteint, et on sait alors que c’est f.



5m¢ pas : Fin de la preuve.

Montrons que f est minimisante en dimension quelconque. Sur un cylindre de la forme
IR X w, on considére v quelconque, et on remarque que F,(v*) < F,(v). Or v* ne dépend
que de 1, et on s’est donc ramené a la dimension 1, ou 'on a montré que = — th% est
minimum.

Donc, F,(f) < F,(v*) < F,(v). Donc, f est bien minimum de F,,.

3 Preuve du théoréme 2.

On rappelle les hypotheses du théoreme 2. On suppose que u € H lloc(IR") est solution de
(x) et que u tend vers 1 lorsque |z| tend vers +o0o0. On veut montrer que u est constante
égale a 1 sur R™.

On démontre d’abord le lemme suivant :

LEMME 1. - Soit u, élément de H. (IR") et vérifiant
—Au+uu?—-1)=0

et lim w=1.
|z|—+o0

Alors, u prend ses valeurs entre -1 et 1.

Preuve. - Montrons que v < 1. Soit § > 1. On multiplie I’équation vérifiée par u par
(u— B)" et on intégre sur la boule B(0, R) de centre zéro et de rayon R. Puisque u(z)
tend vers 1 lorsque |x| tend vers +oo, on peut choisir R tel que w soit inférieur & 3 sur
dB(0, R). Ainsi, sur le bord du domaine ot on intégre, on a (u — )" = 0. On applique
alors la formule de Stokes :

Lo Ma-gtE= [ ul-w)u- gt
B(0,R)

B(0,R)

Or, le deuxieme terme est négatif, car si v < 3, alors u(1 —u?)(u — )T =0, et siu > 3, on
a1l—wu? < 0. Ainsi, on a & gauche de I’égalité un terme positif et & droite un terme négatif,

donc
[ 19=pe <o,
B(0,R)

et ceci pour tout R assez grand. Donc, u < (8 et ce pour tout § > 1. Donc, u < 1. On
montre,en multipliant par (u + 1)~ 'équation vérifiée par u, que u > —1. Donc, u prend
ses valeurs dans [-1,1].

On remarque que u est uniformément bornée, donc son laplacien appartient a tous les
espaces L (IR™). Ainsi, u est dans tous les Wli’f(IR”) et ce pour 1 < p < 4+o0. En
appliquant une injection de Sobolev pour p assez grand, on obtient que u est dans un

CLH(IR™) et par un argument de bootstrap, on montre que u est réguliere.
Démonstration du théoréme 2. -

1¢" pas : Majoration asymptotique de u.



On pose v =1—wu. On a lim, 4 v =0 et v € [0,2]. De plus, u vérifie :
—Av+v(l—-v)(2—-v)=0.

La limite de v lorsque |z| tend vers +oo étant nulle, il existe R tel que si z est dans
RN\ B(0,R), 1 < (1 —v)(2 — v), et donc, puisque v > 0,

- Av+v<—-Av+v(l-v)(2—-v)=0

On définit sur RV\B(0, R) : vo(z) = e~ 17

Avg = e~ 17l — N - le"r'
||
Donc,
N -1
A e‘|x|20
|z|
Donc, si on pose w = v — tvg, on a
—Aw+w<0

D’autre part, lim; ;o w = 0, et de plus, si ¢ est assez grand, v — tvg < 0 sur 0B(0.R),
donc, avec le principe du maximum, on obtient que w < 0 sur IR\ B(0, R), donc,

vz € RV\B(0,R), 0<v(z) < te 7.

2¢m¢ pas : Majoration asymptotique des dérivées de u.
On pose h = g—;i.

On utilise la méme méthode que précédemment, mais il convient de montrer d’abord
que h tend vers zéro lorsque |z| tend vers +o00. Ceci devient clair lorsque 'on écrit v sous
forme intégrale en utilisant le noyau du laplacien sur RY :

Cn
v(z) = /IRN ma(y)dy

ouna=v(l—-v)(2-0).
Au vu de la majoration asymptotique obtenue pour v, on se convainc aisément que cette
intégrale est sommable et que

Ty —Yi
h(xz) = — dy —— 0.
Ceci étant dit, on vérifie que h est solution de :
—Ah+h2-6v+30%)=Lh)=0.

Puisque lim,_, o, v = 0, on trouve R tel que sur RM\B(0,R), 1 <2 —6v+3v2 <2 On

pose vg(z) = e~ 171,
N -1

Lvo)(z) = e 1*l(1 — 6v 4 30> + 2

)



Dong, si |x| est assez grand, i.e. plus grand que R, ou R < R’, on a L(vg)(x) > 0 et si on
pose w = h —tvg, on a L(w) < 0. Puisque L a son terme d’ordre 0 positif sur RV \B(0, R'),
puisque w — 0 en 400, et puisque en prenant t assez grand, on a w < 0 sur 9B(0.R’), on
conclue avec le principe du maximum que

vz € RN\ B(0,R'), h(z) < te Il

Une étude similaire de —h nous montrerait que I’on peut obtenir une majoration du méme
ordre pour le module de h.

3eme

pas : Méthode de Pohozaev.
Soit A € IR". On multiplie 'équation — A u = u(l — u?) par va 1 xzau et on integre sur
B(0,A) = Ba.

. du N du ou
_ A ; i) —
/ uZm / VUV 8 ) /aBA(;m@:Ui)an
ou 0% ou
= Vul? + / ri—————— — / xz,Vu
/BA| | ; By Oxj 0x;0x;j 8BA( )an

.V(|Vu\2) ou
[
/BA| ul” + B 2 aBA( u)an

_ _E 2 1 2 _/ 8u

D’autre part,

N (1 —u?)?
=T BA(l — u2)2 — /aBA — (z,n)

On fait tendre A vers 4+o00. Gréace aux majorations asymptotiques, les termes de bord
tendent vers zéro, donc,

-3 [ vup = [ -

10



Or, N > 2, donc, 1 — % < 0, donc, les deux termes de 1’égalité sont nuls.

Donc, u est constante égale a 1 sur IRY, ce qui clot la démonstration.
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