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ITI FPOPULATION STATIONNAIRE EN CoNTINV

Définition
Une population stationnaire est une population dont :

(1) la force de mortalité peut varier avec 1’'&ge mais reste

constante dans le temps,

(2) le nombre des naissances est constant par unité de temps.

- 3oit Ndt 1le nombrjfgi naissances entre les instants t-dt et t.
L. ax .. x
i

e Diaguavmme e Leacis
Le nombre de lignes de vie parmi les Ndt qui atteindront 1'8ge exact

x entre les dates t+x-dt et t+x est donc NdtS(x).

Le nombre d’'individus 3 la date t+x d’'&ge compris entre x et x+dx=x+dt est

donc Ndx3(x), car les déc@s survenus durant cette durée infinitésimale

sont des infiniments petits du deuxi@me ordre. Notons P(x)dx la

population agée entre l'age x et 1'age x+dx, elle vaut :

P(x)dx= NS(x)dx (8) etlfst indépquante du temps.

La population totale est donc Pt+x=l%(X)dx = N{é(x)dx, s0it compte tenu de

{6) \

P = Neo (29

La structure par age est:

Cix)dx = NB(x)dx w}: C(x\:_s“’d

Il en résulte que la taille de la population est aussi constante dans le
temps, et que sa strucutre par &ge est identique a4 celle des survivants a
une constante multiplicative prés (1/e0),

‘Le taux brut de natalité, rapport des naissances dans 1’instant dt a

la valeur moyenne de la population a cette mé@me date, noté b wvaut donc

Pdt e,
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Espérance de vie 3 la naissance

On résume généralement une distribution statistique par ses premiers
moments, sa moyenne et son écart-type par référence 4 la loi normale.
L’espérance de vie, résumé de la distribution des décés est définie comme
l'espérance mathématique de cette distribution. Ce résumé n’est dailleurs
pas excellent car la distribution des dé&cds a deux modes et est donc bien

éloignéed’une loi normale.

)
0 = J/ﬂ xd({x)dx (5)

(o}

a

On va montrer en intégrant par partie gque 1l'espérance de vie est
aussi l’integrale de la fonction de survie S(x).

Intégrons (5) par partie: d°x3¢

/1
” - ” \ o)
gy = J/de(x)dx = ExS(x)Jo :/CS(x)dx :\~/T’ :

>

~] o) o) S(JC) ‘ ;{Tf\
3
|

1! |
el =/S(x)dx (6) ;>%7j> \
° "

/’ \ fr

/ ,t"\ L;‘/' e
- Espérance de vie & un &ge quelconque. /ee // NS
1J M R
- oC

Q
Soi 5(a) individus d‘&ge a, la moyenne des &ges df leur décés est:

oR
Ea = ‘/4; da(x) avec

ex) 4
S{x)mu(x) [
d = ===
2% = gy — I
. | o f\\\
s0it aussi ea'STETJ; S5(x)dx (7) :
———— ‘- Vd
x

Quand la mortalité infantile est forte, on comprend que 1'espérance de vie

4 1 an puisse @tre plus grande que l’'espérance de vie 2 la naissance.
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Le taux de natalité b est €gal & l’inverse de l’eapérance de vie.
Famie 15 tailla de 1a populakicn est cengtante, le taux de
croissance instantané est nul; le taux instantané de mortalité est donc

aussi constant, &gal au taux de natalité, c’est 3 dire encore a l’inverse

de l'espérance de vie.. Vérifions ce résultat d’'une autre maniére: le
nembre totll des décés dane 1'instant dt est 1la somme des décés survenus &

tous les adges soit
o)

dr= [p¢ s - '
D :Zﬁ(x)dxmu(x)dt =‘/h8(x)mu(x)dxdt =_/h5'(x)dxdt = N JfﬁS(x)dt = Ndt
° o
o



45

Age moven de la population stationnaire

Proposition 1.

L’'age moyen d'une population stationnaire n’est pas rigoureusement
égal a la moitié de la durée moyenne de vie, mais lui est supérieur d’une
quantité gui n’est pas négligeable en général.

%= ey2 +f? (48)| o s* apun b au' do b vacie do €8s au deces.

€o

Démonstration: Par définition

) o
Jxpimdx  [xS(x)dx 1
X = -2—; ----- = 9-]5 ————— = ---j;S(x)dx
J[P(x)dx ‘fé(x)dx e ©
[=] o
had w
or en intégrant par partie: fo(x)dx = E—?ZE ﬁ /2 53'{x)dx
fo) 0

s50it encore en utilisant la relation (4)

O
op
1/2 J/ dix)dx

comme de plus la variance de la distribution des décas vaut par définition

®
52 = J[}x - eo)zi(x)dx = xﬂl(x)dx - eg
0
- 4
nous avons finalement x = —é— C ~-- 52 + eg']
o 2
€0 s .

Proposition 2: L’Age moyen d'une population stationnaire est aussi égal a
la moyenne des espérances de vie A4 chaque &ge pondérées par l'effectif de

la population 4 cet Age:
_fP(x)e(x)dx
(2]

Démonstration: Par définition,

A
i

o0
J[é(x)dx ~r}?(x)dx

x3(x)dx peut s’intégrer par parti; de la maniére symétrique 3 la
proposition précédente:

X = u dv = S5({x)dx
d’on dx=du et v =‘STt)dt = - e{x)S(x)

(] 00
o0 k.
et enfin fx S dr = o eln S'(x)]@- f_ gx) S coc = [etx) Sen) A
3 ‘
o] o
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ce gqu’il fallait démontrer.

Pyramide de survie

Théoréme:
Dans une population stationnaire on peut dénombrer autant

d’'individus agés de x années, que d’'individus ayant x années a vivre.

Démonstration
Dans une population stationnaire, le nombre d’individus agé entre x

et x+dx années & un instant queiconque t est P(x)dx = NS(x)dx.

I1 suffit de calculer le nombre de décds attendus entre les instants t+x
et t+x+dx, parmi la seule population présente 4 1l'’instant t.
- sur les Pl(y)dy = NS(y)dy individus pré&sents & 1’instant t,
S(y+x) S(y+x)
N3 (y)dy., -=-=-—-- survivront x années, et NS(y)dy.------ mu(y+x)
S(y) ’ S(y)
décéderont aux &ges compris entre y+x et y+x+dy, c’'est & dire entre les

instants t+x et t+x+dx (dx=dy).

- sur l'ensemble de la population présente & 1’'instant t nous

aurons:
*® S{y+x) ® ®
NJ/;(y)dy. nmu(y+x) = N‘/;(y+x)mu(y+x)dy = - gj/;'(y+x)dx
o Siy) o °

w0

= NES(y+x)1 = N3(x) CQFD.

aQ
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