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Résumé —
Ce travail présente la simulation de deux aspects du procédé d’élaboration de matériaux par frittage.

Le premier consiste à modéliser et à simuler l’évolution microstructurale, au cours du frittage d’un com-
pact de poudre dopée, en prenant en compte les principaux chemins de diffusion. Le deuxième aspect
concerne la simulation du frittage de multi-matériaux à l’échelle des grains.
Mots clés — Frittage, dopage, simulation numérique, multi-matériaux

1 Introduction

L’élaboration de matériaux par métallurgie des poudres métalliques ou céramiques se développent de
nos jours dans de nombreux domaines. Une étape importante de ce procédé d’élaboration reste le frittage.
Bien que de nombreux travaux sont dédiés à ce procédé, le contrôle et la prédiction des microstructures
obtenues en fin du frittage ne sont pas encore maîtrisés. Dans ce contexte, ce travail se penche sur deux
aspects du frittage : le dopage et les multi-matériaux. Nous présenterons la modélisation, les méthodes
numériques et les résultats obtenues dans les simulations de frittage de matériaux dopés et de multi-
matériaux à l’ échelle des grains.

2 Modélisation

2.1 Frittage

Le modèle physico-chimique utilisé est une extension de celui développé par Readey [1], et plus
tard par Gordon [2]. Dans cet article, le transport de matière n’est limitée à la diffusion en volume et
aux joints de grains mais la diffusion surfacique est aussi considérée. Les équations de transport sont ici
appliquées au cas du frittage de l’alumine dopée par de la magésie.
Les flux des espèces diffusantes sont donnés par

Ji =−Li∇µi + εiLiE, i = Al,O,Mg (1)

où Ji est le flux de l’espèce i, Li est le coefficient d’Onsager reliant le flux aux forces, ∇µi est le gradient
de potentiel, εi correspond à la charge ionique de l’espèce i (εAl =+3, εO =-2, εMg =+2), E est le champ
électrique interne dû aux charges ioniques.
La présence d’anions et de cations dans le système va entrainer un équilibre chimique qui sera traduit
par la relation d’électro-neutralité qui s’écrit en terme de flux de matière comme suit :

3JAl +2JMg−2JO = 0 (2)

Ensuite, le flux moléculaire J(Al2O3,MgO) est donné par

J =
JAl

2
+

JMg

3
=

JO

3
(3)
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En substituant les trois équations [Eq. (1)] de diffusion de flux de matière dans l’ équation [Eq. (2)],
on trouve le champ électrique ~E. En remplaçant cette valeur du champ ~E dans [Eq. ()3], on trouve une
relation complexe entre le flux moléculaire et les gradients des potentiels chimiques de toutes les espèces
diffusantes :

J =−
LAlLO(2∇µAl +3∇µO)+ 2

3 LMgLO(2∇µMg +2∇µO)
9LAl +4LMg +4LO

(4)

Les coefficients Li sont généralement exprimés comme :

Li = N,
jXiDi/kT (5)

où N,
j est le nombre de sites de sous-réseau j par unité de volume (j= Al, O), Xi est la fraction de sites de

sous-réseau de l’espèce i, Di est le coefficient de diffusion de l’espèce i, k est la constante de Boltzmann,
T est la température absolue.

DAl = XAl···I
θAl···I

+XV ′′′Al
θV ′′′Al

, DO = XV ··O
θV ··O

(6)

θAl···I
, θV ′′′Al

, θV ··O
sont respectivement les coefficients de diffusion intrinsèque d’interstitiels d’aluminium,

de lacunes d’aluminium et lacunes d’oxygène.
Maintenant, pour obtenir les gradients de potentiels chimiques dans [Eq. (4)], on applique le déve-

loppement de Readey [1, 3] et cela conduit à

2∇µAl +3∇µO = Ωm∇p (7)

2∇µMg +2∇µO =
2
3

Ωm∇p (8)

où p la pression hydrostatique et Ωm le volume par site moléculaire.
En remplaçant [Eq. (7)] et [Eq. (8)] dans [Eq. (4)] donne l’ expression suivante du flux moléculaire :

J =−Ωm
LAlLO + 4

9 LMgLO

9LAl +LMg +4LO
∇p (9)

Avec quelques hypothèses et approximations, on aura

J =−
(1+ 4

9 XMg)XAl···I
θAl···I

2kT
∇p (10)

Dans le cas de la diffusion en surface, la pression hydrostatique p est reliée à la courbure moyenne [Eq.
(11)] ; le transport de matière à la surface libre des grains se fait suivant le gradient de la courbure, i.e.
de la surface des grains vers le cou formé entre les grains.

p≡ γκ (11)

Concernant la diffusion en volume, la détermination de la pression p, nécessite la résolution du problème
mécanique qui sera présenté dans la Section suivante.

Le flux de diffusion surfacique est donné par

Js =−
γ(1+ 4

9 XMg)XAl···I
δsθAl···I

2kT
(∇sκ) (12)

où ∇s représente le gradient surfacique, γ est la tension surfacique, δs est l’épaisseur de diffusion, et κ

est la courbure moyenne de la surface. Ce flux est tangent au à la surface du grain, et l’hytothèse selon
laquelle il n’y à pas d’accumulation de matières conduit à une vs normale à la surface :

vs =−Ωm(∇s·Js)n =
Ωmγ(1+ 4

9 XMg)XAl···I
δsθAl···I

2kT
(∆sκ)n (13)
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∇s· est l’opérateur de divergence surfacique, ∆s est l’opérateur du Laplacien surfacique et n est le vecteur
normal unitaire, se dirigeant vers l’extérieur de la surface du grain. Les techniques numériques utilisées
pour la résolution de [Eq. (13)], reliant la vitesse au Laplacien surfacique de la courbure sont détaillées
dans [4].

Concernant le flux de diffusion en volume noté Jv, le déplacement de la surface libre de la céramique
induit par ce flux est caractérisé par la vitesse suivante de l’interface :

vv = Ω(Jv.n)n (14)

La vitesse de diffusion en volume vv est donc reliée à (∇p.n)n ; voir [5, 6] pour plus de détails.

2.2 Problème mécanique

Dans cette étude, nous considérons le cas de deux matériaux ayant la même loi de comportement,
élastique linéaire isotrope, mais de propriétés matériau (module de Young, coefficient de Poisson) diffé-
rentes. Ceci traduit le fait d’avoir des inclusions plus dures ou plus “molles” dans la phase “continue”. Il
s’agit alors d’étudier l’influence de ces inclusions sur l’évolution de la microstructure.
On va alors résoudre par éléments finis le problème d’équilibre mécanique de la matrice céramique en
contact avec les inclusions dans le milieu environnant, l’air qui est un fluide Newtonien peu visqueux et
incompressible.
On suppose ensuite qu’il n’y a pas de réaction chimique et/ou frittage entre la matrice céramique et les
inclusions.
La Figure 1 montre le domaine de calcul considéré où l’on trouvera notre composite dans son milieu
environnant.

Figure 1 – Domaine de calcul

En négligeant les termes d’inertie et les forces volumiques, l’équilibre mécanique s’écrit :

σi j, j = 0 (15)
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σi j représente le tenseur des contraintes de Cauchy de la matrice ou des inclusions ou bien de l’air..
Milieu environnant :

σ
F
i j = 2ηε̇i j− pδi j (16)

vi,i = 0 (17)

σF
i j étant le tenseur des contraintes dans le fluide, η : la viscosité dynamique, ε̇ est le tenseur taux de

déformations, p est la pression et v est la vitesse.

Matrice céramique :

σ
C
i j = 2µCεi j−

(
1− 2

3
µC

KC

)
pδi j (18)

uk,k +
p

KC
= 0 (19)

σC
i j est le tenseur des contraintes céramique, εi j est le tenseur de déformations, µC, KC sont respectivement

le module de cisaillement et le module de compressibilité de la céramique, u est le déplacement.
Inclusions :

σ
I
i j = 2µIεi j−

(
1− 2

3
µI

KI

)
pδi j (20)

uk,k +
p

KI
= 0 (21)

σI
i j est le tenseur des contraintes dans l’inclusion, µI , KI sont respectivement le module de cisaillement

et le module de compressibilité de l’inclusion.
Les formulations variationnelles ci-dessous sont exprimées en vitesse-pression (v,p) dans l’air et en
déplacement-pression (u,p) dans les grains et les inclusions ; ϕ et q sont les fonctions tests.

Z
ΩF

2ηε̇i j (v) ε̇i j (ϕ) dV −
Z

ΩF

pϕi,i dV =
Z

ΓF

σ
F
i jn

F
j ϕi dS (22)Z

ΩF

vk,kqdV = 0 (23)

Z
ΩC

2µCεi j (u) εi j (ϕ) dV −
Z

ΩC

(1− 2
3

µC

KC
)pϕi,i dV =

Z
ΓC

σ
C
i jn

C
j ϕi dS (24)Z

ΩC

uk,kqdV +
Z

ΩC

p
KC

qdV = 0 (25)

Z
ΩI

2µIεi j (u) εi j (ϕ) dV −
Z

ΩI

(1− 2
3

µI

KI
)pϕi,i dV =

Z
ΓI

σ
I
i jn

I
jϕi dS (26)Z

ΩI

uk,kqdV +
Z

ΩI

p
KI

qdV = 0 (27)

ΩF , ΩC et ΩI représentent les domaines occupés respectivement par le fluide (l’air), la matrice céramique
et les inclusions.
ΓF = ∂ΩF : bord du domaine occupé par le fluide (l’air)
ΓC = ∂ΩC : bord du domaine occupé par la matrice céramique
ΓI = ∂ΩI : bord du domaine occupé par les inclusions.

Finalement, une formulation mixte variationnelle en (v,p) a été obtenue en couplant la formulation varia-
tionnelle de chaque phase. Les sauts de pression qui apparaissent dans la formulation mixte sont calculés
à l’aide de la Loi de Laplace. La méthode numérique utilisée pour résoudre ce problème mécanique est
présentée dans [6].
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3 Simulations numériques

3.1 Méthode Level set

Toutes les formulations ont été discrétisées et résolues avec une approche éléments finis.
Soit Ω notre domaine de calcul, Ω ⊂ IRd , où d est la dimension spaciale. Ω contient deux phases immis-
cibles : les grains solides Ωs, immergés dans le milieu fluide environnant Ωa, l’air.
Le domaine de calcul Ω est discrétisé avec un maillage fixe, non structuré : les simplexes. À chaque
instant t, la position des grains est décrite par la fonction level set φ, traduite au début du calcul par [Eq.
(28)] :

φ(x, t = 0) =


d(x,Γ) if x ∈Ωa

−d(x,Γ) if x ∈Ωs

0 if x ∈ Γ = Ωs∩Ωa

(28)

où d(x,Γ) est la distance de tout point x de Ω à la surface Γ du grain.
La fonction level set est transportée en résolvant par la méthode des éléments finis l’ équation de

transport suivante :

∂φ

∂t
+v ·∇φ = 0 (29)

v est ici la vitesse de diffusion [Eq. (13)].

3.2 Simulation de l’effet du dopage

Tous les développements ont été implémentés la librairie C++ éléments finis CimLib, fortement parallèle
développée au CEMEF (Centre de Mise en Forme des Matériaux) par Professeur Coupez et al. [8]. Un
point important de l’utilisation de CimLib est la méthode d’adaptation de maillage décrite dans [9], et
qui permet un bon rafinement de maillage autour de l’interface des grains.

Dans un premier temps, on va se pencher sur l’évolution du cou de deux grains sphériques et de
rayons identiques r=0.1. Les modèles théoriques, se fondant sur des simplifications géométriques de
procédé de frittage (voir [10]) stipulent :

(
x(t)

r
)n =

AC0

r4 t = At∗ (30)

où r est le rayon des grains, x est le rayon du cou, A est une constante prise égale à 56 ici, n est un
exposant dépendant du mécanique de frittage, t∗ = C0

r4 t est le temps adimensionné ;
C0 est égale à ΩmγXAl···I

δsθAl···I
/2kT . Les simulations ont été réalisées avec ces parametres suivants de

l’alumine qu’on peut retrouver dans le Tableau 1 ; avec CO = 0.2×10−7 pour l’état initial non dopé. Le
pas de temps du calcul est ∆t∗ = 3× 10−7. L’ajout de 300 ppm de MgO à cet état initial de l’alumine
augmente la vitesse de croissance du cou des grains via l’augmentation du coefficient de diffusion d’un
facteur 3 puisque Dd

Al = XAl···I
θAl···I

et que V
′′′
Al est négligé même dans le cas non dopé mentionné dans

[Eq. (6)]. Ceci peut être observé sur la Figure 2 obtenue par simulation numérique, où au même temps
(t∗ = 6× 10−5), le cou des grains dopés est plus développé que celui des grains non dopés. La Figure
3 montre en échelle logarithmique, l’évolution du rayon du cou x/r en fonction du temps t∗ obtenu
par la simulation éléments finis de deux grains dopés ou non. Ces résultats donnent pour le cas non
dopé n = 7.4 et n = 6.5 pour les grains dopés à 300 ppm de MgO. La valeur plausible de n prédite par
la théorie [10, 11] est de n = 7 pour le mécanisme de diffusion en surface. Dans nos simulations, les
valeurs obtenues pour n dans les deux cas dopés ou non, correspondent bien donc à celles prédites par
les modèles analytiques.
Des résultats cohérents sont obtenus, lorsque l’alumine initiale est dopée avec différentes quantités de
MgO (voir Figures 2 et 3).
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Tableau 1 – Parameters used for simulations

Ωm = 8.5 m3/mol k = 1.38×10−23 J/K XAl···I
= 33.33 ppm

γ = 0.9 J/m2 T = 1700 K δsθAl···I
= 4×10−18 m3/s

Fig. 2 – Neck growth by surface diffusion between two spherical doped and undoped grains of same radii
r = 0.1 : t∗ = 0 at the initial state, and t∗ = 6×10−5 at the intermediate state.

Fig. 3 – Growth by surface diffusion sintering of the dimensionless neck radius x/r over dimensionless
time t∗ (logarithmic scale) for two spherical doped and undoped grains of same radii r = 0.1.

3.3 Simulation de frittage de multi-matériaux

Le cas étudié concerne une matrice céramique en contact avec une inclusion "métallique". Le fait
que chaque phase ait sa propriété matériau est un difficulté supplémentaire : chaque grain (ou groupe de
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grains), doit être décrit par sa propre fonction level set. Plusieurs fonctions distances doivent donc être
gérée.
Le domaine de calcul a été maillé avec 80 000 triangles.
Conformément aux hypothèses faites sur les multi-matériaux présentés dans la sous section 2.2, les
champs de pression résultant de la résolution du problème mécanique ont été calculés (voir Figure 4
(a)). La vitesse de diffusion de la matrice céramique est induite par le gradient de pression dans les
grains céramiques à travers [Eq :(14)]. Les inclusions étant neutres à la diffusion, la vitesse de diffusion
doit donc être annulée dans le métal (Figure 4 (b)).

(a) (b)

Figure 4 – (a) Pressure field ; (b) Field of volume diffusion velocity at the initial state.

Des simulations, au cours desquelles la matrice céramique évolue par diffusion volumique sont pré-
sentées sur la Figure 5. L’inclusion ne participe pas à la diffusion mais intervient dans l’équilibre méca-
nique. On peut donc observer dans ces simulations qu’au niveau des interfaces céramique/inclusion, la
matrice qui fritte, évolue en épousant la forme de l’inclusion qui, elle est inerte à la diffusion.

4 Conclusion

Une modélisation numérique à l’échelle de la microstructure de l’alumine dopée, et de multi-matériaux
au cours de la diffusion surfacique et volumique par frittage a été traitée dans ce article. Le flux mo-
léculaire du composé dopé est relié au flux de toutes les espèces diffusantes. À ce qui concerne les
multi-matériaux, les problèmes mécanique et de diffusion ont été résolus. Des résultats intéressants par
simulations numériques, ont été obtenus et validés à l’aide de modèles analytiques de la littérature.
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Figure 5 – Évolution par diffusion volumique d’une matrice céramique contenant une inclusion.
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