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Résumé — [’évaluation de I’efficacité de traitements amortissants de type interface viscoélastique
passe par une étape de caractérisation et de modélisation. Ce travail présente une méthode originale
d’obtention des courbes maitresses de matériaux viscoélastiques, basée sur le respect des relations de
causalité de Kramers-Kronig et un modele élément finis d’interface permettant de modéliser des couches
viscoélastiques contraintes de faible épaisseur. La méthodologie développée est adaptée a des études
paramétriques.
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1 Introduction

Les matériaux viscoélastiques sont largement utilisés dans les domaines aéronautique, automobile
et naval pour leurs propriétés amortissantes. Ils sont notamment introduits dans certaines parties des
sous-marins sous la forme d’interfaces viscoélastiques afin de réduire le bruit rayonné par les structures
vibrantes et ainsi garantir la discrétion acoustique du sous-marin. Le dimensionnement et 1’optimisation
de placement de ces interfaces nécessitent une stratégie de caractérisation et de modélisation efficace per-
mettant de tester facilement et rapidement plusieurs matériaux ou plusieurs configurations. D’une part,
une procédure automatique originale d’obtention des courbes maitresses a partir des mesures réalisées
au viscoanalyseur, basée sur le respect des relations de causalité de Kramers-Kronig, est développée.
D’autre part, des éléments d’interface d’épaisseur nulle sont construits pour modéliser les couches vis-
coélastiques de faible épaisseur.

2 Caractérisation de matériaux viscoélastique

Les matériaux viscoélastiques se caractérisent par des propriétés mécaniques fortement dépendantes
de la fréquence et de la température [1]. Le viscoanalyseur permet de mesurer, pour différentes valeurs
de fréquence et de température, I’amplitude du module |G| et I’angle de perte ¢ définissant le module
complexe du matériau viscoélastique :

G*(0,T) = |G(o,T)[*") (1

La plage de fréquence d’étude de I’appareil de mesure étant limitée, le principe de superposition temps-
température est appliqué. Celui-ci stipule que les propriétés mécaniques d’un polymere thermo-rhéologi-
quement simple peuvent étre connues a la température Ty a partir de celles mesurées a la température T’
a condition de multiplier I’échelle des fréquences par un facteur at dépendant des températures T et Ty,
et de multiplier I’amplitude du module par un autre facteur bt également dépendant des températures T’
etTy [1]:

|G(f,T)| = br(T,To)|G(fr, To)|

2
fr=ar(T,To)f @

ou f est la fréquence de mesure et f, la fréquence réduite. La figure 1 illustre le principe de superpo-
sition temps-température. Les coefficients de glissement at et bt sont classiquement déterminés par un
ajustement utilisant la méthode des moindres carrés visant a obtenir la meilleure superposition possible
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Fig. 1 — Principe de superposition temps-température. (a), (b) Isothermes de 1’amplitude et de la phase du
module complexe sur une bande de fréquence mesurable aux températures Ty, 71 et T, avec Ty < Ty < T.
(c), (d) Isothermes de 1’amplitude et de la phase du module complexe aprés recalage horizontal par
rapport a une température de référence Ty. (e), (f) Isothermes de 1’amplitude et de la phase du module
complexe apres recalage horizontal et vertical par rapport a une température de référence Tp.

des isothermes [2]. Cependant, cette technique n’apporte aucun sens physique aux coefficients de glis-
sement. D’autres méthodes déterminent ces coefficients avec les parametres d’un modele viscoélastique
[3], ce qui assure un sens physique aux coefficients de glissement, mais nécessitent de se fixer a priori une
fonction pour le module complexe. Le modele viscoélastique choisi peut s’avérer inadapté et entrainer
des écarts significatifs entre le modele et les expériences. L’ objectif de la section 2.1 est de présenter le
principe de la méthode développée pour optimiser les coefficients de glissement de maniére a satisfaire
au mieux le principe de causalité [4]. Les résultats obtenus pour le Deltane 350, un polymére amorphe
de chez Paulstra®), sont donnés dans la section 2.2.

2.1 Optimisation des coefficients de glissement pour I’obtention des courbes maitresses

Dans le contexte de la viscoélasticité linéaire, le principe de causalité impose que I’amplitude et la
phase du module complexe soient liés par des relations, dites de Kramers-Kronig [9] :

(G (@) = WG+ [ 3
A )
o= 2 [TTl,,

ol G- est le module non relaxé (G = G*(® — «0)). Le but de la procédure d’optimisation proposée dans
ce travail est de trouver les coefficients de glissement produisant les courbes maitresses qui respectent le
mieux ces relations. Des mesures de I’amplitude et de la phase du module sont réalisées sur la bande de
fréquence f = [f1, f2, ..., fu;] et la gamme de température T = [T}, T3, ..., T, |, conduisant & une nuage de
n = nt X ng points de mesure. Lors d’une premiere étape d’initialisation, les coefficients bt sont fixés a
1 et les coefficients obtenus pour un ajustement des isothermes par la méthode des moindres carrés sont
choisis comme valeurs initiales aux coefficients at. La deuxieme étape consiste a déterminer le jeu de
parametres X = [at(T}),...,ar(Tu,),b1(T1),...,b1(Ty,)] qui minimise une fonction coiit F représentant



I’écart entre le module mesuré et le module calculé par les relations de Kramers-Kronig, c’est-a-dire a

calculer :
ny
[a7™, b1 = {x min <Z|F(x,f;')|2) } &5
* \i=1

Pour déterminer la fonction coit pour un jeu de parametres donné x = [at(T}),...,ar(Tx,), br(T1),. .
br(T,,)], le principe de superposition temps-température est appliqué aux donnees expérimentales pour
obtenir les données recalées :

fi=ar(T))fe
In(|Ggyig (X, £ (x))[) = In(br(T})) + In(| G (T, fi) ) &)
¢shift(X7fr(X)) = q)exp(ijfk)

oui=1...n, j=1...nt et k= 1...ns Les fonctions In(|G}|) et Osnirc sont lissées et étendues sur

I'intervalle [0, 4-co[, notés dans le suite In(|G7,|) et ¢in¢, puis intégrées numériquement selon les relations
de Kramers-Kronig par la méthode décrite dans [5] :

* M(T)m Xu
I G0 /)) = (G )+ [0

Okk (X, fr)_fr/o ln(’Gmt(fz)Ddu

Des relations de Kramers-Kronig exactement vérifiées correspondent a In(Ggy ) = In(G3;,)- La fonction
colit 2 minimiser est alors définie de la maniere suivante :

In(Gin (X, fi(x))) —ln(GﬁK(XvJCf(X)))
hl(thlft(X fr( )))
_ In(| G (%, (X)) + ishite (X, £ (X))
(| Glyir (%, (%)) + i0shine (%, £1(x))
_ In(|Ggg (%, f{ (%)) ]) +idkk (%, f{ (%))
In(| G (x, f1(x))]) + i0shite (x, £ (X))

(6)

F(x.f}) =

(N

2.2 Résultats pour le Deltane 350

Le matériau viscoélastique utilisé pour cette étude est le Deltane 350, un matériau amorphe de
Paulstra(®), principalement utilisé en aéronautique. Ses propriétes mécaniques sont mesurées sur un vis-
coanalyseur Metravib DMA 450+ dans une configuration de double cisaillement (figure 2a). Les échan-
tillons sont testés sur la plage de fréquence 0 Hz - 400 Hz (n; = 10 points de mesure) et sur la gamme de
température —40°C - 43°C (nt = 18 points de mesure). Un déplacement dynamique de Sum est appliqué
a I’échantillon, de manicre a rester dans le domaine de la viscoélasticité linéaire.

La procédure décrite dans la section précédente est appliquée aux mesures réalisées sur le Deltane
350 pour obtenir les courbes maitresses a la température de référence Ty = 12°C (figure 2b). Les co-
efficients de glissement initiaux et optimisés sont tracés sur les figures 3 et 4. Ceux-ci sont en accord
avec I’équation de Williams-Landel-Ferry [1] et la théorie de Bueche-Rouse [6], comme le montrent les
figures 3 et 4.

3 Modélisation de I’interface viscoélastique

Une interface viscoélastique correspond a une couche viscoélastique de trés faible épaisseur prise en
sandwich entre deux faces élastiques. Une représentation tridimensionnelle de cette interface conduit a
des modeles avec un grand nombre de degrés de liberté, dli aux raffinements nécessaires pour assurer
un bon rapport de forme des éléments. Les éléments de type poutre/plaques/coque permettent de réduire
significativement la taille du modele, mais présentent des limitations pour la modélisation de structures
a géométrie complexe. Cette partie du travail concerne le développement de deux types d’éléments d’in-
terface d’épaisseur nulle, modélisant I’interface viscoélastique et connectés aux éléments hexaédriques
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Fig. 2 — Viscoanalyseur Metravib DMA 450+ dans une configuration de double cisaillement (a) et
courbes maitresses du Deltane 350 pour une température de référence Tp = 12°C (b).
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a 20 nceuds modélisant les faces élastiques : des éléments joints modifiés et des éléments 3D dégénérés.
Leur formulation est donnée dans les sections 3.1 et 3.2, et leur validation par comparaison avec une
représentation tridimensionnelle de I’interface viscoélastique est traitée dans la section 3.3.

3.1 Eléments joints modifiés

Les éléments joints sont des éléments sans épaisseur développés a 1’origine par Goodman [7] pour
modéliser I’interface entre différents milieux géologiques et repris par de nombreux auteurs dans d’autres
domaines [8]. La particularité de ces éléments est que les déformations sont exprimées directement en
fonction des sauts de déplacement a ’interface. Ces éléments ont été adaptés dans ce travail a la mo-
délisation d’interfaces viscoélastiques, en ne conservant que 1’énergie de déformation de cisaillement
transverse dans le calcul de la raideur. Le saut de déplacement a I’interface s’exprime en fonction des dé-
placements Uy, Uy et U, des nceuds de 1’élément d’interface représenté sur la figure 5 dans les directions
x,yetz:

Au] [N OO -N 0 0 g ®
A" [0 N O 0 -N of |
Z

ol Au, et Au, sont les sauts de déplacement a I'interface dans les directions transverses, N sont les
fonctions de forme d’un élément quadrangle a 8 nceuds. Les déformations de cisaillement transverse
s’expriment en fonction des sauts de déplacement a I’interface et de 1’épaisseur fictive de I’interface
viscoélastique 4 :

€ = Auy/h €. = Auy/h )

La matrice de raideur élémentaire s’€crit alors :
1,1
K* (@) — / / W (r,5,6)G* (@) H(r, 5,1)det (J)drds (10)
—1J-1

ou I est la matrice reliant les déformations de cisaillement transverse aux déplacements aux nceuds,
et G*(m) est le module complexe et dépendant de la fréquence identifié par les courbes maitresses du
matériau viscoélastique.

3.2 Eléments 3D dégénérés

L’élément 3D dégénéré utilisé pour la modélisation de I’interface viscoélastique est représenté sur
la figure 6. 1l s’agit d’un élément hexaédrique a 16 nceuds pour lequel les noeuds connectés a I’élément
hexaédrique a 20 nceuds modélisant la face supérieure ont la méme position géométrique que les nceuds
connectés a 1’élément hexaédrique a 20 nceuds modélisant la face inférieure. L’ élément d’interface ainsi



développé se caractérise par une surface moyenne et une épaisseur fictive £, supposée constante et me-
surée selon la normale a le surface moyenne. Le champ de déplacement continu est 1ié¢ aux déplacements
nodaux des faces inférieure et supérieure de I’élement d’interface par les 16 fonctions de forme N d’un
élément hexaédrique a 16 nceuds :

Uy N 0 0] [U,
w| =10 N of|u,|=NU (11)
" 0 0 N||U,

ou U,, Uy et U, sont les déplacements nodaux dans les directions x, y et z. La matrice jacobienne de
transformation :

ox/dr 0x/ds ox/ot ON;/or X! ON;/os X! ON;/or X!
J=|dy/or 9dy/ds dy/ot| = |ON;/orYS ON;/osYS oN;/orY!|, (12)
dz/or dz/ds dz/ot ON;/or ZI ON;/ds ZI ON;/ot Z!

est calculée a partir des coordonnées (X!, Yf, Zf) des nceuds fictifs, obtenues aprés calcul des normales a
la surface moyenne. Les déformations dans 1’élément sont exprimées en fonction du gradient du dépla-

cement : o i i
€ d/ox 0 0

€y 0 d/dy ) 0a y y

€ _| O 0 /0z o x

Yy N a/ay a/ax 0 Uy | = L Uy (13)
u; U

Yz d/dz 0 d/ox
=] L 0 9/dz 9/dy]

La matrice de comportement C utilisée pour décrire le comportement de 1’élément d’interface fait inter-
venir des coefficients de Lamé complexes et dépendants de la fréquence :

(1 (@) + 21" (@) A (@ M () 0 0 0]
M) M@ +2ur(@) A(e) o 0 0
= V(@) V() A (@) +2u" () 0 0 0
o 0 0 0 w00 (14)
0 0 0 0 (©) 0
| 0 0 0 0 0 /.1* ((,0)_
Les matrices de masse et de raideur élémentaires s’écrivent alors :
1 1 1
k= / / / IBT(F’S’I)CIB(F7S7I) det(J)drdet
Rl (15)

IS |
]M:/ / / N (r,s,1)pIN(r, 5,1) det(J)drdsds
—1J-1/41

ou B = ILIN est la matrice du gradient discrétisé et p est la masse volumique du matériau viscoélastique.

3.3 Validation des éléments d’interface

Afin de valider les éléments d’interface décrits dans les sections précédentes, des essais numériques
de validation sont réalisé€s sur une structure de type poutre sandwich, maillée en 3D, encastrée a un bord
et soumise a une effort linéique unitaire a son extrémité libre. Les faces sont en acier et I’interface visco-
élastique est en Deltane 350, dont les courbes maitresses ont été identifiées dans la section 2. La réponse
fréquentielle de la structure sandwich est calculée pour deux épaisseurs de I'interface viscoélastique,
Imm et 4mm, correspondant a des ratios de 1/100 et 1/25 respectivement. Les figures 7 et 8 comparent
les résultats obtenus avec les deux éléments d’interface décrits dans les sections 3.1 et 3.2 & ceux obtenus
par une représentation tridimensionnelle de I’interface viscoélastique. La figure 7 montrent que les deux
éléments d’interface donnent une bonne représentation du comportement a cceur pour des faibles ratios,
ce qui permet de valider ces éléments. Cependant, 1’élément 3D dégénéré semble donner de meilleurs
résultats que les éléments joints modifiés, comme le confirme la figure 8.
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volumiques dégénérés.
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4 Conclusion

La méthode présentée pour la construction de courbes maitresses en accord avec le principe de cau-
salité permet de déterminer de maniere automatique des coefficients de glissement qui conservent un
sens physique. Les résultats obtenus pour le Deltane 350 sont en accord avec les théories existantes. Un
modele viscoélastique peut ensuite étre identifié sur les courbes maitresses obtenues.

Les éléments joints et les éléments 3D dégénérés développés donnent une bonne représentation du
comportement dans I’interface viscoélastique, avec des domaines de validité différents. Ils sont construits
a partir de la définition d’une surface séparant la face supérieure de la face inférieure, en activant ou
non le dédoublement des nceuds a I’interface, comme I'illustre la figure 9. La position et 1’épaisseur de
I’interface viscoélastique peuvent alors facilement étre modifiées sans avoir a remailler I’ensemble de la
structure sandwich, ce qui présente un avantage pour les études paramétriques.
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