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Résumé — Le présent travail traite de la gestion de l’incompressibilité en grandes déformations, dans
le cadre de la mécanique des solides. Nous proposons pour cela de travailler avec un modèle de grandes
déformations basé sur des déformations logarithmiques, adapté pour une formulation mixte à trois et
deux champs. Les performances des différents éléments obtenus sont ensuite comparées, puis validées
sur un cas industriel.
Mots clés — Incompressibilité, grandes déformations, éléments finis mixtes, stabilisation

1 Introduction

Dans le cadre de la mécanique des solides, la simulation d’applications faisant intervenir des non-
linéarités comme les grandes déformations ou des lois de comportement non-linéaires présente des dif-
ficultés numériques. En effet, lorsque l’on fait des calculs impliquant une loi de comportement élasto-
plastique, et que l’on atteint un niveau de déformation plastique important, cela peut engendrer le phé-
nomène d’incompressibilité. Il est connu que les éléments finis classiques, utilisant comme seule incon-
nue les déplacements, ne sont alors plus adéquats pour rendre compte correctement de ce phénomène,
donnant lieu par exemple à des effets de blocage. Depuis les années 70, différentes stratégies ont été pro-
posées pour réduire ou éliminer le blocage volumique et les oscillations de pression dans les solutions
éléments finis. On peut citer entre autres les éléments sous-intégrés, les méthodes Enhanced Assumed
Strain (EAS) [6], B-bar et Fbar [9], ou les formulations mixtes. La méthode des éléments finis mixtes [1]
est une méthode robuste, générique et qui donne des résultats précis. Elle fournit un cadre théorique qui
permet de développer une formulation mixte à trois champs d’inconnues, en déplacement, gonflement
et pression par exemple [11], dans laquelle une relation renforçant la contrainte d’incompressibilité et
liant gonflement et pression est imposée via un multiplicateur de Lagrange. Lorsqu’il existe une relation
bi-univoque entre la pression et le gonflement, comme dans le cas de la plasticité J2, ce dernier peut
être eliminé pour obtenir une formulation à deux champs (déplacement et pression) [10]. La méthode
des éléments finis mixtes est un moyen efficace de gérer l’incompressibilité, à condition que les inter-
polations des différentes inconnues vérifient la condition de stabilité de Ladyjenskaia-Brezzi-Babuska
(LBB). Ainsi, pour la formulation à deux champs, l’élément P2/P1 (quadratique en déplacement et li-
néaire en pression) vérifie bien cela pour le problème mécanique. Il est cependant possible de travailler
avec des éléments qui ne vérifient pas la condition, comme l’élément P1/P1 (linéaire en déplacement et
en pression) mais il est alors nécessaire de le stabiliser en modifiant la formulation variationnelle du pro-
blème mécanique. De nombreuses méthodes de stabilisation ont été développées ces dernières décennies.
L’une des plus connues conduit au mini-élément (P1+/P1), avec la prise en compte d’un terme "bulle"
en déplacement dans chaque élément, qui, une fois condensé, peut être considéré comme un terme de
stabilisation [4] ; plus récemment, les méthodes VMS (Variational Muti-Scale) comme la méthode OSGS
(Orthogonal Sub-Grid Scale) [3] ont étendu et formalisé cette démarche, en considérant les inconnues
du problème comme la somme d’une partie résoluble (la solution éléments finis) et d’une partie que l’on
doit approcher qui est liée à ce que le maillage ne permet pas de capturer. Les méthodes évoquées sont
génériques.

Pour ce qui est du formalisme de grandes déformations, les premiers ont été introduits dans les an-
nées 70, et sont basés sur des concepts hypoélastiques [8]. Une des faiblesses de ce type de modèle est
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de dissiper de l’énergie lors d’un cycle de charge/décharge élastique. Dans les années 80, des forma-
lismes basés sur des concepts hyperélastiques, et ne présentant pas ce problème, ont émergé. Parmi ces
derniers, il existe une catégorie utilisant le tenseur des déformations logarithmiques, qui ont l’avantage
de permettre la décomposition additive des déformations en partie élastique et plastique. Celui que l’on
considère ici fait partie de cette catégorie [7]. Il présente de nombreux avantages, dont l’un des prin-
cipaux est l’extension naturelle des algorithmes d’intégration des lois de comportement, du cadre des
petites vers les grandes déformations.

Dans ce papier, on se propose d’adapter ce formalisme de grandes déformations à une formulation
mixte à trois, puis deux champs. Le formalisme de grandes déformations est d’abord décrit dans la
section 2, puis la formulation mixte à trois et deux champs sont présentées dans la section 3. Enfin dans
la section 4, des applications, dont une industrielle, sont présentées.

2 Description du formalisme de grandes déformations

Afin de mettre en place le cadre des grandes déformations, un modèle de type hyperélasique déve-
loppé par Miehe, Apel et Lambrecht est considéré. La mise en place de ce formalisme se fait en trois
étapes.

Prétraitement géométrique

Cette étape consiste à définir le tenseur des déformations logarithmiques E. Un point clé de la mise
en place du cadre de la plasticité finie est la définition de la mesure de déformations élastiques Ee. On
suppose qu’elle est fonction du tenseur des déformations de Cauchy-Green droit C et du tenseur de
métrique plastique Gp :

Ee = Ee
(
C,Gp

)
(1)

On utilise la décomposition additive du tenseur des déformations

Ee = E−Ep (2)

où le tenseur des déformations logarithmiques E est tel que

E = 1
2 ln(F TF ) = 1

2 ln(C) (3)

avec F le gradient de déformation.
Le tenseur des déformations logarithmiques plastiques est tel que

Ep = 1
2 ln(Gp) (4)

Ainsi, le tenseur des déformations logarithmiques permet de passer des caractéristiques multiplicatives
de l’élasto-plasticité en grandes déformations, à la structure additive de la théorie de la géométrie linéaire.
Le tenseur des contraintes T qui est conjugué au tenseur E est relié au second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff S par la relation

T = S : P−1

L
(5)

avec

P
L

= 2
∂E

∂C
(6)
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Modèle constitutif dans l’espace des déformations logarithmiques

Comme nous l’avons vu ci-dessus, le choix de E comme tenseur des déformations nous permet de
faire une décomposition additive des déformations en partie élastique et plastique. La loi de comporte-
ment va nous fournir, à partir du tenseur des déformations logarithmiquesE, des déformations plastiques
Ep, et des variables internes α, le tenseur des contraintes T et le module tangent élasto-plastique associé
Eep.

{E,Ep,α}⇒ Loi de comportement⇒{T ,Eep} (7)

Le module tangent détermine le taux de contrainte en respectant le taux de déformation logarithmique

Ṫ = Eep : Ė (8)

Post-traitement géométrique

Cette étape consiste à retrouver les tenseurs standards et leur module tangent associé, à l’aide des
transformations géométriques introduites au dessus. Ainsi, le second tenseur de Piola-Kirchhoff S est
obtenu par la relation (5), et le module tangent Cep

L
par

Cep
L

= 2
∂S

∂C
=
(

2
∂E

∂C

)T
: Eep :

(
2
∂E

∂C

)
+T :

(
4
∂2E

∂C2

)
(9)

3 Formulation éléments finis mixtes

On se propose ici d’adapter le formalisme de grandes déformations présenté ci-dessus à une formu-
lation mixte à trois champs puis à deux champs.

3.1 Formulation mixte à trois champs

Afin de mettre en place la formulation mixte à trois champs, le gradient de déformation F est enrichi
par l’introduction de la variable de gonflement notée θ, qui permet de mesurer la variation de volume
et qui est reliée de façon faible au Jacobien J . Plusieurs relations sont possibles, parmi lesquelles nous
avons choisi

ln(J) = θ (10)

et on définit alors le gradient de déformation enrichi comme

F̃ =
(
exp(θ)
J

)1/3
F (11)

Nous avons fait ce choix de fonction, car en plus de permettre la simplification de l’expression des
équations, il est facile de montrer qu’avec cette forme de gradient de déformation enrichi, θ correspond
à la partie sphérique de la déformation logarithmique enrichie [2].
L’équilibre de la structure est obtenu par le minimum de l’énergie potentielle E(u,θ)

E(u,θ) =
∫

Ω0

Φ(C̃)dΩ0−Wext(u) (12)

avec Wext le potentiel des efforts extérieurs.
On introduit alors un multiplicateur de Lagrange p qui nous permet d’imposer de façon faible, la relation
entre J et θ (10). On recherche alors le point selle du Lagrangien Q, qui est tel que

Q(u,θ,p) = E(u,θ) +
∫

Ω0

p(ln(J)−θ)dΩ0 (13)

Le point selle est caractérisé par la condition d’optimalité
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∀δu, δp,δθ, δQ= 0 (14)

La première variation de Q s’écrit

δQ=
∫

Ω0

[
1
2 S̃ : δC̃+p

(
δJ

J
− δθ

)
+ δp(ln(J)−θ)

]
dΩ0− δWext (15)

On introduit la variation du gradient eulérien des déplacements δL qui est tel que

δL= ∂δu
∂x = δF F−1 (16)

Finalement, la variation de Q peut s’écrire

δQ=
∫

Ω0

[(
τ̃D +p11

)
: δL+ δθ

(
1
3 tr(τ̃)−p

)
+ δp(ln(J)−θ)

]
dΩ0− δWext (17)

avec τ̃ = F̃ S̃ F̃
T et τ̃D sa partie déviatorique.

Ce qui nous donne les équations d’équilibre suivantes

δQu =
∫

Ω0

(
τ̃D +p11

)
: δLdΩ0− δWext = 0

δQθ =
∫

Ω0

δθ

(
1
3 tr(τ̃)−p

)
dΩ0 = 0

δQp =
∫

Ω0

δp(ln(J)−θ)dΩ0 = 0

(18)

Afin de résoudre ces équations, on utilise la méthode des éléments finis. Les espaces continus sont
approchés par des espaces discrétisés appropriés, dans lesquels se trouvent les solutions approchées
(uh,θh,ph). Le domaine Ω0 est discrétisé par le maillage Th (Ω0). Les trois champs sont discrétisés de
sorte que

uh =
nbnodes∑
k=1

dim∑
i=1

Nu
kiUki (19)

θh =
nbnodes∑
k=1

N θ
kΘk (20)

ph =
nbnodes∑
k=1

Np
kPk (21)

avec Nu, N θ et Np les fonctions de forme pour respectivement le champ des déplacements, de gonfle-
ment et de pression, et U , Θ et P les variables nodales. Ainsi, pour chaque élément, les résidus sont tels
que 

δQuh =
∫

Ωe

(
τ̃D +P11

)
:BdΩe− δWext = 0

δQθh =
∫

Ωe

N θ

(
1
3 tr(τ̃)−PNp

)
dΩe = 0

δQph =
∫

Ωe

Np
(
ln(J)−ΘN θ

)
dΩe = 0

(22)

avec B le gradient des fonctions de forme tel que

δLij =
nbnoeuds∑
k=1

δUkiB
k
ij , Bk

ij =
∂Nu

ki

∂xj
(23)

4



Afin de résoudre l’équation le système (22), nous utilisons la méthode de Newton-Raphson. Dans cette
méthode, le système d’équations linéaires à résoudre à la (i+1)ième itération d’équilibre du (n+1)ième
pas de temps estKuu Kuθ Kup

Kθu Kθθ Kθp

Kpu Kpθ Kpp

(n+1,i) δU
δΘ
δP

(n+1,i+1)

=−

 δQuh
δQθh
δQph

(n+1,i)

(24)

avec les termes de la matrice tangente qui sont tels que

Kuu
inlm =

∫
Ω0

[
−BnjBmj′

(
τ̃Dij′ +Pδij′

)
δlj
]
dΩ0

+
∫

Ω0

BnjBmj′

[
τ̃ljδj′i+ τ̃jj′δli−

2
3 τ̃lj

′δij−
2
3 τ̃ijδlj

′ + 2
9 tr(τ̃)δlj′δij

]
dΩ0

+2
∫

Ω0

Bnj
(
DD
ijlj′
)D
Bmj′dΩ0

(25)

Kuθ
inr =

∫
Ω0

2
3N

θ
r

(
Bnj τ̃

D
ij +BnjD

D
ijklδkl

)
dΩ0 =

(
Kθu
inr

)T
(26)

Kup
ins =

∫
Ω0

Np
sBnjδijdΩ0 = (Kpu

ins)
T (27)

Kθp
rs =−

∫
Ω0

N θ
rN

p
s dΩ0 =

(
Kpθ
sr

)T
(28)

Kθθ
rt =

∫
Ω0

N θ
rN

θ
t

(
tr
(
τ̃
)

+ δijDijklδkl
)
dΩ0 (29)

Kpp
sv = 0 (30)

où
D = 1

2 F̃ F̃ Cep
L
F̃
T
F̃
T

3.2 Formulation mixte à deux champs

Il existe de nombreuses lois de comportement pour lesquelles l’incompressibilité plastique est prise
en compte de manière naturelle. Ce sont les lois pour lesquelles le critère de plasticité ne dépend pas de
la pression hydrostatique, ce qui est par exemple le cas pour le critère de Von Mises ou encore Tresca.
Il existe alors une relation bi-univoque entre la pression et le gonflement et ce dernier peut alors être
éliminé du champ des inconnus, de sorte que l’on se retrouve alors avec une formulation mixte à deux
champs [10]. On définit alors un gradient de déformation enrichi qui est tel que

F̃ = J−1/3F (31)

L’équilibre de la structure est ainsi régi par le minimum de l’énergie potentielle E(u)

E(u) =
∫

Ω0

Φ(C̃)−Wext (32)

Afin de mettre en place la formulation à deux champs, on introduit un multiplicateur de Lagrange p qui
renforce la contrainte d’incompressibilité, qui dans ce cas s’écrit

ln(J) = p

2κ (33)

avec κ le module de compressibilité.
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QL(u,p) = E(u) +
∫

Ω0

p(ln(J)− p

2κ)dΩ0 (34)

Le point selle est caractérisé par les conditions d’optimalité

δQ= 0, ∀δu, δp (35)

La première variation de Q s’écrit

δQ=
∫

Ω0

1
2 S̃ : δC̃dΩ0 +

∫
Ω0

ptr(δL)dΩ0 +
∫

Ω0

δp
(
ln(J)− p

κ

)
dΩ0− δWext = 0 (36)

Il est facile de montrer que l’on peut l’écrire sous la forme

δQ=
∫

Ω0

(
τ̃D +p11

)
: δLdΩ0 +

∫
Ω0

δp
(
ln(J)− p

κ

)
dΩ0− δWext = 0 (37)

Ceci nous donne les équations d’équilibre suivantes :
δQu =

∫
Ω0

(
τ̃D +p11

)
: δLdΩ0− δWext = 0

δQp =
∫

Ω0

δp
(
ln(J)− p

κ

)
dΩ0 = 0

(38)

Comme pour la formulation mixte à trois champs, les deux champs u et p sont alors discrétisés ((19)
et (21)), de même que les résidus. De la même façon, la méthode de Newton-Raphson est utilisée pour
résoudre le problème (35), de sorte qu’à la (i+1)ième itération d’équilibre du (n+1)ième pas de temps,
il faut résoudre le système(

Kuu Kup

Kpu Kpp

)(n+1,i)(
δU
δP

)(n+1,i+1)
=−

(
δQu

δQp

)(n+1,i)
(39)

avec les termes de la matrice tangente qui sont tels que

Kuu
inlm =

∫
Ω0

[
−BnjBmj′

(
τ̃Dij′ +Pδij′

)
δlj
]
dΩ0

+
∫

Ω0

BnjBmj′

[
τ̃ljδj′i+ τ̃jj′δli−

2
3 τ̃lj

′δij−
2
3 τ̃ijδlj

′ + 2
9 tr(τ̃)δlj′δij

]
dΩ0

+2
∫

Ω0

Bnj
(
DD
ijlj′
)D
Bmj′dΩ0

(40)

Kup
ins =

∫
Ω0

Np
sBnjδijdΩ0 = (Kpu

ins)
T (41)

Kpp
rs =−

∫
Ω0

Np
rN

p
s

κ
dΩ0 (42)

4 Résultats numériques

4.1 Cube déformé

Le premier cas test considéré ici consiste en un cube de 10mm de côté ayant un comportement
élasto-plastique parfaitement plastique (figure 1). Il est soumis à une pression de 1000Pa exercée sur
un quart de sa face supérieure. Le module de Young est de E = 200GPa et le coefficient de Poisson de
ν = 0.3. Le critère de plasticité considéré est celui de Von Mises et l’écrouissage est isotrope linéaire avec
une limite d’élasticité σY = 150MPa. La figure 1 représente la répartition de la trace de la contrainte
aux points de Gauss avec des éléments linéaires, quadratiques, P2/P1/P1 (issus de la formulation à trois
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 1 – Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss (MPa) avec des éléments : (a) P1 (b)
P2 (c) P2/P1/P1 (d) P2/P1

champs, quadratique en déplacements, linéaire en pression et gonflement) et P2/P1 (pour celle à deux
champs).

Ainsi, on voit apparaitre d’importantes oscillations avec les éléments linéaires (on a une répartition
en damier). Avec les éléments quadratiques, on observe également des oscillations, un peu moins im-
portantes, en particulier au niveau de la zone où la pression est exercée. Cependant avec des éléments
P2/P1/P2 et P2/P1 la répartition est régulière et identique.

4.2 Cas industriel : Evaluation des contraintes au niveau de la zone d’affouillement d’un
organe d’admission

Il s’agit d’estimer la durée de vie en fluage d’un organe d’admission pour une centrale thermique
en acier 15CDV910, soumis à une pression interne constante et une température variant entre 475 et
565 degrés Celsius. Cet organe présente une fissure et afin d’éviter sa propagation, un affouillement est
réalisé au niveau de celle-ci. Le matériau est élasto-visco-plastique et suit une loi de Lemaitre [5]. La
figure 2 représente la géométrie de l’organe d’admission, avec la zone affouillée entourée d’un cercle.

Fig. 2 – Géométrie de l’organe d’admission

Au niveau de la zone d’affouillement, il y a apparition d’oscillations sur les valeurs de pression dues
à l’incompressibilité, même avec des éléments sous-intégrés, comme le montre la figure 3(a). La figure
3(b) montre la répartition de la pression obtenue avec des éléments P2/P1/P1 ; il apparait clairement qu’il
n’y a plus d’oscillations et que la répartition est régulière. L’utilisation d’éléments sous-intégrés n’est pas
suffisante pour obtenir des résultats fiables et précis.
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(a) (b)

Fig. 3 – Repartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss au niveau de la zone d’affouillement
avec des éléments : (a) sous-intégrés (b) P2/P1/P1

5 Conclusions

Dans ce papier, un formalisme de grandes déformations basé sur les déformations logarithmiques, est
adapté à une formulation mixte à trois champs, puis deux champs. Les exemples numériques montrent
que les résultats obtenus ne présentent pas d’oscillations sur les valeurs de pression et de blocage volumé-
trique et que le phénomène d’incompressibilité est bien géré. L’adaptation du formalisme aux méthodes
de stabilisation (mini-élément et OSGS) est en cours.
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