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Résumé — Ce papier traite des techniques de reconstruction de champs statiquement admissibles dans

le cadre de l’estimation d’erreur a posteriori, le but étant de fournir une borne supérieure stricte de la

norme énergétique de l’erreur de discrétisation. L’étape de reconstruction est souvent complexe et dé-

cisive puisque l’efficacité de l’estimateur dépend fortement de la qualité du champ reconstruit. Nous

proposons une nouvelle technique de reconstruction se basant sur la même hypothèse que la méthode

Element Equilibration Technique (EET) mais l’exploitant de manière globale, afin de décrire tout l’es-

pace d’optimisation. Nous détaillons cette nouvelle technique et la comparons sur un exemple 2D aux

estimateurs EET et Flux-free classiques.

Mots clés — méthode des éléments finis, vérification, champs statiquement admissibles

1 Introduction

Cet article traite des méthodes de reconstruction de champs statiquement admissibles (SA) à par-

tir d’une résolution éléments finis en déplacement. Cette étape est nécessaire à l’obtention d’une borne

majorante de l’erreur de discrétisation (distance entre la solution éléments finis et la solution exacte

inconnue). Les méthodes basées sur l’utilisation de champs SA, comme l’erreur en relation de com-

portement [6, 8] ou la méthode des résidus équilibrés [2, 1], fournissent des estimateurs efficaces, pour

des quantités globales ou locales [9] même dans des cadres non-linéaires [12] ou pour les méthodes de

décomposition de domaine [15].

La construction d’un champ SA est une étape cruciale (la qualité de l’estimateur dépend du champ

reconstruit) et complexe. Le champ SA optimal est celui qui minimise l’énergie complémentaire et peut

être obtenu par une approche duale [5]. Cette approche étant extremement coûteuse, on lui préfère des

techniques de post-traitement de la solution éléments finis comme la méthode EET [8, 11] et ses va-

riantes [7, 16] ou la technique Flux-free [14, 3]. Elles impliquent un grand nombre de résolutions sur des

éléments ou sur des star-patchs d’éléments et sont souvent délicates à mettre en oeuvre.

Nous revisitons la méthode EET en proposant une écriture globale de sa principale hypothèse : la

condition de prolongement forte. Ainsi, nous parvenons à décrire l’ensemble des champs SA satisfaisant

cette condition. Malgré la grande taille du système global à résoudre, la mise en oeuvre est facilitée et de

coût faible grâce à l’exploitation des propriétés géométriques et topologiques du maillage [19].

Dans la Section 2, nous introduisons le problème type et la notion d’erreur en relation de comporte-

ment, puis rappelons les bases de la EET dans la Section 3. La Section 4 est consacrée à la présentation

de la nouvelle méthode et les résultats sont présentés dans la Section 5, où la méthode est comparée à la

EET classique et à la méthode Flux-free.

2 Problème de référence et notion d’estimation d’erreur

Considérons l’équilibre statique d’une structure occupant l’ouvert Ω ⊂R
d soumise à une force volu-

mique f dans Ω, à un effort de traction g sur ∂gΩ et à un déplacement imposé ud sur la partie complémen-

taire du bord ∂uΩ 6= /0. Nous nous plaçons dans l’hypothèse des petites perturbations et nous considérons

le matériau linéaire élastique, caractérisé par le tenseur d’élasticité de Hooke H. u est le champ de dépla-

cement, ε(u) la partie symétrique du gradient de u, σ le tenseur de contraintes de Cauchy.
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Nous introduisons :

– Le sous-espace affine des champs cinématiquement admissibles (CA)

CA =
{

u ∈
(

H1(Ω)
)d

, u = ud sur ∂uΩ
}

(1)

et notons CA0 l’espace vectoriel associé.

– Le sous-espace affine des champs statiquement admissibles (SA)

SA =











τ ∈
(

L2(Ω)
)d×d

sym
;∀v ∈ CA0

,

∫

Ω

τ : ε(v)dΩ =

∫

ω

f · vdΩ+

∫

∂gΩ

g · vdS











(2)

– L’erreur en relation de comportement

eCRΩ
(u,σ) = ‖σ−H : ε(u)‖H−1

,Ω avec ‖x‖H−1
,Ω =

√∫
Ω

(

x : H−1 : x
)

dΩ (3)

Le problème mécanique posé sur Ω s’écrit :

Trouver
(

uex,σex

)

∈ CA×SA tel que eCRΩ
(uex,σex

) = 0

La solution de ce problème, dite solution exacte, existe et est unique.

2.1 Approximation éléments finis

Soit ΩH un maillage par des triangles de Ω̄. On note T l’ensemble des éléments de ΩH , E l’en-

semble des arêtes et V l’ensemble des sommets. Notons |A | le cardinal d’un ensemble A . Introduisons

l’opérateur de bord ∂ qui extrait les arêtes d’un élément et les sommets d’une arête.

Au domaine ΩH , nous associons le sous-espace de dimension finie CAH de CA. La méthode des

éléments finis consiste à chercher uH ∈ CAH et σ
H
=H : ε(uH) tels que :

∀vH ∈ CA0
H

∫
ΩH

σ
H

: ε(vH)dΩ =

∫
ΩH

f · vHdΩ+

∫
∂gΩH

g · vHdS (4)

Après avoir introduit la matrice ϕH des fonctions de forme et le vecteur des inconnues nodales u tel

que uH =ϕHu, nous obtenons le système linéaire :

(

Krr Krd

Kdr Kdd

)(

ur

ud

)

=

(

fr

fd

)

+

(

0

λd

)

(5)

où K est la matrice de rigidité du domaine ΩH et f est le vecteur des efforts généralisés ; l’indice d

est associé aux degrés de liberté de Dirichlet et l’indice r représente les degrés de liberté tel que les

inconnues soient ur et λd où le vecteur λd représente les réactions nodales.

2.2 L’erreur en relation de comportement

La mesure de la qualité de la solution via l’erreur en relation de comportement consiste à construire

des champs admissibles à partir des champs obtenus par la méthode des éléments finis et mesurer la

non-vérification de la relation de comportement :







uH ∈ CAH

σ
H
=H : ε(uH)

eCRΩH
(uH,σH

) = 0

−→







û ∈ CA

σ̂ ∈ SA

eCRΩH
(û, σ̂)> 0

(6)

eCRΩH
(û, σ̂) fournit une borne stricte de la norme énergétique de l’erreur en contrainte et en déplacement

[6, 10].
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Ici, nous considérons que la construction de û ∈ CAH est aisée puisque CAH ⊂ CA (nous choisissons

donc û = uH). Construire le champ σ̂ est bien plus complexe. Plusieurs techniques existent. Citons par

exemple la méthode d’équilibrage des éléments [8, 11] (EET) détaillée dans la Section 3, la méthode

Flux-free [13] et la méthode d’équilibrage élémentaire par star-patchs (EESPT) [7, 17].

Une fois σ̂ ∈ SA construit, le calcul de l’erreur est effectué sur chaque élément T de la manière

suivante :

eCRT
(uH, σ̂) =

1

2

∫

T

σ̂ : H−1 : σ̂dΩ+
1

2

∫

T

ε(uH) : H : ε(uH)dΩ−

∫

T

σ̂ : ε(uH) (7)

3 Méthode EET classique

La méthode EET se décompose en 2 étapes : premièrement, il s’agit de construire des efforts de

tractions équilibrés F̂
Γ

sur chaque arête (Γ) des éléments. Les champs SA sont ensuite calculés indé-

pendamment sur chaque élément (T ) avec comme conditions de Neumann σ̂
T
· nΓ = δΓ

T F̂
Γ

(le rôle de

δΓ
T =±1 est explicité dans l’équation (10)).

Afin de simplifier l’estimation de l’erreur (7), l’hypothèse de condition de prolongement forte est

formulée :

∀T ∈ T , ∀v ∈ CAH ,

∫
T
(σ̂−σ

H
) : ε(v)dΩ = 0 (8)

qui traduit que le champ SA reconstruit développe le même travail que la solution éléments finis dans

l’espace éléments finis.

Cette condition permet d’éliminer le terme couplé dans (7). Par conséquent, seule l’énergie complé-

mentaire du champ SA est estimée et plus cette énergie est faible, meilleure est l’estimation.

3.1 Efforts de traction équilibrés

Sur chaque arête Γ, nous devons contruire des tractions F̂
Γ

satisfaisant la condition de prolongement

forte.



















σ̂
T
·nΓ = δΓ

T F̂
Γ
, ∀T ∈ T , ∀Γ ∈ ∂T

F̂
Γ
= g sur ∂gΩH

0 =

∫
T
(σ̂−σ

H
) : ε(v)dΩ, ∀v ∈ CAH ,

(9)

Le coefficient δΓ
T =±1 est utilisé pour assurer le principe d’action-réaction de deux éléments voisins

{

∀Γ ∈ ∂ΩH , T = ∂−1Γ, δΓ
T = 1

∀Γ ∈ E \∂ΩH , {T,T ′}= ∂−1Γ, δΓ
T +δΓ

T ′ = 0
(10)

Puisque les mouvements de corps rigides appartiennent à l’espace CAH , la condition de prolonge-

ment forte implique l’équilibre des éléments vis-à-vis des corps rigides. L’alternative de Fredholm est

vérifiée et σ̂ est bien défini.

En développant la condition de prolongement et en utilisant l’équilibre éléments finis, nous obtenons :

∀T ∈ T , ∑
Γ∈∂T

δΓ
T

∫
Γ

F̂
Γ
· vdΓ =

∫
T
(σ

H
: ε(v)− f · v)dΩ =

◦
RT (v) (11)

3.2 Construction des efforts de traction équilibrés

Dans la version orginale de la EET [8], chaque traction F̂
Γ

est supposée linéaire. L’équation (11)

est alors testée sur chaque fonction de forme afin que l’évaluation soit limitée à leur support, nommé

star-patch. On note ωN le support de la fonction de forme φN
H associée au noeud N ∈ V . Nous pouvons

calculer le vecteur Ŵ
Γ
N :

Ŵ
Γ
N =

∫
Γ

(

F̂
Γ
· exφN

H

F̂
Γ
· eyφN

H

)

dΓ (12)
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Nous réécrivons alors la condition de prolongement forte comme plusieurs petits problèmes découplés.

La nature du système linéaire associé au star-patch dépend de la position du noeud. Pour les noeuds

internes et ceux sur le contour de Dirichlet, le système est sous-déterminé si bien qu’il est possible

d’optimiser les efforts de traction calculés.

Une fois ces systèmes résolus, il faut calculer les tractions à partir des travaux Ŵ Γ
N . En faisant l’hy-

pothèse que les tractions se décomposent sur l’espace éléments finis, il ne reste alors qu’à inverser des

matrices de masse (2×2).

3.3 Calcul du champ SA sur chaque élément

Une fois les tractions (F̂
Γ
) déterminées, celles-ci sont appliquées comme conditions de Neumann

pour chaque élément. Pour des cas simples de chargement volumique, le champ de contrainte élémen-

taire exact peut être obtenu en effectuant une résolution polynômiale. Plus généralement, une solution

numérique satisfaisante est obtenue avec une approximation éléments finis plus précise en se plaçant

dans un espace CAT
p plus riche (si cet espace n’est pas assez riche, l’énergie est sous-estimée et la borne

obtenue n’est plus stricte).















∫
T

σ
p

: ε(Φ)dΩ−

(∫
T

f ·ΦdΩ+ ∑
Γ∈∂T

∫
Γ

δΓ
T F̂

Γ
·ΦdS

)

= 0, ∀Φ ∈ CAT
p

σ
p
=H : ε

(

up

)

, up ∈ CAT
p

(13)

4 Nouvelle technique de reconstruction de champs SA

La nouvelle technique que nous proposons repose sur l’interprétation de la condition de prolonge-

ment forte à l’échelle globale donnant la possibilité d’une optimisation globale. L’acronyme de cette

méthode est STARFLEET pour star-free and lazy element equilibration technique où nous insistons sur

la facilité d’implémentation et sur le rôle des star-patchs qui aparaissent naturellement dans le dévelop-

pement de la méthode.

Soit
◦
E l’ensemble des arêtes internes (celles séparant deux éléments), E∂ les arêtes externes,

◦

V

l’ensemble des sommets internes (qui ne sont pas sur la peau du domaine ΩH). Rappelons que, afin

d’obtenir un maillage valide pour l’approximation éléments finis, un élément ne peut avoir 2 arêtes sur

la peau du domaine [4], donc |E∂|= |V∂|.

4.1 Elimination des arêtes externes

La première étape de cette méthode est d’incorporer à l’équation des résidus (11) l’information

connue sur le bord du domaine. Pour un champ test vH ∈ CAH :

– Si l’élément T est interne alors RT (vH) =
◦
RT (vH)

– Si l’élément T possède une arête de Neumann Γg : RT (vH) =
◦
RT (vH)−

∫
Γg

g · vHdΓ

– si l’élément T possède une arête de Dirichlet Γu : RT (vH) =
◦
RT (vH)−∑V∈∂Γu

αΓd

V λd(V ) · vH(V ) ,

où V représente les sommets de ΓD. λd(V ) est associé à la valeur de réaction nodale, connue de la

résolution éléments finis, et vH(V ) est la valeur du champ test au sommet (αΓ
V étant une partition

de l’effort nodal de réaction entre les éléments qu’il impacte).

4.2 Equation de prolongement forte à l’échelle globale

Il est nécessaire que les coefficients (δΓ
T ) soient cohérents avec l’orientation des éléments et arêtes.

En 2D, cela revient à choisir, pour chaque arête, un sommet initial et un sommet final et pour chaque

élément, un sens de rotation. Soit ∆ la matrice rectangulaire de |T | lignes et |
◦
E | colonnes de coefficients

(δΓ
T ), appelée matrice d’incidence. Il s’agit d’une matrice très creuse et booléenne signée. Chaque ligne

contient au plus 3 coefficients non nuls (2 pour une ligne associée à un élément du bord), et chaque

colonne contient 2 coefficients non nuls.
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Pour un champ v ∈ CAH donné, notons Ŵ(v) le vecteur de taille |
◦
E | des travaux des tractions par le

champ v et notons R(v) le vecteur de taille |T | :

La condition de prolongement forte écrite pour ces champs tests est :

∀vH ∈ CAH , ∆Ŵ(vH) = R(vH) (14)

Dans la méthode EET classique, les fonctions test sont les fonctions de forme. Dans notre approche,

la base test est la base canonique B = (1ex,xex,yex,1ey,xey,yey). Puisque la condition de prolongement

est écrite indépendamment sur chaque élément, cette écriture de la condition est équivalente à celle de la

EET.

Satisfaire l’équation (14) n’est pas suffisant. En effet, les travaux doivent être linéaires vis-à-vis des

fonctions test :

∀(v1,v2) ∈ CAH ×CAH ,∀α ∈ R ,Ŵ(v1 +αv2) = Ŵ(v1)+αŴ(v2)

Cette propriété implique que les travaux sur les arêtes ne sont pas indépendants. Les coordonnées spa-

tiales sont liées : pour chaque arête Γ, il existe des coefficients (aΓ,bΓ,cΓ) tels que,

(x,y) ∈ Γ ⇐⇒ aΓx+bΓy+ cΓ = 0 (15)

qui peuvent être choisis tels que a2
Γ +b2

Γ = |Γ|2. Ainsi, dans chaque direction e,

aΓW Γ(xe)+bΓW Γ(ye)+ cΓW Γ(e) =W Γ((aΓx+bΓy+ cΓ)e) = 0

Soit a,b,c les matrices diagonales respectives des coefficients aΓ, bΓ and cΓ.

Puisque les composantes (ex,ey) sont indépendantes, nous restreignons notre analyse au problème

scalaire (thermique) et la condition de prolongement s’écrit :

G





Ŵ(1)

Ŵ(x)

Ŵ(y)



=









R(1)
R(x)
R(y)

0









avec G =









∆

∆

∆

c a b









(16)

4.3 Etude du système

Nous détaillons à présent les noyaux des différentes matrices introduites afin de s’assurer que le

problème est bien posé et caractériser l’espace d’optimisation.

4.3.1 Noyaux de ∆

∆ possède un unique vecteur dans son noyau à gauche qui est i =
(

1 . . . 1
)T

si tous les éléments

ont la même orientation. En effet, une arête interne est vue par deux éléments : une fois positivement,

une fois négativement. Le rang de ∆ étant |T |−1, la dimension du noyau à droite est |
◦
E |− |T |+1.

Rappelons l’identité d’Euler :

|T |− |E |+ |V |= c−h (17)

où c est le nombre de composantes connexes et h le nombre de trous. Par la suite, nous aurons c = 1.

Rappelons également que |V∂| = |E∂| et que |V∂|+ |
◦

V | = |V |. La dimension du noyau à droite de

∆ est |
◦

V |+h

– Chaque noeud interne définit un star-patch. En combinant les arêtes irradiant le noeud, les éléments

sont comptés deux fois avec des signes opposés.

– Les arêtes internes irradiant les noeuds du contour du trou forment un chemin fermé entourant le

trou.

Cette base peut être facilement obtenue via une analyse de graphe (ou en utilisant la topologie algébrique

[18]). Par la suite, NV est le vecteur du noyau associé au star-patch du noeud V et Nh celui associé au trou

h.
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4.3.2 Noyau à droite de G

Considérons un star-patch de noeud central V de coordonnées (xV ,yV ), et Γ une branche d’extremité

AΓ = (xA,yA). Les coefficients de la branche sont proportionnels à :

aΓ = (yA − yV ), bΓ =−(xA − xV ), cΓ = yV (xA − xV )− xV (yA − yV ) (18)

Le centre étant un noeud sommet de l’arête, nous pouvons écrire aΓxV +bΓyV + cΓ = 0. Alors







W Γ
1 = NV

W Γ
x = xV NV

W Γ
y = yV NV

(19)

appartient au noyau de G. Chaque noeud interne est associé à un vecteur du noyau et aucun autre vecteur

ne peut appartenir à ce noyau. Notons ce noyau NG =
(

NT
V ,xV NT

V ,yV NT
V

)T
où xV et yV sont les matrices

diagonales des coordonnées des noeuds internes.

4.3.3 Noyau à gauche de G

Décrivons le noyau à gauche de G afin de s’assurer que le problème est bien posé. En effet, l’alter-

native de Fredholm doit être vérifiée. Ainsi, nous devons garantir que le second membre du système est

orthogonal au noyau à gauche de l’opérateur. Le théorème du rang donne :

dim(ker(GT )) = 3|T |+ |
◦
E |− (3|

◦
E |− |

◦

V |) = |
◦

V |+ |E∂|+3|T |− (2|E |− |E∂|) = |V |

L’existence du noyau à gauche est directement lié à la possibilité de construire une fonction chapeau

(fonction de forme) pour chaque star patch (fonction continue, linéaire par élément, nulle sur le bord).

Multiplier à gauche le second membre de (16) par un vecteur du noyau à gauche correspond au calcul

du résidu pour une fonction de forme sur le star-patch, ce qui donne 0 par l’orthogonalité de Galerkin.

Le problème est donc bien posé.

4.4 Résolution efficace

La connaissance des propriétés de ce système très creux nous permet d’envisager une résolution

efficace dont la complexité est faible. Nous avons exhibé une base NG du noyau de G si bien que toutes

les solutions sont de la forme Ŵ = Ŵ0 +NGγ où γ est un vecteur de taille |
◦

V |utilisé pour optimiser Ŵ

vis-à-vis d’un critère bien choisi. La matrice ∆ étant la description algébrique du maillage, il existe une

forme normale de Smith :

∃(U,V) matrices booléennes signées inversibles d’inverses booléennes signées

telles que

U∆V =











1 0 . . . 0
. . .

... 0
...

1 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0











avec
U = [ŨT

, i]T

V = [Ṽ,N]

(20)

La factorisation est alors facilement réalisable par un pivot de Gauss total. La matrice ∆ étant très

creuse, la complexité de cette opération est linéaire. Une fois la factorisation de Smith effectuée, il est

possible d’utiliser une factorisation LU avec pivot afin de préserver la structure très creuse de la matrice.

4.5 Critères de choix de l’élément du noyau

Nous avons déterminé une solution Ŵ0 et la base NG du noyau de G. Quel que soit γ, Ŵ = Ŵ0 +
NGγ est le travail d’un champ SA satisfaisant la condition de prolongement. Cela laisse une opportunité

d’optimisation dans un espace de taille |
◦

V | pour un problème scalaire.
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Un premier choix peut être de se rapprocher des travaux développés par la solution éléments finis,

au sens d’une norme M. Les résultats seront donnés pour M = I et l’estimateur basé sur ce choix est

noté STARFLEET‖·‖2
. Nous avons montré dans [19] qu’une norme bien choisie conduit à la minimisation

faite classiquement dans la EET. Il est aussi possible de rendre optimale l’estimation de l’erreur en

minimisant l’énergie complémentaire. En contrepartie, le coût de calcul associé à ce choix (indiqué par

la suite STARFLEET‖·‖erdc
) est plus élevé que pour les précédents.

4.6 Résolution précise des problèmes élémentaires

Pour résoudre chaque problème élémentaire, il est nécessaire de construire une base plus riche que

la base éléments finis. Nous choisissons d’augmenter le degré de la base canonique. Ainsi, up et vp sont

développés sur la base x,y,xy,x2
,y2

. . .. Les travaux correspondant au premier ordre ont été déterminés

précédemment. Pour déterminer les travaux d’ordre supérieurs, nous faisons l’hypothèse que ces travaux

sont issus d’une distribution d’effort linéaire pour chaque arête.

5 Résultats

Considérons la structure suivante (Figure 1) dans le cadre statique, isotrope (E = 1 et ν = 0.3) et

linéaire, encastrée à sa base et soumise à un effort de traction sur le bord supérieur droit. La Figure 2

donne l’évolution des estimateurs en fonction du pas du maillage h. La résolution élémentaire a été

effectuée en utilisant des fonctions de forme de degré p+2. On donne aussi la pente correspondant à h
2
3

(ce qui correspond à la singularité du problème).

Fig. 1 – Conditions aux limites et charge-

ment
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Fig. 2 – Résolution (p+2)

Nous observons la nouvelle méthode de reconstruction mène à un estimateur aux performances com-

parables à la méthode EET. L’estimateur STARFLEET‖·‖2
se comporte moins bien quand le maillage est

fin. Cela est sans doute causé par la singularité du problème. Le critère de minimisation de l’énergie

complémentaire, plus coûteux, donne de meilleurs résultats que les deux autres approches. Notons que

l’estimation fournie reste proche de celle provenant de la EET.

6 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle méthode de reconstruction de champs statiquement admissibles

pour l’estimation d’erreur a posteriori. Cette méthode reprend l’ingrédient principal de la EET qui est

la condition de prolongement forte et la réécrit de manière globale, ce qui offre plusieurs possibilités

d’optimisation. En exploitant les propriétés géométriques et topologiques du maillage, cette technique

apporte une compréhension géométrique de la nature des systèmes issus de la condition de prolongement

et permet une mise en oeuvre peu coûteuse profitant du caractère très creux de la matrice d’incidence.
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Les résultats montrent que les bornes d’erreur obtenues et les temps de calcul sont très comparables

à ceux de la technique EET. Le critère se basant sur la minimisation de l’estimateur permet d’étudier

la pertinence de la condition de prolongement et montre que la EET en fait une exploitation tout à fait

correcte.

La méthode s’étend aux éléments quadrangulaires, aux éléments d’ordre 2 et aux problèmes 3D pour

lesquelles la mise en oeuvre semble très simplifiée par rapport aux techniques existantes. De plus, la

méthode STARFLEET avec minimisation de l’énergie complémentaire est un estimateur efficace pour

certains cas pathologiques (maillages avec triangles très applatis).
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